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39. La dcomposition de singularits
d’ultradistributions cohomologiques

Par Mitsuo MORIMOTO

(Comm. by Kunihiko KOD.IR., M. . ,., March 13, 1972)

Le but de cette note est d’annoncer des rsultats concernant la
dcomposition de singularits (modulo fonctions entires) d’ultradistri-
butions cohomologiques. Notre prsente thorie est analogue/ celle du
faisceau 5’ pour les hyperfonctions ([3], voir aussi [4, 5]).

Soit V un espace euclidien rel n dimensions. Notons son com-
plexifi par Vc--V /-1 V. Soit (C) le faisceau des germes de onc-
tions holomorphes sur Vc. Pour un ouvert 2 de Vc, G(/2) dsigne
l’espace des fonctions holomorphes sur /2. On note le k-ime espace
de cohomologie relative support dans un localement ferm F de Vc et
/ coefficients dans le aisceau par H[F] -H(/2 ), off/2 dsigne un
ouvert de Vc contenant F comme son sous-ensemble fermi. L’espace
cU(V) des ultradistributions cohomologiques (ou plutSt ultra-hyperfonc-
tions) sur Vest, par dfinition, la limite inductive des n-imes espaces
de cohomologie relative/ support dans un tube T(G)-- V ,/- 1 G base
convexe compacte et coefficients dans le aisceau

cU(V) lim ind H[T(G)],

off G parcourt tousles compacts convexes de V, la limite inductive tant
prise suivant les applications naturelles"

Hn[T(G)]Hn[T(G’)], G G’.
On a montr dans notre article precedent [2] que l’espace des ultra-
hyperfonctions cU(V) contient l’espace des fonctionnelles analytiques
sur Vc, ((Vc)’ et l’espace des hyperfonctions sur V, .(V)--Hn[T({O})],
oh T({O})- Y /- 1 O= Y.

Dsignons par V* le dual de l’espace vectoriel V, par (,) le pro-
duit scalaire canonique sur V V*. S* est, par dfinition, l’ensemble
des demi-droites issues de l’origine de V*:

S*oo=(V*\{O))/R+.
Pour un vecteur non nul e V* on note par oo la demi-droite issue de
l’origine de V* qui passe par le point $. S* est isomorphe la (n-1)-
sphere et sera appele la cosphre/ l’infini. On note par p la projec-
tion oo de V*\(0} sur S. Un sous-ensemble I de S* est dit convexe
si le cSne p-l(i) l’est. On dsigne par D(I) le cSne dual non-positif
ferm de I"

D(I) {x e V (x, 0 pour tout e p-l(i)}.
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Si on a IJ, alors D(I) D(J). Pour x e V, D(I) + x dsigne le cSne
translat de D(I). Pour I ouvert convexe de S*, on pose

(I) lim ind H[T(D(I) / x)],
xV

off la limite inductive est prise suivant les applications naturelles"
H[T(D(I) + x)]--H[T(D(I) + x’)], T(D(I) + x) T(D(I) + x’).

Si Iet J sont deux ouverts convexes de S* tels que IJ, alors l’appli-
cation p" r(I)(J) est d4finie comme la limite inductive des applica-
cations naturelles: H[T(D(I) + x)]-.H[T(D(J) / x)]. I1 est clair que
les p satistont la condition de chaine. Comme la famille des ouverts
convexes de S* orme une base des ouverts de S*, les (I) forment, avec
les applications p, un prfaisceau g de (C)(Vc)-modules sur S*.

Thorme 1. On ddsigne par f le faisceau sur S* associ au
prfaisceau . L’espace des sections de sur un ouvert convexe I de
S*,(I) est donnd par (I)-lim proj 1(I’), ou I’ parcourt tous les

I’CI

ouverts convexes relativement compacts dans I.
Notre faisceau sert de caractriser la singularit d’une ultra-

hyperfonction modulo ionctions entires. Une fonction entire f
dfinit, par restriction, une ultra-hyperfonction que nous noterons par
p(f). Plus prcisment, l’application p de G(Vc) dans cU(V) est dfinie
comme compose"

)(Vc) rest)(V)______(V)___cU(V)
oh J(V) d6signe l’espace des fonctions r6el-analytiques sur V. L’ap-
plication p est injective, 6rant compos6e des injections. Construisons
maintenant une application a de cU(V) dans l’espace des sections de W
sur S*, V(S*). Pour un compact convexe G de Vet un ouvert convexe
propre I de S*, il existe un point x de V tel que GD(I)+x. Alors
l’application naturelle: H"[T(G)]Hn[T(D(I) + x)] est d6finie. Comme
la limite inductive de ces applications, on d6finit l’application a" cU(V)
-V(I). Si Jest un autre ouvert convexe de S*, on a un diagramme
commutatif-

;(I)

(I J).

Par consequent les applications a, se recollant, dfinissent une appli-
cation a: cU(V)(S*). On a alors le thorme central de cette note.

Thorme 2. La suite suivante est exacte"

o, ;(vc) J(v)--(s*) ;o.
Dsignons par So l’emsemble des demi-droites issues de l’origine

de V. So est isomorphe la (n-1)-sphre et sera appele sphere
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l’origine. Pour un point x e V, x=/=O, on note par x0 l’lment de So
contenant le point x. L’application q" xxO est la projection de V\{0}
sur So et on a

So-(Y\(O})/R/.

Un sous-ensemble F de So est dit convexe si le cSne q-(F) l’est. Posons,
pour un ouvert convexe F de So,

P(F)-- lim ind ((T(q-(F) + x)),

oh la limite inductive est prise suivant les restrictions"
((T(q-(F) + x))((T(q-l(F) + x’)),
T(q-I(F) + x) T(q-(F) + x’).

Soit A un autre ouvert convexe de So tel que /A. Alors on dfinit
l’application qr. (F)--*(A) comme la limite inductive des applica-
tions de restrication" (C)(T(q-(F) / x))-((T(q-l(A) + x)). I1 est clair
que les P(F) et les qr forment un prfaisceau LP sur So. On dsigne
par P le faisceau sur So associ au prfaisceau P. L’espace des sec-
tions de sur un ouvert convexe F de S0, P(F) est donn par" (F)
=lim proj P(F’), off F’ parcourt les sous-ensembles ouverts convexes

et relativement compacts de/. Remarquons que l’espace des sections
sur un domaine F de So du aisceau est gal l’espace des fonctions
entires )(Vc) pourvu que F (--F):/=t. On peut dfinir l’application
de "valeur au bord" r (F)cU(V) comme l’application de cobord de
cohomologie.

Th4orme :. Pour un ouvert convexe F de So, on prend l’ ensemble
F* fermg convexe de S* tel que (q-I(F)j=--D(F*), (q-(F)) ddsignant
l’adhdrence de q-l(F). Une ultra-hyperfonction o appartient l’image
de r" P(F)-ff](V) si et seulement si le support de a(o) est contenu
dans F*.

Supposons maintenant que F est un convexe relativement ouvert
de So, c’est--dire que le cSne q-(F) est convexe et ouvert dans le sous-
espace affine de V engendr par q-l(F). On note par codim F la
codimension du susdit sous-espace de V. On a alors

Hr(So )=lim ind H[T(q-(F)+ x)].
xV

Remarquons la nullit suivante"
Hr(So P) 0 si k g: codim F.

On peut dfinir mme dans cette situation l’application de "valeur au
bord" r" H2’ r(S0 P)-cU(V).

Thorme : bis. Soit Fun convexe relativement ouvert de So.
Une ultrahyperfonction appartient l’image de " Hr(S0;
-cU(V) si et seulement si le support de a() est contenu dans F*.

Remarques. On peut dfinir un sous-aisceau de et un sous-
faisceau de 9? comme suit" Posons, pour un ouvert convexe I de S*,
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r(I) H[T(D(I))].
Pour deux ouverts convexes I, J de S* tels que IJ, l’application. r(I)(J)est dfinie par l’application naturelle" H[T(D(I))]
-H[T(D(J))]. Alors le pr4aisceau r sur S* d4fini par les r(I) et les

est sous-aisceau du aisceau r. L’application " (V)-.(I) est
dfinie comme l’application naturelle" H[T({O})]-H[T(D(I))]. En
recollant les applications , on d4finit l’application " (V)(S*).
Alors on a la suite exacte suivante"

o- (vc) -L(v)-(s,) o,
oh l’application t est la restriction. Comparer cette suite avec la suite
exacte du thorme (5.1) de [3].

Posons, pour un ouvert convexe F de So,
((F) ((T(q- I(F))).

Avec les applications de restriction Or. (C)(T(q-(F)))(C)(T(q-(A))),
T(q-(F))T(q-(A)), les (F) forment un pr4faisceau c. Le pr-
aisceau est sous-faisceau du aisceau sur So. On peut dfinir
l’application de "valeur au bord"/r" (F)-_(V) comme l’application
de cobord. Une hyperfonction appartient l’image de r" (F)-(V,)
si et seulement si le support de () est contenu dans F*.
Un analogue du thorme 3 bis est aussi valable pour les aisceaux c
et _.

Applications. Vu les thormes 2 et 3, on peut dire que le support
de la section a() du faisceau caractrise la singularit d’une ultra-
hyperfonction e cU(V) modulo fonctions entires. Un thorme du
type "Edge of the Wedge" en cadre des ultra-hyperfonctions est un
corollaire direct de nos thormes. On a par exemple

Thor&me 4. Soient F et F. deux ouverts convexes de So. F
dgsigne l’enveloppe convexe de F et F. Si f e (F) et f e (F)
satisfont la condition"

r,(fi)-r(fi) dans cU(V),
alors il existe f e (F) dont les restrictions sur (F) et (F) c6in-
cident respectivement avec f et f. Si F coincide avec So, alors f est
fonction entire.

En utilisant le faisceau , on peut dmontrer une version du
thorme fondamental de M. Sato [4, 5] en cadre des ultra-hyperfonc-
tions. La dmonstration repose sur le thorme de. Cauchy-
Kovalevskaja.

Thorme 5. Soit P(D) un oprateur diffrentiel ( coefficients
constants d’ordre m. P($) est son ployn6me caractgristique. Si une
ultra-hyperfonction satisfait 4 l’dquation aux ddrivdes partielles
P(D)--O, alors on a

supp a(o) {c P() 0}.
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Corollaire. Si l’opgrateur P(D) est elliptique, alors e cU(V) qui

satisfait l’gquation P(D)=0 est restriction d’une fonction entire.
Ce corollaire en cas d’hyperfonctions se trouve implicitement dans

la dmonstration du thorme (VII. 1.8) de [1].
Les dmonstrations dtailles seront publies ailleurs.
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