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12. Sur les Zéros des Sommes Partielles d’une Serie Entiere.

Par Yoiti YosipA.
Daiiti Kotd Gakkd, Tokyo.

(Reg. Jan. 17, 1927. Comm. by T. TAkAGI, M.I.A., Feb. 12, 1927.)

1. Le théoréme suivant est dd & M. Tsuji.”
Soit p, le module maximum des zéros du polyndme

AL T At TREREER +a;z+a (ay==0),

somme partielle, ¢’est-d-dire la somme des n premiers termes, de la série
entiere f(z) = aptarz+----- SR AL SEPIPPD . Pour que f(z) soit une fonc-
tion entiére d’ordre p, il faut et il suffit que

i logm
1 lim _i__ = p.
(1) v Togp, "
Nous allons préciser ce théoréme en tenant compte de la classifica-

tion de M. Lindelof,” suivant laquelle une fonction entiére d’order p,
f (2), est dite

i) du type minimum,si  lim Jog M(r) _ ; et
P

T =00 Ir

T=o0

iil) du type moyen,si 0< Lim l%w‘ <w; et
iii) du type maximum, si 1’_1-1"1 l_mg_.%ﬁ)_ =,

M (r) étant le module maximum de f(z) pour [z|=r.
2. Montrons, au préalable, que si

3

n g,

Ii
n= P“P

8

ona

(2) lim n[a,.l"%éO'eMl.

=00

1) Japanese Journal of Mathematics, 3 (1926), 49.
2) ef. Valiron, Fonctions entiéres et fonctions méromorphes d’une variable, 7.
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Soit, en effet,

<0,
P’
c’est-a-dire
1
(3) —1—<<-g,—)p pour nZn ,
Pa n

ol C’ est un nombre quelconque supérieur & C. Prenons M assez grand
pour que
n
(4) la| < M ore ¢ pour k=128 m—1
k¥
En supposant que 'inégalité (4) soit vérifiée pour k<mn, montrons

qu’elle le sera pour k¥ = n aussi. p, étantle module d’une racine de
P’équation

aﬂx +a“_ "‘1+ ...... +ao = 0,

il satisfait & I'inégalité
PR LS -1
Pn Pn Pl
D’apres (3) et (4),
IGISM O’P ¢ (C’)— MClp 6.—2(0’)%.'.. ..... ﬂ%
(n 1)!? 2) e n
< MO’: (6,.-1+en-2+ ...... +1),
nl®
d’ou
jou] < HO2E
('nl)P

I'inégalité ayant lieu pour toute valeur de n. Moyennant la formule de
Stirling :

n+

1. _—
n"Te" V2%t <n! D,

ol D est une constante, on a

1) ¢f. Tsuji, lc., 50.
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1 = nty
- D 2 7)— - P
"o "( ____)
[an| <MC'* e v ¢

)

e . 1, D \¥
n}a,,l"<M"O’e’“n"‘< 1/7;) R
lim n]a,,lﬂl_f_ Cle*.

N 0

Mais C’ n’ est sujet qu’a la condition qu’il soit plus grand que C, done

Em n(q,[v=Ce*, C.QF.D.

fN—00

Réciproquement, si

im nlan|7p=1'(,

ne=c0

on a

(5) Ke‘“’“)§ﬁﬁ_'"';§K.
N =0 P"

La premidre inégalité se démontre immédiatement. Sil'on avait,
en effet,
Iim " < Ke - (e+D)
N=w0 pnP ’

on aurait, d’aprés (2), o 'on a posé¢ C < Ke Y,
Em na,[* <K,
contrairement a ’hypothése.

Pour démontrer la seconde on a, en désignant par ¢ un nombre
positif quelconque,

2
nla,[* < K+e¢,
c’est-a-dire

]a,.|<(K’:-s )_:'L pour n=mn,

Si 'on désigne par
(6) @™, @™ e, g™
les zéros de I'équation

[ A S S St l SREPPON +a,24a, =0,
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Jo'™ (™. - . a, ™| est égala

“"" . pn &étant le plus grand des modules de (6),

8

n N
Px l Qg ‘ n
Or, ¢ est un nombre positif quelconque, par suite

Iim " <gK C.QPF.D.

n=o Pnp

Remarque.—Au moyen de la seconde inégalité (5), ’on peut préciser
Pinégalité (2) comme il suit :

Si
m %o
on a
) osIm n|a,[v=Ce,

M. Lindel6f? a montré que si
Tim JlogM (r) — 4
Ny, P ’
on a toujours
Im " |g, [ = 4.
En posant K = pe 4, on voit facilement :
La condition nécessaire et suffisante pour que f(z) soit une fonction
entidre d’ordre p et (i) du type minimum, ou (ii) du type moyen, ow (iii)
du type mazimum, est que

() Im ™ =0, lgcondition (1)étant réalisée ; ou (ii) 0<£i_m L<w;

n=wo p'P = P“
ou (iii) lim ;j*_P =, la condition (1) éant réalisée®

Ce résultat est parfaitement paralléle a celui de M. Lindelof® relatif
aux zéros de la fonction elleméme dans le cas od p est non entier.

1) ¢f. Valiron, l.c. 7.

2) ¢f. Y. Okada, Note on Power Series, Science Reports of the Tohoku Imperial
University, 11 (1922) 49.

3) c¢f. Valiron,l. c., 26.
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3. Considérons le cas ot f(z) esta croissance réguliére, c’est-d
dire que

lim loglog M(r) _ .
= logr
Si Uon peut trouver une suite d’indices ny e+ y Mgyteoee telle que
lim _1ogm, lim 1087 _

v~ Togps, ' == logm,

la fonction entidre f(x) d’ordre p est & croissance régulidre.
En raisonnant comme au numéro précédent, nous avons

P > | @y
P )
o |an,|
—log|an,| = n, log pn,—log|a|.
Or, par pypothése,

_]B_gln_f’ = €, lim e, =0
lOg pnp P + f 4 D=0 o M
Donc
_loglan] < 1 _  logja|
n,logmn, p+s3, nylogm,

Tim —log |an,| <p.
z=o  q,logmn,

Mais f(z) étant d’ordre p, on a

lim —logla.] _ 1
»==  plogmn I
Ainsi
lim --log[an,,] = L, lim log ng.,l — 1,
v=>  q,logn, P v==  log n,
ce qui est, d’aprés M. Lindelof,” la condition nécessaire et suffisante pour
que la fonction f(z) d’ordre p soit & croissance réguliére.
Ce résultat est paralléle & celui de M. Borel,” selon lequel f(z) est
d’ordre p non entier et 4 croissance réguliére, si
lim 1ogn _
n=o  Jogr,
OU 7y, Tgyoeeeee y Tuyotoset sont la suite des modules des zéros de la fonction
J(z) elleméme rangés dans leur ordre de grandeur. Mais la réciproque
de notre théoréme ne semble pas étre vraie, contrairement au cas de
M. Boral.

1) ¢f. Valiron, i c., 8.
2) Borel, Lecons sur les fonctions entiéres, 110.




