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39. ber die monomiale Darstellung einer
auflsbaren Gruppe.

Von Kiyosi TAKETA.
Mathematical Institute, Tokyo Imperial University.

(Rec. and Comm. by T. TKA, I.L,., April 13, 1931.)

1. In einer friiheren Note haben wir bewiesen, dat jede Gruppe,
deren Darstellungen sich s/imtlich als monomiale schreiben lassen, stets
auflSsbar ist." Nun wollen wir beweisen den

Satz 1: Is$ eine aufl6sbare Gruppe, die keinen Abelschen
Normalteiler aufler dem Zenrum ha, 9l der minimale unter den
Normalteilern yon , die enthalten, ferner N die entsprechende
Darstellung yon bei einer irreduziblen isomorphen Darstellung 1" yon
g, dann lfl$ sich 1 hie auf nonomiale Gestal$ transfornieren, falls
N auch irreduzibel ist.

Mit Hilfe dieses Satzes bestimmen wir die notwendige und
hinreichende Bedingung dafi]r, daf jede Darstellung einer auflSsbaren
Gruppe sich auf monomiale Gestalt transformieren l/ilt, falls die
L/inge der Hauptreihe der Gruppe gleich 4 ist.

Beweis des Satzes 1 W/ire lmonomial, so kann sie kein Element,
das Diagonalform hat, auter 3 haben, denn sonst bilden solche Elemente
einen Abelschen Normalteiler, und dieser enthilt in sich, gegen die
Voraussetzung.

Da jede Primfaktorgruppe der Hauptreihe einer auflSsbaren Gruppe
vom Typus (p, p, p), p eine Primzahl, ist, so kSnnen wir
durch die Elemente P, P., P und erzeugen. Keines von diesen
Elementen P kann eine Variable in sich fiberffihren, denn sonst mfitte
dieses P, sagen wir P Diagonalform haben, well alle Elemente yon

{P, }, der ein Normalteiler yon einer irreduziblen also transitiven
Gruppe 9l ist, dieselbe Variable stets unge/indert bleiben lassen. Daher
muff der Grad von / gleich der Ordnung der Faktorgruppe 9l/ d.h.
p sein. Da {P, } aber Abelsch ist, so miissen die irreduziblen
Darstellungen von , die alle von den durch {P, } erzeugten impri-

1) Ober die Gruppen, deren Darstellungen sich simtlich auf monomiale Gestalt
transformieren lassen, Proc. 6 (1930), 31-33.

2) Die Gruppe selbst und die Einheitsgruppe mitgerechnet.
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mitiven Darstellungen abgeleitet werden kSnnen, hSchstens p--ten
Grades sein2

Also mute N bei F gegen die Voraussetzung reduzibel werden.
2. Wenn die L/inge der Hauptreihe einer auflSsbaren Gruppe

gleich 3 ist, so 1/iflt sich jede Darstellung von ihr offenbar stets als
monomiale schreiben.

Ist die L/inge gleich 4, so gilt der
Satz 2: Bilden qfi, 9l, 2, eine Hauptreihe yon q, und p, q, r’

bez. die Ordnungen der Faktorgruppen, gehSrt ferner . nicht zum
Zentrum , so lSflt sich jede Darsteung yon ( auf monomiale Gestalt
transformieren.

Beweis" Es geniigt, den Satz nur fiir die isomorphe Darstellung
F zu beweisen, denn die anderen Darstellungen sind isomorph zu
einer Gruppe, wobei die Linge der Hauptreihe 3 nicht iibersteigt. Wir
kSnnen uns auf den Fall beschrinken, wo F irreduzibel ist da ( einen
Abelschen Normalteiler 9l hat, der nicht zu gehSrt, so ist F
imprimitiv, und wird erzeugt durch diejenigen Untermatrizen, welche
eine Darstellung F" von der Untergruppe , deren Elemente (und nur
sie in () ein System S der Imprimitivitit in sich selbst iiberfiihren2
Seien die entsprechenden Darstellungen von , in F bez. N und
N.,., und Z, 7.’, die Grade von F, F’. Jede Matrix von kann
Diagonalform bei F, und Multiplikationsform bei F’ haben, also ist von
der Gestalt

(a, a z’-mal, b, b 7.’-real, s, s
Zun/ichst sei N transitiv. Da jede Matrix yon/" als die Permuta-

tion von den Systemen der Imprimitivit/it betrachtet werden kann, so
folgt wie beim Satz 1, daft kein Element von aufler .,. zu
gehSrt, also"

z=qZ’
Da aber die 0rdnung einer transitiven Gruppe gleich der Anzahl

der Systeme der Imprimitivit/it mal der 0rdnung der Untergruppe,
deren Elemente und nur sie ein bestimmtes System in sich selbst iiber-

fiihren, so kSnnen wir das Element P von ( der Art, daft {P, }=(,
in @ w/ihlen, denn !}l <. ist von der 0rdnung pr’, und hat den
Abelschen Normalteiler 9l und jede Darstellung yon @ und folglich F"
1/itt sich als monomiale schreiben, w.z.b.w.

Zweitens sei N intransitiv. Sind F diejenigen Untermatrizen

3) Vgl. A. Speiser: Theorie der Gruppen von endlicher Ordnung, Berlin (1923),
141-143.

4) Vgl. A. Speiser: l.c., 138.
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von N, welche ein bestimmtes System der Intransitivitit in sich
selbst fiberfihren, dann wird F wieder imprimitiv in Bezug au diese
intransitiven Systeme, denn F kann als die Permutationsgruppe in
Bezug au die Untermatrizen F betrachtet werden, und ihr Normal-
teiler 9 wird dabei intransitiv. lit sich als die Darstellung yon

auf monomia|e Gestalt transformieren, denn 9 hat den Abelschen
Normalteiler , und die Hauptreihe yon J2 wird zugleich Komposi-
tionsreihe?

3. GehSrt zum Zentrum, dann unterscheiden wir zwei Fille,
jenachdem Abe|sch ist oder nicht. Im ersten Falle lit sich wie
oben leicht beweisen, daft F sich auf monomiale Gestalt transformieren
lit. Im letzteren Falle besteht der

Satz 3" Bilden if3, , 2, eine Hauptreihe einer auflSsbaren
Gruppe if3, deren Darstellungen stets monomial werden kSnnen, und
gehSrt . zum Zentrum , ist abet nicht Abelsch, dann hat die
entsprechende Darstellung N yon bei jeder irreduziblen isomorphen
Darstellung F yon ( p verschiedene Bestandteile, falls p der Index

Beweis" Erzeugen wir die imprimitive Darstellung F* yon (B
unter Benutzung der irreduziblen Darstellung J yon 1, dann hat
bei F p irreduzible Bestandteile, und alle Matrizen von Y die Gestalt"

x 0 0
0 / 0

0 0

und diese p Bestandteile miissen alle yon einander verschieden oder ae
gleich sein, weil bei der Transformation mit einem Element G, der
Art dab (--{G, x}, und seinen Potenzen erfahren sie zyklische Ver-
tauschung.) Da aber bei einer irreduziblen Darstellung F(’) yon G, die
in F* enthalten ist, die Untergruppe N vollstindig reduziert genau
k-real enthlt, falls F(") k-real in F* enthalten ist, so muB F*
irreduzibel im ersten und reduzibel im zweiten Falle sein? Jede Dar-
stellung I’ von G ist in solcher imprimitiven Darstellung wie F*

I"enthalten, daher kiinnen wir yon sagen, daJ die irreduziblen
Bestandteile yon N alle verschieden oder gleich sind, je nachdem ihre
AnzaId gleich p ist oder nicht.

Wenn nun N intransitiv ist, so wird F imprimitiv, denn jede
monomiale Gruppe kann, was die Imprimitivitit betrifft, wie Permuta-
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tionsgruppe betrachtet werden, aber F hat einen intransitiven Normal-
teiler N. N besteht aus denjenigen Elementen, welche alle Systeme
der Intransitivitit je in sich selbst iiberfiihren.

Da aber der Index G:N gleich p ist, so miissen diese Bestand-
teile, die irreduzibel sind, yon der Anzahl p und folglich alle verschieden
sein.

Ist N transitiv, so ist der Grad yon F wie .beim Satze 1 gleich
q, folglich mu8 die Anzahl k, k :> 1 (Satz 1), der irreduziblen Bestand-
teile yon N, die alle vom selben Grade sind, gleich einer Potenz yon

q werden. Wiren diese Bestandteile nicht verschieden, dann wiirde
k<:p, und die imprimitive Darstelhng yon ( die durch diesen
Bestandteil yon N erzeugt wird, reduzibel, da aber dasselbe yon jedem
Irreduziblen Bestandteile gilt, so miifite p----0 (mod. q), q <: k <: p sein,
was unmSglich ist. Die Umkehrung dieses Satzes litt sich wie Satz 2
beweisen, und wir erhalten die verlangten Bedingungen

Entweder (1) ( ist Abelsch, oder (2) gehSrt nicht zum Zentrum,
oder (3) bei jeder isomorphen Darstellung yon ( hat N vollst4ndig
reduziert lauter yon einander verschiedene Bestandteile.

Bemerkung : Wir kSnnen in ihnlicher Weise beweisen den
Satz 4: Sind , + zwei aufeinander folgende Normalteiler in

der Hauptreihe yon einer auflSsbaren Gruppe (, und N., N.+ bez.
die entsprechenden Darstellungen yon und / bei einer isomorphen
Darstellung F yon (, dann hat 2V+ vollstgndig reduziert enteder q
lauter yon einander verschiedene Bestandteile oder weniger als q
gleiche Bestandteile, falls N irreduzibel und N,+ reduzibel sind, wo
q den Index , :./ bedeutet.

Daraus folgt
Satz 1": ?I sei der maximale Abelsche Normalteiler, der abet

nicht Zentrum ist, yon einer auflSsbaren Gmtppe (, 91 der minimale
unter den Normalteilern yon , die .I enthalten. Wenn die
entsprechende Darstellung yon bei einer isomorphen Darstellung F
yon ( irreduzibel ist, so ldflt sich F auf die monomiale Gestalt trans-
formieren.


