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23. Die Geometrie des Integrals JF(x, x®, ..., x™)dt.

Von Hitoshi HoMBU.

Mathematisches Institut, Kaiserliche Kyusyu Universitit.
(Comm. by M. FUJIWARA, M..A., March 12, 1940.)

1. In dieser Arbeit wollen wir die Geometrie des metrischen Raums,
in dem die Bogenlidnge einer Kurve durch ein vom Linienelement m-ter
Ordnung abhingiges Integral

) 5= j Flz, 2@, ..., s™)dt  (™=drai/dir)

gegeben ist, auf die Theorie der ,, paths ‘Y begriinden. Wir fordern
dabei die Unabhingigkeit der Bogenlinge von Parametrisierung der
Kurve; es gilt dann

2) 4F=F, 4,F=0 fir s=2 (oder fir s=2,3),

und das Integral wird auch in der Form j%(w‘, e . gimleydy (gl

=d"x*/dz", 2=2",a=1,2, ...,n—1) geschrieben. Erstens hat A. Kawa-
guchi in der Mannigfaltigkeit der Linienelemente (2m—1)-ter Ordnung
ein ,,intrinsekes “ Ubertragungsschema bestimmt,? und der Verfasser
hat demnach in der Mannigfaltigkeit m-ter Ordnung anderes Uber-
tragungsschema gesucht ([2], §4). Im folgenden wird die Mannigfaltig-
keit der Linienelemente X{™, im Falle m = 8, durch die der Kurvenele-
mente X{™ ersetzt.?

2. Nach L. Berwald, H. V. Craig und J. L. Synge sind die
Grossen, die aus F' aufgebaut sind,

3) ﬁi=é(— DA F)?®  (Fgy=0oF[oa®)

0 pr<m) fur jede # die Bestimmungszahlen eines Vektors. Unter
jeder Transformation der Gruppe G ([3], (2))

(4) = él a:(aa)/w(si) oder ’x™i= :T_l; Brs‘(aq)x(s)i

0 0
(r=10, 2, ..., m) transformiert sich der Eulersche Vektor E; wie E;(F)

=a'E;'F), und die anderen Vektoren If’,- bilden ein lineares System.
Man kann niamlich leicht nach (2) beweisen

1) H. Hombu, [1] Die prejektive Theorie eines Systems der ,, paths“ hoherer
Ordnung, I, Japanese Journ. Math., 15 (1938), 139-196 ; [2] II, Journ. Fac. Sc., Hokkaido
Imp. Univ., (I) 7 (1938), 35-94.

2) A. Kawaguchi, Theory of connections in a Kawaguchi space of higher order.
this Proc. 13 (1937), 237-240.

8) Uber verschiedene Begriffe und Sitze vgl. H. Hombu, [3] Grundlage der Geo-
metrie in der Mannigfaltigkeit der Kurvenelemente, this Proc. 16 (1940), 90-96.
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2 I ] uts-1
(6) 4E;=Q1-pE;, 4E=—0"3E; fir 2<s<m—pu+1

und daraus schliessen, dass die Vektoren En'i/F unter Gemy in ganz
derselben Weise wie die partiellen Ableitungen f,); einer invarianten

Grosse f sich verhalten : 1’.53".~(’F)=1/a,1 -i}aﬁ(a")l%‘.-(F). Daher sind die
=
Vektoren *

m -1
©  G=r3a(LEE)  G=12,.m)

nach dem Fundamentalsatz ([3]) nur vom Kurvenelement abhingig.
Nun betrachten wir das System der Differentialgleichungen (2m
—p)-ter Ordnung

) €=0 (i=1,2,..,n) oder
(7) E”/',-=O mit der Nebenbedingung F(zx, z®, ...,2™)=1,

wo p=0,2,3,... oder m—1 ist. Die n Gleichungen sind voneinander

abhingig, da ﬁ',/.v“"= —o¢F ist. Nach der Uberlegung in [3] kann man
sagen, dass durch das System (7) eine projektive Klasse der Systeme

der ,, paths “ (2m— p)-ter Ordnung gegeben ist. Da Qlé,- von der Gestalt

8) ;= (—1)"(mF2{ fi®™ it}
ist, wo
“ #
9) Jii=FF myiemyi + mﬂmxﬂwj )

so hat man namlich unter der Voraussetzung, dass yer Rang von ( f;,-)
n—1 ist, aus (7) eine spezielle Losung nach x®m-*

(10) Ti=g@m-wit =0,
23 nopn n
Aus €;=(—1)"(™F*% T’ und 4,8;=0 schliesst man
b=y B, 4five Grompgensoviy B

da f”i,w“”' =0 ist. Daher besitzt das System der ,, paths“ die Eigenschaft
I, d.h. durch jedes Kurvenelement (2m— g#—1)-ter Ordnung lauft eine
einzige Integralkurve des Systems ([2]). Fiir jede Losung von (7) gilt

pCm-miy iy p(t)r*=0. Sie gehort somit an einem mit (10) projektive
verwandten System der ,, paths®, usw. Die Differentialgleichungen

0
2m-ter Ordnung E;=0 sind insbesondere die bekannten Euler-Lagran-
geschen, welche aus dem Variationsproblem 65ds=0 hervortreten.
Andererseits sind alle oder nur eine von den Rangen der Matrizen

(fl'«:j)(#=0, 2, ..., m—1) kleiner als n—1, d.h., wenn die Rénge fir zwei
Werte von # kleiner als n—1 sind, so sind auch fur alle #. Wenn z. B.
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das Variations-problem des Integrals nicht singulir ist, so wird mindes-

m—1 m=2
tens durch €;=0 oder €;=0(m3) eine projektive Klasse der ,, paths *
gegeben ; im folgenden bezeichnen wir m+1 oder m+2 mit M.

3. Nach der projektiven Theorie der ,,paths*“ konnen wir aus
einer projektiven Klasse ein ausgezeichnetes System herausziehen ([2]).
Zunichst bilden wir nidmlich aus einem System der ,, paths ¢ «™%+ H*
=0 die M—2 Skalare

xS U—T quipriy Sipri D pu-vi
(11) Sp=—2> QURE+> Ryl—Q%
= U =0 dt

+ =Dy (M= ut0)! Py oK,
M! =

—1)1 u=2
+L%L§(—1)”(M— uto+1)! K, ;’t Pa-uross

2=Zu<M-1), wo Q% R% d/dt und K, durch

i g (M—g+1)! i Ori S pa
Q=2 WM—gtn) gy . RE=QE— S RuQ®;
M!r! s=r+1

q
K,=1, a%‘.}(—D"(M—q+s)!PM-(,+:.~K3=0:

) B, i i
(12) d_tf = E)f(r)ﬂ; ™I — -

definiert sind. Unter einer projektiven Transformation der ,, paths*

Hi=H+ px®  transformiert sich der Skalar Si_, wie Ski=Sk.
_('n—l)(M+L) o . . 3. QF — QF
T MM—1) p, wahrend andere Skalare invariant sind: S;=S;

2Zu<M-2). Das System der ,, paths “

i My i iy iy MM—1) o i
13 =M% i =g (M) [T% g Vi= s
(13) A i B S =0

das der projektiven Klasse angehort, ist nicht nur projektiv invariant,
sondern auch unter Koordinatentransformation invariant; wir nennen
dieses System ausgezeichnet. Nun in der Beziehungen

(14) HF=MY,  4D'=— (M P
(2§8___<_M—1, EBlll—-1=0)

sind P, s=2, 3, ..., M—2, projektiv invariante Skalare und zwar stimmen
bis auf einen numerischen Faktor mit S, tiberein :

= MM—-1) -2 0x -
(15) qss_ (n_l)(M_l)(Ms )SM—s (2§S§M S).

Da nach [2], (2.30)
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AIS‘:::uS; ’
(16) 4,8 =(*)Si-s41 fir u=>s+1, = (n—1)(M+1) fiir u=s—1,
u(u-+1)
=0 fir u=s, =0 fir u<s—2

(2_S_u§M.—2,2§s§M—1) sind, so ersicht man aus (14), (15), (16),
dass 9, 2%, S;2* sowie die Skalare S, je ein lineares System bilden.
Z. B. transformieren sich diese Skalare wie

an a'S} =31 AHa)Ss +1(a),

wo die rationalen Funktionen 7r(y*) sich bestimmen aus
r

a8)  dr=r, dr=0, dp+M-DMED o0
r or r r s(s—1)

BZs<Zr+1).

~ Aus (13) kann man nach der affinen Theorie der ,,paths‘” ein
Ubertragungsschema in der XM~V herleiten, dessen kovarianten Dif-
ferential eines Vektors und Grundiibertragungen von der Gestalt

(192) Dvi=dvi+ridy’, Iid)=DG: (@;’-=%H§M_D,~),

(19 D) 00 = (4 DT = O+ 51085

sind, wo die Operation D, durch D.f =§}({)ﬂ,);dw""”' definiert ist. Da

4,D.f =Df4,f)— (***)D,,,_,f ist, so kann man nach (14) sehen, dass
I'(d) bzw. 6x“* zusammen mit anderen Pfaffschen Ausdriicken und
den Grossen ein lineares System bildet.

4. Setzt man nun

(20) Mn=r, = o F s
dee1

so verhalten die Skalare F, F%, ..., F¥! sich bei der Transformation
(4) ganz wie die gewohnlichen totalen Ableitungen F,dF/dL,...,

dM-2F[/dt™-2  Unter Beriicksichtigung von Al——‘—ib—t— f= %dlf + Ebt—f ,

Asgt_ =% of +dy 1 f — Pdy 1 f und (2), kann man nédmlich
(21) 4= (1Zu< M-1)

1) Siehe A. Kawaguchi und H. Hombu, Die Geometrie des Systems der partiellen
Differentialgleichungen, Journ. Fac. Sc., Hokkaido Imp. Univ., (I) 6 (1937), 21-62;
Kap. II.
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beweisen (vgl. [3]). Die Skalare sind mittels des Systems der ,, paths “
(H?) gebildet (vgl. (12)). Wenn auch das System durch ein projektiv

verwandte System (I?”‘) ersetzt wird, bleiben sie unveridndert, da

%f =Ebt— f—pdy1f ist. Definiert man die Grossen X% durch

22) x<rﬁ='gla;(F«)X<sﬁ oder X<rﬁ='glp:(mx<sﬁ,

so sind sie nach [3] Bestimmungszahlen eines (unter (4)) invarianten
Linienelements, das mit dem urspriinglichen demselben Kurvenelement
angehort (ausgezeichnet). Ersetzt man in einer Grosse f(x?) bzw. einer
Differentialform P(x?, dx‘”) das Linienelement ®* durch X%, so hat
man eine neue invariante Grosse bzw. Differentialform: Df(x?)
= f(X9), DP(d)=P(X?, dX®). TUnd, wenn f(@?) bzw. Pa?, dx®)
einem linearen System angehort, so liasst sich Df bzw. DP(d) durch die
Glieder des linearen Systems linear ausdriicken. Mittels des Uber-
tragungsschemas (19) kann man nun in der XM ein neues Uber-
tragungsschema definieren :

(23 a) D=dvi+oidy’, oid)=D{rid)},
(23 b) bt = (7) " D{ DT’} .

Da I'{d) einem linearen System angehort, so kann man nach der
Methode in [3] den Pfaffschen Ausdruck oi(d) in die Form schreiben

3 M-1 ) 1 M-2 .
wi(d)= .21 FY{D&i— M—x“" uz_z ! Ly(F?)DBiar-15}

(24) _1 i iy %52 v
ﬁQz +F &L 2 2 lM ”(Fq )EB'II,(M—I)de

v=1 u=v+

\ +(M—1)Aid log F',

wo die Funktionen L,(y,) und M*(y,) durch den Algorithmus

1 N R
'Ll"' U—2 , EW[(M )yr—(M—u 2)]2/ Ly r1=0,
u-1 1 _
(25) D OMyy =+ =Gy
v=s M
‘ w! %= (M"‘P"l) yu-s—p+le=0

T Mlsls (w—s—p+1)!

sich bestimmen und

m—1
1) Ein anderes System der Grundiibertragungen kann aus ED{D,«(F 2 F(m),-)}
mittels eines fundamentalen Tensors g;; definiert werden.
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(26) Q= 50! L) Pucrv;
ist. bx‘?* wird in die Gestalt geschrieben :
(1) daf- = ()M S ()% — B QU — D)}
(@=33u! L(F)B.) oder
@7) ba:“""=F“'{dx“”"+gAgM"’j+d1”W“(d)}

(vgl. [3], (34)). Somit werden die kovarianten Ableitungen eines belie-
bigen Vektors definiert und man kann in iiblicher Weise verschiedene
Invarianten der ¥V (Krimmungs- und Torsionsgrossen, usw.) be-
rechnen.

m-1
Wenn wir die Differentialgleichungen ;=0 zugrundelegen konnen
(M=m+1), so hingt das Ubertragungsschema (23 a, b) im allgemeinen
(m =6) von F und deren Ableitungen bis zur m-ten Ordnung ab.
5. In der zitierten Arbeit hat A. Kawaguchi mittels des invarianten

1
Vektors &; einen vom Element (2m—1)-ter Ordnung abhingigen ko-
varianten Tensor zweiter Stufe hergeleitet. Wenn ein kovarianter
Vektor V; in der X¥™ unter G.., invariant ist und iiberdies Va®i=F
geniigt, so wird in gleicher Weise ein anderer Tensor mit nicht-ver-
schwindender Determinante

(28) 0= ™ Fomnms + "> 1 pomerpy  Foit ViV

definiert. Als der Vektor V; kann man wihlen:

1 1
(i) denjenigen Vektor —ZF, der sich aus —Z; durch Ersetzung
von d/dt ergibt

1’."— -1 m bv-—lF m _1\i(2 bl-—v .
(29) L=F"2 = AE_IV( 1) (”)——Hdt‘“" Fax;
M-1)(M—-2)

(ii) den Vektor TA{M=m+1), wobei MI_‘_,-2= DOSrr-aar-13i

(n—1)(M+1) m—2
ist:

(30) T;=F™-2 M F™)Seat-13i 3

M-2 258sM-2

1
usw. Die Vektoren f!f,MZ:,-z sind durch die Ableitungen von F' bis zur
m— bzw. (m—2)-ten Ordnung gebildet. Eine Ubertragung

(32) 'Evi=dv'+Myd)», M;'(d)=0<2< M; . da ™"

heisst in bezug auf den fundamentalen Tensor g;; metrisch, wenn sein
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kovariante Differential identisch verschwindet (,, connexion euclidienne ) :
(33) 'Dyg;;=dgi— M¥d)gr;— M¥(d)gi=0

Wir kénnen solche nur unter Zugrundlegung eines Systems der Grund-
ibertragungen
(3 4) o= F-ﬂ{dx(a)i +0< g . Ng;’dx(r).i + i Wa(d)}
=r>a—.

gewinnen, wie folgt. Wir bemerken zunichst, dass ein invarianter
Pfaffscher Ausdruck 2(d) mit Hilfe von ‘6x?* eindeutig in die Gestalt
2d)=3 2, dac™'=>]07/6x" zerlegt wird. Setzt man also dg;
=31V pgij - 02, Md)=>}i; - 0™, wo

= 2 m _
(35) Pa=Fr{ 2= SN,
so folgt aus (33) Mg+ M} g0 ="V ug:
oder [, 53 43l 3 ="Pngii, [, =M.

Unter der Zusatzbedingung, dass der Affinor M}3,— M3, verschwindend
ist, erhilt man sofort die erweiterten Christoffelschen Symbole

(36) [, k]:‘=%<’rz,-g,-k+':7,,g.-k—'ﬁ,,,g,-,-)
und daher
37) M;’(d)=g“§_;pk, 07 - "oa™*

Die Ubertragung heisst dann metrisch und symmetrisch.”

1) S. Hokari, Eine symmetrische, metrische {Jbertragung im Kawaguchischen
Raume der Ordnung zwei, Japanese Journ. Math., 15 (1938), 129-137.



