) [Vol. 16,

22. Grundlage der Geometrie in der Mannigfaltigkeit
der Kurvenelemente.

Von Hitoshi HoMBU.
Mathematisches Institut, Kaiserliche Kyusyu Universitit.
(Comm. by M. FUuJIWARA, M.I.A,, March 12, 1940.)

1. Lings einer parametrisierten Kurve a*=2x(t) (¢:=1, 2, ..., n) wird
das System {« a2 =dax?/dt, ..., x**=d"x*/dt’} Linienelement ‘v-ter Ord-
nung der Kurve genannt und das System {z%(a=1,2,...,n—1),2=x",
e =dx?(dz, ..., s*P=d"s"/dz*} Kurvenelement »-ter Ordnung; dieses
Element bestimmt ein von jeder Parametrisierung freies infinitesimales
Kurvenstiick. Wir konnen aber im allgemeinen von dem Linien- und
Kurvenelement reden. Diese Elemente werden durch die Bestimmungs-
zahlen (2f, 2%, ..., 2%%) bzw. (2% 2, 2%, ..., 2*%) definiert, und die Be-
stimmungszahlen in verschiedenen Koordinatensystemen beziehen sich
je mit den bekannten Erweiterungstransformationen. Die (v+1)n- bzw.
{(»+1)n—>»}-dimensionale Mannigfaltigkeit der Linien- bzw. Kurvenele-
ment »-ter Ordnung bezeichnet man mit X% bzw. %¢’. Da die Be-
stimmungszahlen des Kurvenelements nicht homogen sind, wollen wir
in der X%’ auch die iiberzihligen Koordinaten des Linienelements be-
nutzen. Ein Linienelement »-ter Ordnung bestimmt ein Kurvenelement
derselben Ordnung und dagegen einem Kurvenelement gehért eine »-
parametrige Schar der Linienelemente »-ter Ordnung.

Bei einer Parametertransformation der Kurve driickt sich z™* durch
@ =d%*/dl® in der Form aus: x""=l<28}Sa§x“’", wo o ein Polynom der
Ableitungen t9=d%/dt? ist und durch den folgenden Algorithmus be-
stimmt wird :

ag=t" fir r=s, =i™ fir s=1,
=i+ (@ )P fir r>s>1.
Betreffs der Gestalt von «f ist nach A. Kawaguchi die Formel
) [ P=Qatf (A1 =Zqg=7)

bekannt. Da in einem Punkt der Kurve die Ableitungen ® 3=0,1?,
..., 1® ganz beliebige Werte annehmen kénnen, so sind zwei Linienele-
ment p-ter Ordnung () und (™) dann und nur dann demselben
Kurvenelement zugehorig, wenn ein System der Konstanten a'3¢0, a?,
..., a* vorhanden ist, so dass

(2) = 3 af(a)- 'z  (r=1L2,...,»)
1<s<r

giiltig sind ; «%(a) lasst sich wegen (1) durch

3 a@)=a', oGMNa)= > @Qa=Ha)a*"

0Sus<r-q+1
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bestimmen. Wahlt man insbesondere fiir ein gegebenes Linienelement
(™) derart die Konstanten (a”), dass ‘2™ =1 und "z™*=0 fiir » > 2,
so sind die Bestimmungszahlen (‘x®*) nichts anderes als die des zuge-
horigen Kurvenelements. Die Transformationen (2) mit den Parametern
a'X0,a?...,a" bilden eine v-parametrige Gruppe G, Fiir unsere
Untersuchung der X’ muss die Mannigfaltigkeit X%’ mit der Gruppe
G, hinzugefiigt werden.

2. Jede Funktion des Kurvenelements wird als eine Funktion des
Linienelements dargestellt. Aber, wann ist eine Funktion f, die augen-
scheinlich vom Linienelement abhingt, tatsdchlich nur vom Kurvenele-
ment abhingig? Dafiir ist es n. u. h.,, dass die Funktion f unter allen
infinitesimalen Transformationen 4, 4, ..., 4, der Gruppe G, invariant
ist:

(4) Asf=0 (S=1, 2;"‘; ”)-

Nach (1), (2) berechnet man die infinitesimalen Transformationen so:

d,f= —[ ca —fla, "2, ..., ’w‘”’)],,l_,, atmbmenmt
(5) =2 S (fay=0f[oz).

Die Klammerausdriicke lauten

(6) (4.4 f =da. f— d,d, f = (=1 ('s :;t 1)‘ dyieaf .

Daraus sehen wir, dass 4,f, 45f, ... sich durch 4, 4; allein ausdriicken
lassen, und dass in (4) 4,f=0 fiir s =4 nicht notwendig ist.

Nichst erweitern wir die 4,-Operatoren auf Differentialformen.
Wendet man auf zwei benachbarte Linienelemente (x%) und (™
+dx) in der X willkiirliche Tranformationen (2) (@) und (a™+da")
an, so folgt aus (2) die Transformationsgleichung des Linienelements
(%) und des Differentials (dx™)

(7) x(r)i__.Kzs az(a,)’m“"' , dm(r)z_ E '(a)’dav"’"+ E * (a, b)/x(s)i
(r=1,2. ...,»), wo b'=da!, *=da?, ... und 'da”=d'z®* gesetzt sind ; das
Polynom *a%(a, b) von at, d? ..., b b% ... wird natiirlich durch

®) " b)=_3  @diap”

gegeben. Die Transformation (7) mit den Parametern a'%0,d? ...,
a’, b4, b ..., b" ist eine 2v-parametrige Gruppe 9, bildend. Die 2»
infinitesimalen Transformationen dieser Gruppe berechnen sich fiir eine
Differentialform P(d)=(zx, dx) so:

(1').1

08)  aPa)=—[ -2 Pl dn) |= 50 L0 gwrry
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+2( ) aP(d) d (r-—u+l).1

( )7

E(u) aP(d) (r—u+1j .

Ob  AP@)= Eepe

x,

Die Klammerausdriicke sind

[aalP@=E=06H=Dl, P,

(10)

[4d)Pa)="L=0EH=DLE, ).

4,P(d) wieder fiir s=4 und ZtP(d) fiir £ =2 lassen sich daher durch

dy, s, Zl ausdriicken. Man leicht ersehen, dass eine Differentialform
P(d) des Linienelements damn und nur dann in eine des Kurvenele-
ments sich umwandelt, wenn

(11) 4P@d)=4P(d)=4P(d)=0, 4Pd)=0

identisch giiltig sind (4,P(d)=0, 4(d)=0 fir alle s, f).

Bemerkung. In der Geometrie der X’ hat A. Kawaguchi die In-
varianz unter Parametertransformationen mit dem Adjektiv ,, intrinsek
bezeichnet.” Erstens sind die intrinseken Grossen nach Obigem nichts
anderes als die Grossen in der X0, und zweitens kann man folgender-
massen beweisen, dass Gleiches fiir Differentialformen gilt. Bei einer
Parametertransformation verhalten sich z*” und die Differentiale dx>,
dt wie
l ™= > qx®*, dt=1/¥-dt,

1Sssr

11 _
l dx(r)z_ 12 rdx(s)z_l_ 2 a*rm(shdt
wo *r =1 /t' (1') a:_—ilt(qﬂ) .

1<Q<1'-s

Sieht man in (11) I®,1®, ..., {**Y als Parameter an, so ist die Trans-

formation (x, da”, dt)— (2™, dx™, di) eine Gruppe bildend. Ist P(d)
eine Differentialform des Linienelements und des Parameters ¢, so
berechnen sich die infinitesimalen Transformationen ~,P(d) dieser
Gruppe so:

7.P(d)=4,P(d)+ (1 —38L)4,_,P(d) - dt .

Daher sind die beiden Bedingungen: 7,P(d)=0 fiir alle « und 4,P(d)

=5,,P(d)=0 fiir alle u gleichwertig, wenn die Form (d) nicht von ¢
abhiangt.

1) A. Kawaguchi, Theory of connections in a Kawaguchi space of higer order,
Proc. 13 (1937), 237-240.
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3. Ist 2 ein vom Linienelement abhingiger Vektor, so ist 4,v; auch
ein Vektor, wie wir in anderer Ort bemerkt haben. Fiir einen kontra-
und kovarianten Extensor® »4* und w,; kann man leicht iiberzeugen,
dass

Auvgizduv‘ﬁ - (#)’UA_WH' ¢ ’ Auw:isduwAi_l' (A+1?_l)wA+u—l,i

wieder einen kontra- und konvarianten Extensor sind. Mittels dieser
Bezeichnung wird die Differentialform 4,P(d) einfach so geschrieben :

4, P(d)= % 4,T5de™  fir P(d) =§ T, da ™ .

4. In der Untersuchung der X% und der %X wendet man sich
notwendig zur Betrachtung solches Systems der Groéssen f7 bzw. der
Pfaffschen Ausdriicke PI(d) (f=1,2, ..., N) in X, welches unter G,
bzw. zusammen mit anderem Grossensystem f7'(I’—1,2,..., N') unter
%, homogen linear (oder linear) sich transformiert :

(12) T=qL.7f7 bzw.
(13) Pi(d)=8&%F-'P/( )+ &% -'f", fU=AL-f7

(J, J” : summiert) ; die Koeffizienten der Transformationen sind in bezug
auf al,a? ..., b, 0% ... analytisch. Wir wollen kurz die Systeme linear
nennen. Differenziert man (12), (13) nach a’ b° und ersetzt dann a'=1,

a?=qad=---=0, b'=b=---=0, so ergeben sich wegen (5) bzw. (93, b)
(14) 4, ff=clf? bzw.

(15) 4,P(d)=kIP’(d), Zst(d)=isc§/ S, afT=chf.

Fiir die Konstanten ¢, k3, k%, ¢}, sind nach (6), (10) die Beziehungen

—1). —1)!
chok—chof="E=D - EHE=! o bzw.
t's s t sl s+t-1
—4 . —1)!
(16) } ek~ hifege= =0 (R DL
t s st sl s+t—1
r I’ ’ I’ - ° - ! ’
\C.I]/C'II(/—O,I]/ I — (S t) $S+t 1) c}{,
t s s t sl s+t—1
, 2 - !
an ek~ k= C=DSHIZDL g
t s 8 t S.t! 8+t—1

gilltig. Umgekehrt, wenn ein System fZ bzw. P!(d), I’ die Beziehungen

1) H. Hombu, Die projektive Theorie eines Systems der ,, paths “ héherer Ordnung,
II, Journ. Fac. Sc., Hokkaido Imp. Univ., (I) 7 (1938), 35-94.

2) H. V. Craig, On tensors relative to the extended point transformation, Amer,
Journ, of Math., 59 (1937), 764-774,
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(14), (16) bzw. (15), (17) erfiillt, so ist es offenbar linear. Zwei Systeme,
welche gleiche ¢} bzw. k%, k%, c% besitzen, transformieren sich unter

G, bzw. 9, in gleicher Weise. Ist f7 ein lineares System, so bilden
die totalen Ableitungen nach t f”=d"f!/dt", die partiellen Ableitungen
ftoi oder die totalen Differentiale df’ zusammen mit dem urspriing-
lichen f7 ein lineares System. Insbesondere, fiir eine unter G, in-
variante Grosse F' erfiillen die totalen Ableitungen die Beziehung
4,FP=*F®*D  Im folgenden ist wichtig solch ein Grossen-system
L F? ..., B, ..., welches

(18) 4,F" = (1) Fr+
erfiillt. Dann erhilt man sofort fiir die totalen Differentiale dF™
(19) 4 dF*)=(D)dF***, 4(dF*)=)F"**, gF*=()F"*,

Sei das System F™ gegeben, so kann man aus jedem linearem
System soviele invariante Grossen bzw. Pfaffsche Ausdriicke wie die
urspriinglichen Grossen bzw. Ausdriicke herleiten. Setzt man nimlich

O=g/F)’ baw. D=0, FIP @)+ 3 gl P dF*

(J, J”: summiert), so ergeben sich wegen (18),(19) und der Bedingung
4,0 bzw. 4,2(d)=0

(20) Af,gJ(y)+g’.rgz(y) =0 bzw.
49,4+ k59:=0, gy +ET9,=0,
(21) 8 u 8
Aggl’u + ?II',gJ/u"l’ (u+:_l)gI/.u+s—l =0 ’

wo 4,f (y)=§>}(§)a/y' -y ~**! gegetzt ist. Die Differentialgleichungen (20)
bzw. (21) sind wegen (16) bzw. (17) vollstindig integrabel. Bezeichnet
man mit (g%(y)) bzw. (qf'(y), gffu(y)) diejenige Losung, welche der An-
fangsbedingung

(22)  gi(y) bzw. qy)=6F fir y'=1,P=y=---=0

angehort, so sind die N Grossen bzw. Pfaffschen Ausdriicke

(23) Ot =gi(FI)f7,
(29) 2Hd)=gAF )P (d)+ X0, F)f"dF"

invariant. Wenn ¢} bzw. k} fiir J> I verschwindet, so kann man die

Funktionen g;(y) bzw. q;(y) aus (20) bzw. (21) durch Quadraturen allein
erhalten und ofters (20) bzw. (21) durch einen algebraischen Algorithmus
ersetzen.

Definiert man andererseits die Grossen X (s=1,2, ..., ») durch
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(25) w(m':l <2< S(F) X

so kann man unter Beriicksichtigung von (22) beweisen, dass sie in-
variant sind, und dass die invarianten Grossen f{(X?) bzw. Pfaffschen
Ausdriicke P/(X?2, dX®) nichts anderes als @7 bzw. 2(d) sind :

(26) T=ALF)0’ bzw.
@27  PHA)=R{F)L/(d)+RH(F)e”, [fU'=AUF)O”;

2(d) schreiben wir wie DPI(d).

Fundamentalsatz: Sei ein lineares System der N Grissen oder N
Pfaffschen Ausdriicke (und Grossen) durch (14), (15), gegeben, so lassen
sich diejenigen N invarianten Grissen oder Pfaffschen Ausdriicke,
welche durch Ersetzung von X sich ergeben, durch die urspriinglichen
linear ausdriicken.

Bemerkung. Sind F, F? ... Skalare, so sind X Bestimmungs-
zahlen eines Linienelements.

5. Die Ubertragungsvorschrift in der ¥’ wird durch die Angabe
des kovarianten Differentials definiert:

(28) Dvi=dv*+oi(d)y, oid)= 0<2< ) A 7

Aus 4,04d)=Jd,0d)=0 folgt
(29) Aur;:, rk + (r+11:—l)[';§' rtu-1k=— 0 ’ z (171')[':. rkx(r—u+l)k = 0 .

Wenn o¥(d) diese Beziehung nicht erfiillt aber zusammen mit anderen
Pfaffschen Ausdriicke und Groéssen ein lineares System bildet, so wird
Dwi(d) aufs neue der Ubertragungsparameter in der %4
Um die Geometrie der mit der Ubertragung ausgestatteten ¥ in
eine Tensorrechnung vervollstindigen, ist es bequem, die Differentiale
dx@, wenn moglich, durch Systeme der Pfaffschen Ausdriicke, von
denen jede die Vektor-Eigenschaft besitzen, zu ersetzen (Grundiiber-
tragungen®) :
(80) o Pi=dg @4+ 3 ngjdx"’j (@=1,2,...,v).

0sSrsa—
Dafiir, dass die kovarianten Ableitungen r,;+%, die durch

(31) Dvi= 33 p vt - ox

0=rsy
definiert werden, die Bedingungen
82 4{r,v'}=FE—r)d.0", 4,{F20}=0 fiur 4p'=kv*, 4.0°=0

erfiillen, ist es n.u. h., dass das System 8x* sich unter 9, wie

1) A. Kawaguchi und H. Hombu, Die Geometrie des Systems der partiellen Dif-
ferentialgleichungen, Journ. Fac. Sec., Hokk. Imp. Univ., (I) 6 (1937), 21-62.
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SL D = g0 . /G 4 DU Jrw) + )
verhilt ; daraus folgt
(83) 4PEV=qor %, 4,08V=0, 4,06%=0 (mod &¥).
Allgemein konnen wir die Grundiibertragungen in der Gestalt
(B0  #Vi=ddi+ 3 QU+ePWAD)  (@=1,2--.,»)

0<r<q-—
annehmen, wo W%d) Pfaffscher Ausdruck in der X’ ist. dx?® soll
die Vektor-Eigenschaft mod x* besitzen und die Bedingung (33) er-
fullen. Es geniigt uns zu bemerken, dass fiir einen invarianten Aus-

druck P(d)= 3] T,,de™ 4,P(d)=T,x%=0. Die kovarianten Ableitungen
STr<p

V0%, Vp_y V%, ... bestimmen sich sukzessiv aus (81) und erfiillen die Be-
ziehung (32). A. Kawaguchi hat in der zitierten Arbeit die Grundiiber-
tragungen spezieller Art benutzt, von denen da r > ¢ nicht in W%d)
eintritt. Wenn die gegebenen Grundiibertagungen nicht (83) erfiillen,
aber ein lineares System mod x®* bilden, so sind D{6x*}(¢=1,2,..-, »)
von der Gestalt (84) und geniigen der Bedingung (33).



