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30. [ber Erweiterungen yon allgemein
teilweisegeordneten Moduln, I1.

Von Hidegor5 NAKANO.
Mathematical Institute, Tokyo Imperial University, Tokyo.

(Comm. by T. TAKAGI, M.LA., March 12, 1943.)

3. Totalunbeschrinkte Moduln.

Wenn ein allgemein teilweisegeordneter Modul 2 mit der Funk-
tionalerweiterung iibereinstimmt, d. h. 2=2, so heisst A funktional-
maximal. Da 2 reflexiv ist, ist I auch reflexiv, wenn I funktional-
maximal ist. Umgekehrt, wenn 2 reflexiv und jedes positive lineare
Funktional auf 2 stets universal stetig ist, so ist 2 offenbar funktional-
maximal. Im folgenden wollen wit eine hinreichende Bedingung geben,
damit ein reflexiver Modul funktionalmaximal sei.

Ein teilweisegeordneter ModulI) heisst totalunbeschrinkt, wenn
es fiir jede konvergente Reihe al+a+-.- mit aca,=O (/= ) stets
eine Zahlenfolge a <: as "", lim a,= oo gibt, fiir welche die Reihe

aa+a2az-[-.-, auch konvergiert. Dann gilt offenbar der
Satz 6. Wenn ein teilweisegeordneter Modul R vollkommed ist,

so ist 2R totalunbeschrnkt.
Satz 7. Wenn ein teilweisegeordneter Modul ?iR regular vollstiindi

ist, so ist totalunbeschrSnkt.
Bewe/s. Wenn eine Reihe a/a/..., aa,=O (/p) konver-

giert, so gilt fiir b,=a,/a,+/...

/bl /b. --- lim/b, 0 (/ 1, 2,--.).

Wenn reglir vollsndig ist, so gibt es ein Element und eine
Zahlenfolge 1--z---, fiir welche l/(a,/a,a+lq-...) ist Setzt
man x, Max/, so gilt 1 x ---, lim x, co und ::> x,a,. Wegen

ac x,a, =0 (/ = ) ist dann die Reihe xa/xa./.-- konvergent.
Daher ist ’,2l totalunbeschrinkt.

Satz 8. Wenn ein teilweisegeordneter Modul 2R totalunbeschriinkt
ist, so isI jedes positive lineare Funktional P auf 2R stetig.

Beu)eis. Es sei eine Folge a as ---, lira a, =0. Setzt man fiir

eine positive Zahl e(<l)

p,-(a,-al)+,

1) H. Nakano: Stetige lineare Funktionale auf dem teilweisegeordneten Modul,
Jour. Fac. Sci. Imp. Univ. Tokyo, 4 (1942), 201-382, Definition 1.1.

2’) H. Nakano: Teilweise geordnete Algebra, Japanese Jour, Math. 17 (1941),
425-fJ11, Definition 7.3.

3) H. Nakano: (Jber ein lineares Funktional auf dem teilweise geordneten Modul,
Pro 18 (1942), 548-552, Definition 2.
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,o gilt [Pl] [P] "" und

([a,]- [p]) (a eaO (a eal)- O

Daher erhilt man fiir jedes positive lineare Funktional P auf

(.) P(a)=P(([al]-[p])a) +P([p]a)

_
eP(al)+P([p]a)

Da die Reihe ([p]- [p,+])al natiirlich konvergent und ([p]-[p+])a

([p]-[pu+l])a=0 fiir/ = ist, gibt es eine Zahlenfolge x x .--,
lira , fiir welche die Reihe b=. ([p]-[p+])al konvergiert.

Fiir diese Summe b gilt dann b u[p]aa und folglich nach (*)

P(a) P(a,)+ P(b).

Fiir - o erhilt man hieraus lim P(a) eP(a). Da e beliebig klein

sein mag, muss lira P(a)=O sein. Daher ist P stetig.

Sa$z 9. Wenn ein teilweisegeordneter Modul totalunbeschrnk
ist, so besitzt keinen behrnkten Punkt ausser transzendenten
Punkten im Eigenraum yon .

Beweis. Wenn bei einem Punkt Po in

das relative Spektrum ( x_, Po) endlich fiir alle x e ist, so erhi|t man
\ a /

durch P()=(., Po) ein positives lineares Funktional P auf . Wenn

totalunbeschrinkt ist, so ist dieses P nach Satz 8 stetig. Daher
muss Po ein transzendenter Punkt") in

Aus Satz 8 folgt sofort der
Saz 10. Wenn ein reflexiver Modul 2}1 totalunbeschr(inkt und

superuniversal ist, so ist funktionalmaximal.
Man kann ganz ihnlich wie Satz 8 auch beweisen den
Satz 11. Wenn ein normierter teilweisegeordneter Modul) total-

unbeschr(inkt ist, so ist !I stetig.
Satz 12). Wenn ein normierter teilweisegeordneter Modul

stetig und monoton vollstdndig) ist, so ist ?i funktionalmaximal.

1) Vgl. H. Nakano" Ober ein lineares Funkt Satz 3, 7.
2) H. Nakano" 0her ein lineares Funkt Bemerkung Z
3) H. Nakano" Stetige lineare Funkt Detinition 14.1.
4) Dieser Satz ist sclg4rfer als Satz 15.3 in der friiheren Abhandlung" H. Nakano:

Stetige lineare Funkt...
5) Hier braucht man die monotone Vollstndigkeit nur iiber abziihlbare Menge

vorauszusetzen, denn man kann leicht beweisen" wenn ein normiartcr bilusvgeord-
neter Modul stetig und jed Folge positiverEa<=a <=... mit dca bssehrdnkte
1Vow, d.h. limllall < stets beschrdnkt ist, so ist superuniversal und monakm

vollstdndig, d. h. jede zanehmende Menge positiver Elenwnte {aa} mit Obere Grenzellaa
< ist awh beschrdnkt. Vgl. H. Nakano: 0bet die Stetigkeit des normierten teil-
weisegeordneten Moduls, Proc. 19 (1943), 10-11, Beweis des Sat_e
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Beweis. Da !gl stetig ist, ist superuniversal und universal
stetigD. Da ausserdem monoton vollstindig ist, ist .0 vollst/indig
iiber Norm2). Daher ist reflexiv3) und regul/ir vollstindig4). Nach
Satz 7, 8 ist 9 sodann funktionalmaximal.

4. Stetige Erweiterung linearer Funktionalen.

3 sei ein teilweisegeordneter Modul und !}l sei ein Untermodul
von , der mit a, b e Y auch a . b und a b enthilt. P sei ein posi-
tives lineares Funktional auf von der Beschaffenheit, dass fiir jede
Folge al :> a. --., a e , lim a=0 in l stets lim P(a)=O ist.

Setzt man bei einem Element x e !Y2

(.) P*(x)=Untere Grenze (lim P(a)}

fiir alle Folgen ala...., aeY mit limxa-x (wenn keine-

solche Folge existiert, so soll P*(x)= co sein) und

(**) P,(x)=Obere Grenze {lim P(b)}

fiir alle Folgen blb2 be mit limxb=x (wenn keine

solche Folge existiert, so soll P,(x)=- c sein), so gilt offenbar

(1) P*(O)=P,(O)=O

(2) P*(-x) P.(x,) P,(-x) P*(x)

(3) P*(ax)-=aP*(x) P,(ax)=aP,(x)

fiir jede Zahl a 0.

(4) P*(x)-t-P*(y) P*(x-t-y) " P*(x)-t-P,(y),

P,(x) +P,(y) P.(x-t-y) P*(x) +P.(y)

wenn die Summen sinnvoll sind. Denn fiir a:> P*(x)+P*(y) gibt es
zwei Folgen al a ---, a e, lim x a x und b b .--, b e Yl,

lira y r b y, fiir welche

lira P(a,,+ b,,) lim P(a,)+lim P(b) .<2 a

1) H. Nakano" Ober die Stetigkeit...
2) H. Nakano" Riesz-Fischerscher Satz im normierten teilweise geordneten Modul,

Proc. 18 (1942), 350-353, Satz 2. Man kann aber diesen Satz 2 wie folgt unmittelbar
leicht beweiser Aus jeder Cauchyschen Folge a, a kann man eine Teilfolge a,

1
a mit Ila-a_ - auswillen. Da !l nach Voraussetzung monoton vollstndig

ist, ist sodann die Reihe ]a I+la--az I+"" konvergent und folglich konvergiert die

Reihe a+(a-at)+ a. Fiir die Summe a gilt dann offenbar limlla,--all=0.

3) H. Nakano: Stetige lineare Funkt Satz 15.3.
4) H. Nakano" Uber ein lineares Funkt Satz 2.
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besteht. Da auch a+b : a+b2 __< ..-, a+b e und

lim ((x+y) (a+b)} lim ((x r a)+ (y b)} =x+y

sein sollen, muss sodann P*(x+y)
P*(x)+P*(y). Hieras folgt nach (2)

P*(x+y-y) <: P*(x+y)-P,(y) d. h. P*(x+y) >: P(c)+P,(y)
Das untere folgt aus dem oberen nach (2).

(5) P*(x)+P(y) P*(x y)+P*(x y)

P.(x)+P.(y) P,(x .) y) +P,(x y)

wenn die Summen sinnvoll sind. Denn fiir a> P*(x)+P*(y) gibt es
zwei Folgen al a2 .--, a e !, lira x a x und b < b. ---, b e Yt,

y-oo

lim y ( b y, fiir welche

,> lira P(a.)+ lira P(b) lira P(a+b)=lim P(ab)+limP(ab)

besteht. Da auch a,b a2b2 ..., ab ab. ..., ab ,
a b

lira {(x y) (a b)} lim {x a) (y b)} =x y),

lim ((x y) (a b))=x y

sein soll, gilt dann a P*(x y)+P*(x y). Daher ht die
erstere Bedinng. Die letzte folgt aus der emren nach (2).

Aus (4), (1) folgt sofort

(6) P*(x)

(7) P*(x) P*(y) P.(x) P,(y) ffir x y.

Ffir eine Folge x
P*(x). Wenn lim P*(x.)

eine Doppelfolge a/,i a,2 "", an, e mit lim x,, a.=x, ffir

welche lira P(a ) P*(x,)+ 1

so gilt a -.- und

lim x

Ffir -, erhlt man hieraus lira x a x, d. h. lira x a=x. Daher

muss P(x)

1) H. Nakano" Teilweise geordnete Algebra, 1, 2.
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lira P(aL, a.) lira {P(a.)+P(c.)-P(ax. a.,)}

1 1P*(xa)+-= e+P*(x)+ e-P*(x, x2)

1 1=P*(x.,.)+
2

und /hnlich naeh Induktion

lim P(a a) < P*(x,,) +--1 +1_

sht, erhfilt man

1 +.___P(a.) Jim P(a. u v a..) P*(.)+-+-.. .
Daher folgt hieauB fr

Jim P(a) Jim P*()+.

Da ebig k]ei in mag, erhlt ma P*() Jim P*() d fo]g-

lieh P*(x) =lira P*(x). Haeh Obigem steht

(8) ]imP*(x)=P*(x) fBr xx---, limx=x.

Wenn man (2) in Betraeht eht, fo] hieas

(9) lira P.(x)=P,(x) fr x ---, ]imx=x.

Da naeh (*) und (**) fBr a 9l offenbar P*() ) P.(a) in 11,
erhfilt man nah (6)

(10) P*(a) P.(a) a) far e .
Wenn man mit p die Menge a alien ]emenn x, fr

we]ehe P*(x)=P.(x) ist, kann man naeh Obigem ]eieht einhen,
d (p ei mfaBBender abgh]oBnerv Unterm] yon iBt.
Daher Bht der

1. se ei teCZweegeer Mo. eC ei

. lira a)=0 r a ---, a , lim a 0 C 9, o P

1) H. Nakano: Stetige lineare Funkt Definition 1A.
2) Dieser Satz entspricht dem Erweiterungssatz in der Mastheorie: A. Kolmo-

goroff Grundbegriffe der Wahrsclieinlichkeitsrechnung, Erg. Math. 2 (1933), Berlin,
S. 15, E. Hopf: Ergodentheorie, Erg. Math. 5 (1937), Berlin, S. 2.
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Sa$z 14D. 9 sei ein bikompaker Hausdorffscher Raum. Jedes
positive lineare Funktional P aller stetigen Funktionen auf ldsst sich
in eindeutiger Weise totaladdtiv auf alle beschr5nkten Baireschen Funk-
tionen erweitern.

Bewe/s. Nach Satz 13 braucht man nur zu beweisen, dass fiir
jede Folge stetiger Funktionen () .() ---, lira ()--0 in

stets limP()=0 ist, was aber offenbar besteht, denn die Folge

() ,.()--- oll dann gleichmissig in !R konvergieren.

1) Aus diesem Satz kann man auch den allgemeineren Rieszschen Satz herleiten,
der man in einer anderen Abhandlung bewiesen hat: H. Nakano: Topologische Masse,
I. Diese Abhandlung erscheint nichstens in Pro Phys.-Math. Soc. Japan.


