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30. Uber Erweiterungen von allgemein
teilweisegeordneten Moduln, II.

Von Hidegoré6 NAKANO.
Mathematical Institute, Tokyo Imperial University, Tokyo.
(Comm. by T. TAKAGI, M.I.A., March 12, 1943.)

§3. Totalunbeschrinkte Moduln.

Wenn ein allgemein teilweisegeordneter Modul 2 mit der Funk-
tionalerweiterung A iibereinstimmt, d. h. A =9, so heisst A funktional-

maximal. Da A reflexiv ist, ist A auch reflexiv, wenn A funktional-
maximal ist. Umgekehrt, wenn A reflexiv und jedes positive lineare
Funktional auf 2 stets universal stetig ist, so ist 2 offenbar funktional-
maximal. Im folgenden wollen wir eine hinreichende Bedingung geben,
damit ein reflexiver Modul funktionalmaximal sei.

Ein teilweisegeordneter Modul® IR heisst totalunbeschrinkt, wenn
es fiir jede konvergente Reihe a;+az+:-- mit a, N a,=0 (2= ) stets
eine Zahlenfolge o< a, < -+, lyl_gl° a,=o gibt, fur welche die Reihe

w0y +axap+ -+ auch konvergiert. Dann gilt offenbar der

Satz 6. Wenn ein tellweisegeordneter Modul M vollkommen® 1ist,
so ist M totalunbeschrinkt.

Satz 7. Wenn ein teilweisegeordneter Modul I regulir vollstindig®
1st, so ist WM totalunbeschrinkt.

Beweis. Wenn eine Reihe a;+as+---, a.~a,=0 (x==v) konver-
giert, so gilt fur b,=a,+a, 1+

Fblz,ubzz_”' li_g[‘by"_“o (/‘=1,2) "')'

Wenn M reguldr vollstindig ist, so gibt es ein Element ! und eine
Zahlenfolge 1 =y, < 1, < -+, fir welche lg,u(a,,”+a,, +---) ist. Setzt

a+l

man »,=Max g, so gilt 1= < < -+, limx,=co und | = »,a,. Wegen
v”Sv p->o0

w0y N, =0 (n==v) ist dann die Reihe a;+sma:+--- konvergent.
Daher ist I totalunbeschrinkt.

Satz 8. Wenn ein teilweisegeordneter Modul IR totalunbeschrinkt
st, so 1st, jedes positive lineare Funktional P auf M stetig.

Beuseis. Es sei eine Folge a; = a, = -, gllla,=0. Setzt man fir

eine positive Zahl «(<<1)

p,=(0,—ear)s ,

1) H. Nakano: Stetige lineare Funktionale auf dem teilweisegeordneten Modul,
Jour. Fac. Sci. Imp. Univ. Tokyo, 4 (1942), 201-382, Definition 1.1.

2) H. Nakano: Teilweise geordnete Algebra, Japanese Jour, Math. 17 (1941),
425-F511, Definition 7.3.

3) H. Nakano: Uber ein lineares Funktional auf dem teilweise geordneten Modul,
Pror:. 18 (1942), 548-552, Definition 2.
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so gilt [p]=[pe] = -+ und

([ad—[p.]) (@, —et) = —(a, —car)- < 0.
Daher erhilt man fir jedes positive lineare Funktional P auf I

(*)  Pa)=P((a]l-I[p)a)+P(p]e.) < cPla)+P(p,Ja) .

Da die Reihe g([p,] —[py+1])a; natiirlich konvergent und ([».]—[», +])a
([P —[Dus1))ar=0 fiir p == ist, gibt es eine Zahlenfolge » <1 < ---,
Br)g u,=oo, fiir welche die Reihe b=g w(p]—[p, 1] a: konvergiert.
Fiir diese Summe b gilt dann b=, [p,]a; und folglich nach (*)

Pla,) < eP(ao+~,f— P(b).

Fiir » — o erhilt man hieraus HEP(GI») < eP(a;). Da ¢ beliebig klein
sein mag, muss E{g P(a,)=0 sein. Daher ist P stetig.

Satz 9V. Wenn ein teilweisegeordneter Modul I totalunbeschrinlkt
ist, so besitzt M keinen beschrinkten Punkt ausser transzendenten
Punkten im KEigenraum € von IN.

Bewets. Wenn bei einem Punkt p, in € und einem Element a > v

das relative Spektrum ( 2, po) endlich fir alle x ¢ I ist, so erhdlt man

durch P(x)=(%, po) ein positives lineares Funktional P auf M. Wenn

M totalunbeschrankt ist, so ist dieses P nach Satz 8 stetig. Daher
muss )y ein transzendenter Punkt? in €.

Aus Satz 8 folgt sofort der

Satz 10. Wenn ein reflexiver Modul M totalunbeschrinkt und
superuniversal ist, so ist M funktionalmaximal.

Man kann ganz dhnlich wie Satz 8 auch beweisen den

Satz 11. Wenn ein normierter teilweisegeordneter Modul® I total-
unbeschrinlkt ist, so ist M stetig.

Satz 129, Wenn ein normierter telweisegeordneter Modul I
stetig und monoton vollstindig® ist, so ist IM funktionalmaximal.

1) Vgl H. Nakano: Uber ein lineares Funkt..., Satz 3,7.

2) H. Nakano: Uber ein lineares Funkt..., Bemerkung 2.

3) H. Nakano: Stetige lineare Funkt..., Definition 14.1.

4) Dieser Satz ist schiirfer als Satz 15.3 in der fritheren Abhandlung: H. Nakano:
Stetige lineare Funkt...

5) Hier braucht man die monotone Vollstindigkeit nur @ber abzihlbare Menge
vorauszusetzen, denn man kann leicht beweisen: wenn ein normierter teilwei
neter Modul M stetig und jede Folge positiver Elemente a, < a, < --- mit den beschrinkten
Normen, d.h. 31)12 la,ll < oo stets beschrimkt ist, so ist M superuniversal und monoton

vollstandig, d. h. jede zunehmende Menge positiver Elemente {as} mit Obere Grenzela,!

< oo ist auch beschrdinkt. Vgl. H. Nakano: Uber die Stetigkeit des normierten teil-
weisegeordneten Moduls, Proc. 19 (1943), 10-11, Beweis des Satzes.
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Beweis. Da IR stetig ist, ist I superuniversal und universal
stetig. Da It ausserdem monoton vollstandig ist, ist M vollstindig
itber Norm?. Daher ist I reflexiv® und regulir vollstindig”. Nach
Satz 7, 8 ist M sodann funktionalmaximal.

§4. Stetige Erweiterung linearer Funktionalen.

P sei ein teilweisegeordneter Modul und N sei ein Untermodul
von I, der mit a,beN auch a b und a N b enthdlt. P sei ein posi-
tives lineares Funktional auf 9N von der Beschaffenheit, dass fur jede
Folge a1 = a: = -+, a, e N, 11}2 a,=0 in M stets liin P(a,)=0 ist.

Setzt man bei einem Element x e M
() P*(x)=Untere Grenze {lylglo P(a,)}
fir alle Folgen a; <@, < -, a, eI mit lylg rNa,=z (wenn keine:
solche Folge existiert, so soll P*(x)=co sein) und
(**) P,(x)=O0bere Grenze {}1}3 P(b,)}

fir alle Folgen b, =b,—=>~:, b,eN mit limxwb,=2 (wenn keine

solche Folge existiert, so soll P.(x)=— o sein), so gilt offenbar

0 P*(0)=P.(0)=0,
(2 P*(—2)=—Pylx), Py(—2)=—P*@),
3) P*ax)=uP*(2), Py (ux) = aPy(x)
fir jede Zahl « > 0.
@ P*(x)+P*(y) 2 P*(x+y) 2 P*(x)+P.(y),

Py(@)+ Py(y) < Py(x+y) < P*(x) +Pu(y),

wenn die Summen sinnvoll sind. Denn fir « > P*(x)+ P*(y) gibt es
zwei Folgen 0, < a; < -+, ¢, €N, limx~a,=2 und 6, X0 < ---, boe M,

y>oo
limy N b, =y, fir welche

v-poo

]i_zn P(a,+b,)= 1112 P(a,,)+1ig PB,)<a

1) H. Nakano: Uber die Stetigkeit...

2) H. Nakano: Riesz-Fischerscher Satz im normierten teilweise geordneten Modul,
Proc. 18 (1942), 350-353, Satz 2. Man kann aber diesen Satz 2 wie folgt unmittelbar
leicht beweisen. Aus jeder Cauchyschen Folge a,,a, ... kann man eine Teilfolge a,,,
Qyzy ... Mit Gy, —ay, 1< 21; auswihlen. Da M nach Voraussetzung monoton vollstindig
ist, ist sodann die Reihe |a,, |+|a,,—a,, |+ konvergent und folglich konvergiert die
Reihe a,,+(@x,—@y,)+-=a. Fir die Summe ¢ gilt dann offenbar limla,—a[=0.

V>0

3) H. Nakano: Stetige lineare Funkt..., Satz 15.3.

4) H. Nakano: Uber ein lineares Funkt..., Satz 2,
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besteht. Da auch a;4+b; < ap+b.< -+, a,+b, e N und

lim {(z+v) N (a,+5)} 2 lim {(z ~ @)+ {yvnb)}=x+y
sein sollen, muss sodann P*(x+y) <<a sein. Daher besteht P*(x+y) <
P*(@x)+ P*(y). Hieraus folgt nach (2)
P*a+y—y) < P*(x+y)—Py(y), d.h. P*(x+y) = P*(x)+P.(y).
Das untere folgt aus dem oberen nach (2).
(5) P*(x)+P*(y) =2 P*@ v y)+P*xny),
Py(2)+Py(y) < Pu(x v y)+Pilxny),
wenn die Summen sinnvoll sind. Denn fir «> P*(x)+ P*(y) gibt es
zwei Folgen ; < a, < -+, @, €M, limza, =2z und 5, L5 < -, be,
]im Yy N b,=y, fur welche
*>> ligxo P(a,)+1im P(b,)= liglo P(a,+b,)=lim P(a,b,)+lim P(a,Nb,)
besteht. Da auch a;ub < b, < -+, ainby Zap b < -1, a, b e,
a, Nb, eN,
lim{(zwy)~ (@ wb)) 2lim{zna)Vnb)}=s0y?,
lim{(x~"y) (@ Nb)}=xNy
e

sein soll, gilt sodann «> P*(x L y)+P*(x~y). Daher besteht die
erstere Bedingung. Die letztere folgt aus der ersteren nach (2).
Aus (4), (1) folgt sofort

(6) P*(x) = P.(x) fir jedes xze,
)] P*(x) = P*(y), Pilx)=P,(y) fir z=v.

Fiir eine Folge ; Z 4 < -+, limg, =2 gilt offenbar lim P*(z,) <

Y >0 y-»00
P*(x). Wenn lim P*(x,) << o ist, so gibt es zu jeder positiven Zahl e
eine Doppelfolge a,: <0, < -+, a,,e mit limz, Na,,=2z, fir

welche lim P(a,,) < P*(x,)+ 21” e ist. Setzt man a,=a;,w--Ua,,,
y>o0

so gilt ¢; <@ < -+ und

limzna, Zlimy, Na,, = ..

y>o0 V >o0

Fir #—> o erhilt man hieraus hm rxNa, =, d. h llm 2 Nva,=x. Daher
muss P*(x) < hm P(a,) sein. Da wegen hm {(ay,, m az,,) NN} =

1O,

1) H. Nakano: Teilweise geordnete Algebra, §1, §2.
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lim Plas,, » @z,) = lim {Pay,) + Plaz,)~ Plar, N az,)}
< P+ o e+ Pe+ e P
=PH@)+ ] et ;e
und dhnlich nach Induktion

lim Play,, v - Va,) =< P*(x,‘).}._l_ et L e
y-xoo 2 248
besteht, erhilt man
P(a,) S lim P(a,, U -+ U ay,) éP*(x,.)+—;—e+'“+~-2}; c

Daher folgt hieraus fir 4 — oo
lim P(a,) < lim P*(x,) te.
yroo Y o0

Da ¢ beliebig klein sein mag, erhdlt man P*(x)g_lig\o P*(x,) und folg-
lich P*(z)=lim P*(x,). Nach Obigem besteht

(8) lim P*(z,)=P*x) fir o, <6<, lims=x.
»->00 Voo

Wenn man (2) in Betracht zieht, so folgt hieraus

9) ligP*(xu)=P*(x) fir m=2w=>-, limg,=2.

Da nach (*) und (**) fiir a € N offenbar P*(a) < P(a) < P,(a) sein soll,
erhdlt man nach (6)

(10) P*(a)=Py(a)=P(a) fir jedes aeN.

Wenn man mit Np die Menge aus allen Elementen xc M, fir
welche P*(x)=P.(x) ist, so kann man nach Obigem leicht einsehen,
dass Np ein N umfassender abgeschlossener” Untermodul von M ist.
Daher besteht der

Satz 132, M sei ein teillweisegeordneter Modul. RN sei ein der-
artiger Untermodul von WM, dass fir je zwei a,beN auch a wb und
ab zu N gehoren, fiir jedes x e M ein Element a = |x| zu N gehort,
und es keinen N umfassenden abgeschlossenen Untermodul ausser
gibt. Wenn ein positives lineares Funktional P auf N stetig in WM 1ist,
d. k. lim P(a,)=0 fiir e;=a;=> -+, a, €N, 1}_,'2“»*‘-0 in M, so lisst P

ol

sich in eindeutiger Weise stetig auf den ganzen MM erweitern.

1) H. Nakano: Stetige lineare Funkt..., Definition 1.4.

2) Dieser Satz entspricht dem Erweiterungssatz in der Masstheorie: A. Kolmo-
goroff : Grundbegriffe der Wahrsclieinlichkeitsrechnung, Erg. Math. 2 (1933), Berlin,
S. 15, E. Hopf: Ergodentheorie, Erg. Math. 5 (1937), Berlin, S. 2.
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Satz 14, R sei ein bikompakter Hausdorffscher Raum. Jedes
positive lineare Funktional P aller stetigen Funktionen auf R lisst sich
in eindeutiger Weise totaladditiv auf alle beschrinkten Baireschen Funk-
tionen erweiltern.

Beweis. Nach Satz 13 braucht man nur zu beweisen, dass fiir
jede Folge stetiger Funktionen ¢y(r) = @x(x) = -+, lim ¢,(£)=0 in R

stets 1i_)rgP(¢.,)=0 ist, was aber offenbar besteht, denn die Folge
oi(£) = ¢o(x) = -+ soll dann gleichmissig in R konvergieren.

1) Aus diesem Satz kann man auch den allgemeineren Rieszschen Satz herleiten,
der man in einer anderen Abhandlung bewiesen hat: H. Nakano: Topologische Masse,
1. Diese Abhandlung erscheint nichstens in Proc. Phys.-Math. Soc. Japan.



