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28. Zur Theorie der Normenrestsymbole iiber diskret
perfekten Korpern.

Von Tadasi NAKAYAMA
Mathematisches Institut der Kaiserlichen Universitit zu Nagoya.

Mikao MORIYA.
Mathematisches Institut der Kaiserlichen Universitit zu Sapporo.
(Comm. by T. TAKAGI, M.LA., March 12, 1943.)

Wir bezeichnen im folgenden mit % einen diskret perfekten Korper
in bezug auf den Primdivisor p, und der Restklassenkérper k/p besitzt
die beiden folgenden Eigenschaften :

1) kfp ist vollkommen,

2) zu jeder natiirlichen Zahl n existiert genau eine algebraische

Erweiterung vom Grade % iiber k/p.
In der vorliegenden Note entwickeln wir die Theorie der Normenrest-
symbole, welche uns beim Beweis des Existenzsatzes der Klassenkorper
iiber k als ein unentbehrliches Mittel erscheinen.

1. £s sei £ ein algebraisch-abgeschlossener Korper iiber k. Dann
existiert in £ zu einer natiirliche Zahl n genau eine separable zyklische
unverzweigte Erweiterung vom Grade = iiber k°. Das Kompositum
aller obigen zyklischen unverzweigten Erweiterungen bezeichen wir im
folgenden durchweg mit W. Offenbar ist jede endliche separable un-
verzweigte Erweiterung iiber k£ aus £ stets in W enthalten, weil sie
iiber k zyklisch ist. Wie man sich leicht iiberzeugen kann, ist der
Korper W die Vereinigung einer Korperkette

k=Wo< W]C"'CW,‘C"’,

wo W; eine endliche separable zyklische unverzweigte Erweiterung iiber
k bezeichnet. Es gibt daher in der Galoisgruppe von W/k ein erzeugen-
des Element, das wir im weiteren stets durch S bezeichnen wollen?.

Ist nun D eine normale Divisionsalgebra vom Grade = iiber %, so
ist jede Algebra aus der D enthaltenden Brauerschen Algebrenklasse
A stets zyklisch darstellbar®. Wenn also A eine Algebra vom Grade
n iiber k& aus ¥ ist, so gilt:

A=(a/, Wm Sa o ’

wo a ein Element aus k, W, die endliche separable unverzweigte Er-
weiterung vom Grade n iiber k, und S, der durch S von W/k induzierte
Automorphismus von W,[k ist. Da p diskret ist, so ist dem Element
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a der genaue Exponent v nach p zugeordnet. Die Zahlen p;—‘.: mod 1
definieren wir als die Imvariante der Algebrenklasse 9. Bekanntlich
ist die Invariante von % mod. 1 eindeutig bestimmt, aber nicht abhingig
von der Wahl der Algebren aus A*. Es folgen nun aus der Definition
der Invariante der Algebrenklasse :

Satz 1. Sind A, B die Algebrenklassen iiber k wund bezeichnen
Ja, Ju bzw. die Invarianten von A, B, so gilt :

JggEJg'{'an mod 1.

Satz 2. Die additive Gruppe der Invarianten aller Algebrenklassen
ither k st auf additive Gruppe aller rationalen Zahlen mod 1 isomorph
abgebildet.

Satz 8. Damii ¢ine endliche separable Erweiterung K iiber k ein
Zerfillungskoper einer Algebrenklasse vom Index m 1st, ist motwendig
und hinreichend, daf3

m|(K:k)
ist.

2. Wir betrachten nun iiber k eine endliche separable zyklische
Erweiterung Z. FEiir ein von Null verschiedenes Element a aus % bilden
wir die zyklische Algebra A=(a, Z, T'), wo T einen erzeugenden Auto-
morphismus von Z/k bezeichnet. Die A enthaltende Algebrenklasse sei

durch A bezeichnet. Dann setzen wir fiir die Invariante Jy= ” mod. 1
n

von A
T+ =(a,Z)

und definieren (a, Z) als das Normenrestsymbol von a nach Zjk. Be-
kanntlich ist (@, Z) nicht von der Wahl der erzeugenden Automorphismen
T von Zjk abhingig?.

Nun kann man, von den zyklischen Kérpern ausgehend, die Normen-
restsymbole fir die abelschen Erweiterungen wie uiblich definieren. Alle
bekannten Eigenschaften der Normenrestsymbole iiber den Henselschen
p-adischen Zahlkoérpern werden dann auch auf die neu definierten
Normenrestsymbole iibertragen”; z. B. es gelten fiir eine endliche
separable abelsche Erweiterung L iiber % :

1) Es st (a, L)=1 dann und rwwr danwm, wenn a von Null ver-
schieden ist und Norm eines Elementes aus L 1st.

2) Es ist (ab, L)=(a, L)(b, L).

3) Ist L, ein Teilkiorper von Lk, so ist (a, L,) derjenige Auto-
morphismus von Lok, der durch den Automorphismus (a, L) von L[k
nduziert wird.

Ferner beweist man leicht folgenden

Satz 4. Durch das Symbol (a, L) ist die Nornl:lassengruppe nach
der Normgruppe H(L,k) auf die Galoisgruppe won L[k isomorph
abgebildet.
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Mit Hilfe der Normenrestsymboie kann man unsere frither ent-
wickelte Klassenkorpertheorie im Kleinen von neuen aufbauen; aber
auf das Nahere wollen wir hier nicht eingehen sondern, auf eine Arbeit
von C. Chevalley hinweisen®.

Zum SchluB definieren wir die Hilbertschen Normenrestsymbole.
Dazu setzen wir voraus, daB 7 eine zur Charakteristik von &k prime
natiirliche Zahl ist und die primitiven n-ten Einheitswurzeln in k& ent-
halten sind. Sind nun a,b die von Null verschiedenen Elemente aus £,

so ist durch (b. kG a ) ein Automorphismus S, von k(’a)/k definiert.
Durch Anwendung von S; auf ;“a entsteht die Gleichung:

yvad=¢ya,

wo { eine n-te Einheitswurzel bezeichnet. Wir definieren dann das
Hilbertsche Normenrestsymbol (b, @) folgendermaBen :

b, a)=¢.

Aus der Definition folgt ohne weiteres:

Dann und nur dann ist (b,a)=1, wenn b Norm eines Elementes
aus dem Korper k(3a) nach k ist.

Ferner kann man das folgende Reziprozititsgesetz beweisen :

Fiir die von Null verschiedenen Elemente a,b aus k gilt stets :

(a, b) (b, a)=1%.
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