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106. Uber die masstreuen Abbildungen vom Mischungs-
typus im weiteren Sinne.

Von Yukiyosi KAWADA.
Mathematisches Institut, Tokyo Bunrika Daigaku.
(Comm. by T. TAKAGI, M.LA., Nov. 12, 1943.)

1. In der vorliegenden Note sollen einige Eigenschaften der
masstreuen Abbildungen vom Mischungstypus im weiteren Sinne
mengentheoretisch begriindet werden.

Es sei £ ein abstrakter Raum, B ein Borelscher Mengenkorper
der Teilmengen von £ und m ein vollstindig-additives Mass auf B
mit m(£)=1. Im folgenden bezeichnen wir solchen Raum mit (£, B, m)
und nennen ihn ein Massraum. T sei eine masstreue Abbildung von
£, d.h. eine eineindeutige Abbildung von £ auf sich, so dass TE und
TEeB und m(E)=m(TE) fir jedes Ee B gilt.

T heisst ergodisch, falls aus m(E S TE)=0" (K€ B) entweder
m(E)=0 oder m(E)=1 folgt. Diese Eigenschaft ist mit der folgenden
dquivalent :

(1) lim - S} el o) =m(E)

fast uberall auf £ fir jedes E e B, wobei ¢;{w) die charakteristische
Funktion von E bedeutet; oder aber, fir jede A, Be B

@) lim L Sl m(T*A ~ B)=m(A)m(B) .

n-»c0 n

T heisst vom Mischungstypus im weiteren Sinne, falls fur jede
A, BeB

®) lim :l S m(T A ~ B)— m(A)m(B) [2=0

gilt. Diese Eigenschaft ist mit der folgenden 4quivalent: fir jede
A, Be B gibt es eine Teilmenge {n'} von {n} mit der Dichte 1, so dass
4) l}in m(T™ A ~ B)=m(A)m(B)
gilt.?
Nun sei (£, B, m’) ein anderer Massraum und 7" eine masstreue
Abbildung auf ¢

={a=(0,¢); wel o e V}=0x
sei das Produktraum von 2 und £, B sei der kleinste Borelsche

Mengenkérper, der ExE'={@a=(w,®); weE, o’ ¢E'} (EeB,E' e B’)
enthilt, und m=mxm’ sei das Produktmass von m und m’/, d. h. ein

1) O bedeutet die symmetrische Differenz: A B-Av B--A~RB.
2) Vgl. etwa E. Hopf, Ergodentheorie, (1937).
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vollstindig-additives Mass auf B mit 7(ExE")=m(E)-m/(E’). Wir
definieren eine masstreue Produktabbildung T=Tx T’ auf 2 durch

T(w, @)=(Tw, T's') .

Satz 1. Dafiir dass eine masstreue Abbildung T auf (2, B, m)
vom Mischungstypus im weiteren Sinne ist, ist es mnotwendig und
hinreichend, dass fiir beliebige ergodische masstreue Abbidung T' auf
jedem Massraum (2 B',m’) die Produktabbildung T=Tx T’ auf dem
Produktmassraur, (2, B, m) ergodisch ist.’

Satz 2. Dafiir dass eine masstreue Abbildung T auf (2, B, m)
vom Mischungstypus im weiteren Sinne ist, ist es notwendig und hin-
reichend, dass fiir jedes Ee B

. ) _ [m(E), falls 2=0(mod. 27),
O Jmy e cE(Tkw)"{ 0, falls 2%=0(mod. 2x),

fast diberall auf 2 gilt ; oder aber, fiir jede A,Be B

NN " _ [m(A)ym(B), falls 2=0(mod. 27),
©  lm--ZEetm(I"ANE) { 0,  falls 2%=0(mod. 2),
gilt.”

Diese Sitze stehen im engen Zusammenhang mit der Theorie des
Kollektivs von v. Mises und K. Dorge.

2. Wir beweisen nun, (I) dass die Bedingung im Satz 1 notwendig
ist; (II) dass die Relation (5) aus der Bedingung im Satz 1 folgt;
(III) dass die Relation (6) dafiir hinreichend ist, dass T vom Mischungs-
typus im weiteren Sinne ist. _

(I). Es wire T nicht ergodisch, d.h. es gibe eine Menge E ¢ B,
m(E)=c, c=+1, ¢ 0 mit

) m(TES E)=0.

Wir bezeichnen firr o' € 2 (E)y={0; (o, »’) ¢ E}, Nach dem Satz von
Fubini gehort (), zu B fiur alle o’ und es gilt

®) e=m(B)={_m((E))m'de).
Es gilt dann
9) m((E),,,,)=c fast tiberall auf £ in bezug auf m’-Mass.

Denn andernfalls gibe es ein ¢>0, so dass m'(4’)>0 mit 4'=
{o; m((B)y)>c+e} und m'(B)>0 mit B'={o'; m((E)) <c+e}

1) Vgl E. Hopf, loc. cit. Dort wird der symmetrische Produktraum behandelt.
Vgl auch P. Hartman und A. Wintner, Statistical independence and statistical equi-
brium, Amer. Journ. of Math., 62 (1940), 646-654.

2) Satz 2 ist im Wesentlichen von E. Hopf, On causality, statistics and probability,
Journ. of Math. and Phy. 13 (1934), 51-102, bewiesen. Hier beweisen wir ihn als
Korollar des Satzes 1.



522 Y. KAwADA. [Vol. 19,

gilt. Da T ergodisch ist, gibt es eine ganze Zahl n mit m/(7/*4’ ~\ B’')
>0, also folgt aus (8)

WIEQE)Z( |m((B))—m((T~E).)|m(da)> 2em/(T"* A'~BY>0,

was der Annahme (7) widerspricht.

Nach der Definition von B gibt es .fir e B und fiir beliebig
vorgegebenes ¢>0 E;e B, E/ e B’ (i=1,...,7) mit E{NE;=0(i=7),
ViaEi=4, so dass

(10) WMEQE)<e fir E=\i.EXxE:
gilt. Fiir solches E, ist

e>REO E)={ ,m((EO E) )m(de)) 2 Shus | mED —c | -m!(E),
also gilt fir d > 0.

(1) Sepzeram(B) < e d
Es gilt auch nach (7) und (10)

(12) wm(T"E.OF.) < m(T"E.OT"E)+mEOE)=2mE. O E) < 2.

Da T nach unserer Voraussetzung vyom Mischungstypus im weiteren
Sinne ist, gibt es fiir beliebig vorgegebenes ¢ > 0 eine ganze Zahl n,
so dass

13) | mT"E; O E)—mlE) - m(Ey)| <ef2 (G,j=1, 1)
gilt. Daraus folgt
(14) m(T"E; © E;)=m(E)+m(E;)—2m(T"E; ~ Ej)
= m(E)+m(E;) —2mE)m(E;) —¢ .
Wir setzen Ei;=T"E;E}, a;i=m'(E}) (,j=1,...,7), dann ist
Ey~EL=0 fir i+k oder j+1,
(15) ! Ei=\juEYy, T™Ei=\/}wEj,
S maii=1, iaai;=m'(E)), Siaai=m(T"E)=m'(E7).
Aus (14), (15) ergibt sich
(16) W(T"E, © E)=m( V% m((T"E:© E) x B)
=37 j-m(T"E; © E;) - m'(E%) = 33 jeym(Eym/ (E;)
+ 33 sl E)m/ (B%) — 2 3%, j-ym( E)m( E;) - m (Bf) —e
=2(Sim( B! (B — 3% sl BymiE) - m'(E5))—e
Nach der Schwarzschen Ungleichung folgt aus (11)
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A7) S B Eoi; < (S s BoYass) (X, m (B Yoig) )

= 20 am(E)'m (B < Sy oram(E)m/(EY)
+e+d) Zimay - craM(Eym/(E7)
< (e4d) 5 m(EYm/ (B))+(1—c—d)e - d7

Wir setzen nun ¢+2d=1 und Te <c(l—¢). Dann folgt aus (12), (16),
17)

T(TE. © B = 24 Siom(Em/ (B) — (1 e~ ) )

=2(dm(E.)—¢) —e = (1—c)c—e) —8e = e(l —0) —4e = 3e,

was mit (12) in Widerspruch steht. Also muss T ergodisch sein.

3. (II) T sei eine masstreue Abbildung vom Mischungstypus im
weiteren Sinne. (i) 1 sei eine irrationale Zahl. Es sei £ die Gesamt-
heit aller reellen Zahlen mod. 1, B’ die Gesamtheit aller Borelschen
Mengen und m’ das gewdhnliche Lebesguesche Mass. Die masstreue
Abbildung T« =w’+2 (mod. 1) ist bekanntlich ergodisch. Nach Satz
1 ist also die masstreue Abbildung T=TxT’ auf 2=2x& auch
ergodisch.

Es sei f(w)eLX%2). Wir definieren dann F(&)=e™ f(w)e L}(2).
Da F(Ta)=e“*Pf(Tw) ist, ergibt sich aus dem individuellen Ergoden-
satz?

*) lim -—zn I (T a)=¢™ lim ___.Z:be”“‘f(T’“w)=g_gF({b)an(d&)

=S Fwm(d) - gg/e*“‘"m’(dw’) =0

fur fast alle @ auf £. Nach dem Satz von Fubini gibt es also sicher
ein o', so dass fiir fast alle we £ (¥) gilt. Wir haben also (5).
(ii) A sei nun eine rationale Zahl : =5 Da T eine masstreue
r
Abbildung vom Mischungstypus im weiteren Sinne ist, ist 7" auch
ergodisch. Also ergibt sich aus dem Ergodensatz

hm L symemprra)=1 2,‘,(}e’rsg F(T w)ym{de)

(Efl &Y. j Fwym(dw)=0

fast tiberfall auf £, und wir haben auch in diesem Falle die Relation
(5).

(6) folgt aus (5) nach der Integration auf B.

4. (III). Dieser Teil des Beweises ist im Wesentlichen von E.
Hopf gegeben.? Wir geben ihn hier wieder wegen der Vollstindigkeit.

1) Vgl etwa E. Hopf, loc. cit.
2) E. Hopf, loc. cit. 2), S, 519,
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Es sei f(w) endlichwertige messbare Funktion auf £, dann ist die
Folge {a;} mit

ax= [ f(T ) - Flaymida)

positiv-definit. Daher gibt es eine beschriankte monoton-nicht-abneh-
mende Funktion »(t) (~7 <t <), so dass

(18) a=|" odo) k=0, £1,%2,..)
gilt. Setzen wir ﬁ(t)=s’: v(t—s) - dv(s), so ist

(19) |aP=|" edote) k=0, £1, %2, .).
Bekanntlich gilt
(20) lim L SY-1g:0% = (¢ 4 0) — (£ — 0)
n> e N
Also folgt aus (6)

f(o)m(dw) '2 fir t=0,
Q

'v(t+0)—'v(t—0)={ls
0 fiur ¢3=0

Mithin gilt 5(+0)—%(—0)=| f(@Im(de), und folglich aus (19) und

(20) fiir £=0
(21) tim L 3] au =) midan),
ny o N Ja

Aus (6) und (21) ergibt sich
lim L 5324 | AT @mido)—| | flammidart] =0,

woraus folgt, wie liblich, die Realtion (3), w.z.b.w.




