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124. Sur la variation d’une fonction de représentation
conforme, lorsque le domain varie.

Par Yisaku KoMATU.
Institnt de Mathématiques, Université Impériale de Tokyo.
(Comm. by S. KAKEYA, M.I.A., Dec. 13, 1943)

1. On sait que les considérations de la variation d’une fonction
de représentation conforme lorsque le domain varie, sont trés utiles
pour développer la théorie de représentation conforme des domains
simplement connexes, et pour traiter ce probléme, on a actuellement
deux méthodes, bien connues d’ailleurs, ’une est celle de M. K. Lowner?
et VPautre celle de M.G. Julia®. Mais, on devait attendre jusqu’en
1936 pour que les utilités remarquables de la méthode de M. K. Lowner
aient été reconnues pour la premiére fois par les savants soviétiques,
M. G. M. Golusin et M.J. Basilewitsch, bien que M.K. Lowner ont en
déjd montré les applications trés importantes de cette méthode trouvée
par lui-méme. M. K. Joh a aussi appliqué la méthode de M. K. Lowner
3 ses études sur les fonctions univalentes®. En ce qui concerne la
méthode de M. G. Julia, on en a déji quelques applications trouvées
par M. G. Julia lui-méme® aux quelques équations fonctionnelles et on
a de plus par cette méthode quelques résultats intéressants sur la
représentation conforme, dus & M. M. Biernacki®.

Or, le procédé qu’on employait pour déduire ce qu’on appelle
P’équation differentielle fondamentale de M. K. Lowner a été bien com-
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Cette Note contient, me semble-il, une petite faute qui peut heureusement étre évitée
par une modification convenable.
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pliqué. Mais, I'auteur de cette Note a tout récemment donné une
démonstration trés simple de ce résultat®, et il a aussi montré qu’on
peut obtenir, d’aprés la considération analogue, ’équation différentielle
fondamentale correspondant méme au cas des domains doublement
connexes, et qu'on peut déduire systématiquement et analytique-
ment non seulement les résultats de M. O. Teichmiiller” mais encore
quelques résultats nouvaux®. Mais, il me semble que, pour quelques
questions et surtout pour les applications actuelles, le théoréme de
M.G. Julia, d’apres sa propriété elle-méme, a la possibilité d’étre
appliqué a ces questions avec plus de fruits. Le but de cette Note
est de donner une démonstration simple des résultats de M. G. Julia
pour le cas des domains simplement connexes, et en méme temps de
déduire les résultats correspondants au cas des demains doublement
connexes. Deux domains arbitraires simplement connexes ayant plus
d’un point-frontiere sont en général toujours représentables l'un sur
Pautre conformément. Au contraire, deux domains doublement connexes
peuvent étre représentés conformément quand et seulement quand un
invariant conforme, et un seul essentiellement, associé au domain an-
nulaire, c’est-3-dire, son module défini comme le logarithme du rapport
(> 1) des rayons des circonférences concentriques formant ces anneaux
sur lesquels deux domains doublement connexes en question peuvent
étre représentés conformément, soit le méme pour ces deux domains.
Par conséquent, cette circonstance nous indique qu’il faut considérer,
quand le domain varie, aussi la variation du module, ce qui n’était
pas forcément nécessaire pour le domain simplement connexe, mais ce
qui est absolument indispensable pour le domain doublement connexe.

2. Considérons sur le plan w, d’aprés M. G. Julia, un domain D
limité par une courbe simple fermée C, analytique et réguliere, et
désignons par

z=0(w), @@)=0, @&(@)>0,

1a fonction qui fournit la représentation conforme du D sur le cercle-
unité |z| <1, ot a désigne un point de normalisation choisi arbitraire-
ment mais fixé une fois pour toutes. Cette normalisation ne joue ici
qu’un rdle épisodique. D’aprés Phypothese de I'analyticité de la frontiere
C, la fonction z2=@(w) peut étre prolongée analytiquement au dela de
C sur un domain approprié. Done, cette fonction donne en méme
temps la représentation univalente d’un domain 4 simplement connexe
contenant le domain fermé D+C, sur un domain ayant comme sous-
domain le cercle fermé |z| <1. Or, nous allons, dans la suite, faire
varier la courbe-frontiére C, mais, nous supposerons que la variation
se fasse toujours dans le domain 4, et que le domain obtenu par cette
variation contienne le point w=a dans son intérieur. Sous ces hypo-
théses, M. G. Julia a énoncé le théoréme 1 ci-desous sur la variation

6) Y. Komatu, Uber einen Satz von Herrn Lowner, Proc. 16 (1940), 512-514.

7) 0. Teichmiiller, Untersuchungen iiber konforme und quasi-konforme Abbildung,
Deutsche Math. 3 (1938), 621-678.

8) Y. Komatu, Untersuchungen iiber konforme Abbildung zweifach zusammen-
hingender Bereicie, Proc. Phys.-Math. Soc. Japan, 25 (1943), 1-42.
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de fonction de représentation @(w) correspondant i la variation de D,
et en a donné deux démonstrations”. Iei, nous en donnerons une
démonstration plus directe et plus simple que celles de M. G. Julia &
laide d’'une méthode, analogue i celle de M.G. Julia employee dans
sa deuxiéme démonstration, mais suggérée aussi par la méthode de
Pauteur', qui nous conduit & P’équation de Lowner par 'emploi de la
formule de Poisson pour les fonctions holomdrphes dans le cercle-unité.
Dans la démonstration qui va suivre, la circonstance est un peu simple
i cause du fait que l’on considére seulement la variation de la fonction
de représentation et par conséquent on peuf se passer sans procédé de
faire tendre vers zéro qui apparait dans la démonstration du théoréme
de M.K. Lowner et qui consiste a chercher I’équation différentielle.
De plus, la méthode suivante nous fait voir bien clairement 1’analogie
entre deux méthodes quand on passe de la méthode pour le domain
simplement connexe a celle pour le domain doublement connexe. Com-
mencons par la démonstration du théoréme de M. G. Julia.
Théoréme 1. Soit comme ci-dessus

z=0(w), @(@=0, @@>0,

la fonction qui représente le domain D borné et entouré par une courbe
simple fermée C, analytique et régulidre, sur le cercle |z| <1, et

2=0%(w)=0(w)+od(w), @*(a)=0, O*(a)>0,
la fonction qui représente Vintérieur D™ de la courbe C* simple fermée,
analytique et réguliere, qui s'obtient de C lorsque chaque point o de C

se déplace de dw dans la direction mormale a C, sur le cercle-unité
|21 <1. Alors, Péquation de variation
00(w) _ 1 S O(w)+P(w) @ (w) de
D(w) 2t Jo O(w)—P(w) P(w)f
est valable pour chaque point w compris dans la partie commune @ D
et @ D*, on Vintégrale est, comme d’habitude, calculée pour un tour
complet le long de C dans le sens positif par rapport & D.
En effet, si Yon considére la fonction

Z=T@)=0*(02),

définie par la relation
T(0(w)) = 0*(w) = O(w)+ o0 (w)

entre deux fonctions de représentation @(w) et @*(w), c’est une fone-
tion qui représente le domain transformé de D* par la fonction z=&(w)
sur le cercle-unité |Z| <1, et elle est en méme temps une fonction
qui représente l'intérieur du cercle-unité |z|<<1 sur le domain trans-
formé de D par la fonction Z=@*(w). Donc, on a évidemment

— ) = % (a)
T0=0, T©O=27 >0

9) Voir loc. cit. 2) (b).
10) Voir loc. cit. 6),
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et —1—1@—- étant holomorphe et ne s’annulant pas dans |z2| <1, si l'on

T()

considére la branche de la fonction logarithmique lg qui prend

la valeur réelle lg 7(0) a4 lorigine, cette fonction @t uniforme et
holomorphe dans |2|<<1. Par conséquent, on peut la représenter par
la formule de Poisson

g T8 = L Mg e S F2ap  (21<D).
2 2 Jo e¥—2z

Dans la suite, on ne tient compte pas, comme d’habitude, des quantités
d’ordre supérieur & un lorsque 'on traite la variation d’ordre un. Par
cette convention, on en déduit

8d(w) _ 3o(w) \ _,. @*(w) _ oy | €9°+P(w)
—¢(w)-—1g(1+—«——¢(w)-)—1g——~¢(w) f’ le | T | £ 200

pour z=@(w). Désignons par s6=£*—¢ le déplacement normal partant
d’un point £=e* sur le cercle-unité |2|=1 et arrivant i la courbe
transformée de C* par la représentation z=@(w), et par v et o™ les
points qui correspondent aux points & et £&* respectivement dans la
représentation par z=@(w), soit P(w)=£ et P(w*)=E*. Alors, & cause
du fait que la conformité de représentation est conservée méme sur la
frontidre, dw=w"—w donne le déplacement normal de C & C*. Cela
dit, la grandeur du déplacement de £=¢* le long de la normale du
cercle-unité est

3N=3,N= —"T‘E—i |3,

la signe plus devant étre prise quand le déplacement se dirige vers
Pintérieur du cercle-unité, et la signe minus dans le cas contraire. En
tenant compte encore de la conformité de la représentation sur |z|=1,
on obtient, au point £§=0(w),

=0 ()0, oN=-2)5,
w
Or, T(§)=0"(w), T(*)=0*(0*) par la définition, done, en remarquant
que | 2*(w*)|=1, on a, d’aprés notre convention,

Ig| T(®) | =1g| 0*(0")— (0%(s")~ 0*(w)) | =g | 0"(0™) ~ 0™ (w)iw |

=lg|1- (”*’(“’)aw!=lg|1 @(w)B ,= (1)((,,)3

?*(w”) O(w) ()

en ne tenant compte que des quantités d’ordre un. Done, en employant
cette relation et I’équation
_dE_1 0wy,
% 1 P w)

obtenue de £=@(w)=¢", on arrive a 1’équation de variation cherchée.
On a ainsi démontré le théoréme de M. G. Julia,




No. 10.] Sur la variation d’'une fonction de représentation conforme. 603

Remarquons, en passant, qu’on peut déduire, sans difficulté, du
théordme qui vient d’étre démontré, un théoréme concernant ia varia-
tion de la dérivée @'(w) de la fonction de représentation :

Théoréme 2. Sous les mémes conditions que celles du théorgme 1,

on a

00 (w) =_1~j D(w)+ ?(w) (1_ 20(w)d(w) ) A Swde
o'(w) 27t J o P(w) — O(w) O(wi— O(w):/ O(w) !

spécialement pour la variation de ce qu'onm appelle le module réduit

1 de D, on trouve

_80'@ _ 1 ( Vf, i
(@) 2m L D(w)? Swdw .

1
0

3. Correspondant a la formule de Poisson pour les fonctions
holomorphes dans un cercle, si la partie réelle uniforme de la fohetion
f(2), analytique et holomorphe (n’étant pas nécessairement uniforme
4 cause d’une période de la partie imaginaire) dans ’anneau circulaire
concentrique Q@ <|z| <1, posséde les valeurs sur la frontiére

Rf@)—>M(p) (z—€*), Rf()—N(p) (z—0Qe¥),

alors on a la formule suivante de Villat pour cette fonction:
fey= "M (2l o) (Tt )lez)dp
o V(2629 ~(5o— L) le)dptic,

oll ¢ est une constante réelle et toutes les notations empruntées de la

théorie des fonctions elliptiques se rapportent aux celles dont les

périodes fondamentales 2w, et 2w; satisfont au “2="1lg é— Pour
wy T

que la fonction f(2) donnée par cette expression soit uniforme dans le

domain Q <|z|<1, il faut et il suffit, comme 'on peut facilement le

vérifier, que

[T M= No)e .

Ici, le rapport - est seul en question, et on peut spécialement prendre
w
comme
o=, w3=i1g%,

ce qui simplifie un peu la forme de I’expression.

Or, on considére sur le plan w un domain annulaire D limité par
la circonférence du cercle-unité et une courbe simple fermée C, analy-
tique et réguliere, se trouvant en dehors du cercle-unité et ’entourant,
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et on désigne son module par lg —1—, et la fonction qui fournit la repré-

Q

sentation univalente et conforme de ce domain sur P’anneau circulaire
concentrique 1<|z]| <% par

z=0(w), o(1)=1.

La fonction @(w) se détermine uniquement par cette condition de
normalisation en w=1. Nous allons démontrer le théoréme suivant
qui donne la variation de la fonction de représentation @(w), quand
on fait varier le contour C dans un domain annulaire 4 dans lequel
la fonction peut étre prolongée analytiquement et qui contient le domain
fermé D+ C.

Théoréme 3. Soit, comme il a été défini en haut,

z2=0(w), o(1)=1,
la fonction qui représente le domain annulaire D au module Ig% et
limité par |w|=1 et C sur Vanneau 1<<|z| <%—, et lg 5* =lg%
_%2_ (@*=Q+3Q) le module du domain annulaire D* limité par
|w|=1 et la courbe simple fermée C*, analytique et régulidre, qui
s'obtient quand chaque point » de C se déplace de dw dans la direction
normale a C, et enfin
2=0*(w)=O(w)+od(w) , o*(1)=1,

1

* °

la fonction qui le représente sur 1<|z|< Alors, on obtient

Véquation de variation

o~ w118 G ) ~<(i1e 55V g dedo
_2nlgo(w) 8Q
T Q

en chaque point w contenu dans la partie commune & D et & D*, ot

Dintégrale est supposée d’étre calculée pour un tour complet le long de C

dans le sens positif, et les notations empruntées de la théorie des fonctions

elliptiques se rapportent aux périodes fondamentales 2w,=2r et 2w
a1

=2ilg =.

52

En effet, par un raisonnement tout 4 fait analogue 3 celui dans
la démonstration précédente, on voit que la fonction Z=1T(z) introduite
par la relation

T((w))=0*w) ou T(k)=0"(07(2))

est celle qui représente l'image de D* par z=¢&(w) sur l'anneau
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1<|Z|< 5* et en méme temps représente I'anneau 1 <<|z| <1

Q

sur le domain transformé de D dans le plan Z par Z=¢*(w). On a
évidemment T(1)=1, et T() étant une fonction holomorphe qui ne
2

s’annule point dans 'anneau fermé 1 < |z| < Q— la branche de lg =~ T(z)

est une fonction analytique de z, holomorphe dans cet anneau. De plus,
si z fait un tour complet dans le sens positif autour de |z|=1 dans
Panneau circulaire, soit si lgz se transforme en lgz-+2xni, la fonction
lg T(2) se transforme en lg T(z)+4 2%, done, sa branche est une fonction
uniforme de z. Par conséquent, en appliquant la formule de Villat
citée en haut a la fonction

=g Lr(L)  (f@=15-F reelie),

holomorphe et uniforme dans Q <|z| <1, on obtient

(2 a(5)-1we

T( )’ tilg 2+ o)dp
———.j f9~sz('lllgz+<p)dgo+'£c
mdy Q
dans Q <|z| <1, les valeurs de Rf(z) sur la frontiére étant

Rfe)=18@" |7(<)|,  Rr@=1gL =22,

oll ¢(u) et {y(u) sont celles qui se rapportent aux périodes fondamentales
20, =21 et 2w3=2ilg —é— Alors, en remarquant les formules simples

rCa(u +o)de= lgm =2m(u-+m)
0 as(u)

et en écrivant Qz au lieu de z, on obtient
Q* T(z) *
lg—=— a S lg@

T(e )}-c(ingz+¢)dso
—2n 2hi1g Qe )22 "QQ

dans 1 <|z]| <%. La constante ¢ étant déterminée en posant z=1

dans cette relation, et en soustrayant I’équation ainsi obtenue de la
relation précédente, on trouve

£ 19 = Ll qr

( Q ), (C(tlg Q+9)—L(lg Q+¢))d¢

_2plgz 0Q
s Q
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Cela étant, on pose comme auparavant

la grandeur du déplacement 66 =£*—£& partant d’un point E=—eg¥ sur

la circonférence Iz]—é- et arrivant i la courbe de I'image de C™ par

2=®(w), ou lon fait la convention d’aprés laquelle la signe plus doit
étre prise si le déplacement se dirige vers l'intérieur de V’anneau. Or,

en posant £=0(w) et £*=0@(»"), et en remarquant que | ?*(w*)|= Ql* ,
on voit facilement que
* ﬂ_ l= * LTPR Iy £ — ' _M_
12 Q T(Q ) lg Q"1 0*(w") ~ 0" (@i | =lg[1 —leN a0
?'(0)
=——"77 ,
o)

en ne tenant compte pas des quantités d’ordre supérieur. En employant
cette relation et les équations

. . 1
. ilgQte=ilg—L_
% 7 ) 0 HeQte=ilzg s

déduites de p= —1lg Q€= —1lg Q?(w), on obtient ’équation de variation
indiquée dans le théoréme, en posant z=@(w) et T(z)=0*(w).

Comme 'on voit dans la démonstration du théoréme précédent,
tdE=0 (w)’dwdw, done en désignant les grandeurs des déplacements
dw et dw par dS et oN respectivement, et en remarquant que la con-
formité de représentation se conserve méme sur la frontiére, on s’assure
de la validité des relations

3§=—Q5N, %=i@ds, 3N=|0(0)|on, dS=|0(w)|ds;

1 O@F 5dw= % _ 02 0(0) 5
T O d 2 Q| () Ponds,

ol la derniére grandeur est toujours réelle, et positive au point » oi
C se prolonge en C* dans la direction extérieure, et négative au point
o o C se contracte en C* dans la direction intérieure. Si lon écrit
le deuxiéme membre de Iéquation de variation du théoréme en terme
de cette grandeur, on obtient tout de suite les expressions de ﬁll—;%(l;—)l—l
w

et darg @(w) en comparant la partie réelle et la partie imaginaire de
deux membres.

Pour la variation de la dérivée ¢@'(w) de la fonction de représenta-



No. 10.] Sur la variation d’une fonction de représentation conforme. 607

tion, le théoréme suivant s’obtient facilement en partant du théoréme
précédent :

Théoréme 4. Sous les mémes hypotheses que celles dans le théoreme
précédent, on a

80’ (w) =lsc(c(,; RAC)) )—C ilg _L_)_i&o(,,; 1g 200 ),?Z(_‘le_s(,dw

Ow) = (o) O(w) O(w) /) O(w)
_ 27 0Q
T @ ’
et par conséquent, au point de normalisation w=1, on a spécialement
80’ _ 1 : LA _27 0Q
o(1) mj B(ilg o) Gy dodo =1 0"

Enfin, nous énoncons un théoréme qui représente directement la
variation du module apparu dans le dernier terme des seconds
membres des expressions dans les deux théorémes démontrés, et par
conséquent un théoréme qui donne un cemplément pour ces théorémes.

Théoreme 5. Pour la variation du. module 3lg- é= —EQQ», on a

Q1 [ 2Wr,
2 o Sc o) Swdw .

Ce théoreme se démontre facilement en appliquant la condition
d’uniformité déja remarquée & la fonction

=10 L (2
fa=1g1(£)  @<lzl<)

employée dans la démonstration des théorémes précédents. En effet,
dans ce cas, on a, de cette condition,

0=$:"(mf(ew)—mf(Qew)) dp= j:" £ Q T(%';) ld¢—27r—%Q—,

done, on en déduit

_6Q _ 1 (™ =1 [ &r, .
Q 2n$08Nd“’ 2m'sc¢(w)2 -

Il est bon de remarquer I’analogie entre la relation montrée dans
le dernier théoréme donnant la variation du module suivant la varia-
tion du I'image et la relation précédente donnant la variation de la
dérivée au point de normalisation w=a dans le cas du domain simple-
ment connexe. Par cela méme, on entrevoit la relation étroite trés
remarquable entre le module du domain annulaire et le module réduit
du domain simplement connexe.

Remarquons enfin que, les relations
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07 (2) 2¥0'(2) o) ’

@)= —¥(z) 3;3 '(f;‘;) —2¥"(2) ‘3;(%)

étant valables pour la fonction inverse w=¥(z) de la fonction de
représentation z=®&(w), on peut facilement déduire les représentations
pour ces grandeurs en partant des théorémes correspondants.




