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14. ur la rductibilit du groupe d’holonomie.
L Les espaces i connexion affine.

Par Makoto ABE.
Institut Mathmatique, Universit Impriale de Tokyo.

(Comm. by T. TAKe.G1, M.I..., Feb. 12, 1944.)

La connexion affine d’un espace de Riemann se caractrise par les
deux proprits suivantes"

1 Qu’elle soit sans torsion,
2 Que la forme mtrique fondamentale donne

ds=gdudu
se conserve par le transport parallle au sens de cette connexion.

Supposons rciproquement qu’une connexion affine sans torsion soit
donne d’avance dans une varit E n dimensions. Alors se posent
les questions suivantes"

Est-il possible de ddfinir cette connexion par une mdtrique rieman-
nienne ?

S’il en est ainsi, quelle est la mdtrique la plus gdndrale qui ddfinit
cette connexion ?

Si ds=gdudu est une telle mtrique, elle se dtermine en chaque
point d. la varit E, ds qu’elle est dfinie au point origine O (d’ail-
leurs arbitrairement choisi) on n’a qu’ la transporter par paralllisme
le long d’un chemin allant de O au point arbitraire P de E. Mais,
pour que le rsultat soit independent du choix d’un chemin suivi, la
mtrique dfinie au point O doit se conserver quand on la transporte
le long d’un contour ferm arbitraire partant de 0 et y revenant.
Autrement dit, la forme quadratique doit tre invariante par le groupe
d’holonomieD g associ au point O, ou plus exactement, par le groupe
des substitutions linaires homognes r) (homomorphe g) que les
dplacements affines du groupe g effectuent sur les vecteurs issus de O.
Rciproquement, chaque forme invariante par peut tre transport
de O en tout point de E et la mtrique riemannienne ainsi obtenue
dfinit son tour la connexion affine donne, parce que celle-ci est
uniquement dtermine par les conditions 1 et 2.

La connexion donne peut tre donc dfinie par une mtrique
riemannienne, si et seulement si r est (dquivalent ) un groupe des
transformations orthogonales. De plus, le problme de chercher ia
mtrique la plus gnrale dfinissant cette connexion est ainsi rduit
au problme d’Algbre de ddterminer la forme quadratique la plus
gdndrale invariante par le groupe . Si " est irrductible, une telle
forme est dtermine uniquement un facteur constant pros; si -est rductible, le rsultat sera plus compliqu. Mais pour tudier les
questions de cette nature, il importe d’abord d’examiner plus gnrale-
ment"

1) E. Cartan: Sur les varits connexion affine et la th(orie de la Relativit
gnralise, Deuxime Partie, Ann. Ec. Norm. (3) 42 (1925), p. 17-88. Chap. VI.
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Quelles sont les consdquences que la rdductibilit5 du groupe porte
sur la structure gdomtrique de l’espace E ?

Nous allons traiter cette question dans cette Partie I dans le cas
gnral d’un espace connexion affine, pour revenir ensuite en Partie
II au cas particulier d’un espace de Riemann.

1. Les champs des p-directions parallIes.
Soit E un espace connexion affine (en gnrat, avec torsion).

Dsignons par g et " les groupes considrs plus haut. Supposons
maintenant que le groupe soit rductible et laisse invariant un plan

p dimensions (ou un p-plan) ’ (ou encore, le groupe d’holonomie
g laisse invariante (ou stable) la direction d’un p-plan 2’" (ou une
p-direction)).

Attachons au point origine 0 l’lment de p-plan a, dtermin
par le plan " passant par 0 dans l’espace affine tangent en O.
Transportons cet lment " par paralllisme un point quelconque P
de la varit E. Le rsultat tant independent du choix d’un therein
suivi pour aller de 0 en P, on obtiendra ainsi un champ des p-direc-
tions parallOles (au sens absolu) dans l’espace E. La rciproque tant
(vidente, on a ainsi obtenu"

Si le groupe est rductible et laisse invariant un p-plan, il existe
dans cet espace un champ des p-directions parallOles, et rciproquement.

2. Les familles des p-plans parallOles.
Mais ces lments de p-plans ’, attaches tous les points de E

et parallles entre eux, quand engendrent-ils des varits p dimen-
sions ? Remarquons d’abord" s’il en est ainsi, les varits engendres
seront certainement totalement godsiques (ou p-plans E); en effet,
un vecteur tangent une d’elles lui reste tangent, quand on le trans-
porte par paralllisme le long d’un chemin trac sur cette varietY.
Nous obtiendrons ainsi une famille n-p paramtres des p-plans E
parallOles entre eux, de sorte que par chaque point de E il passe un
p-plan de cette famille et un seul.

Revenous la question posse et adoptons en chaque point de
l’espace un repre, de manire que p premiers vecteurs e, ..., e de ce
repire soient situs dans l’lment de p-plan . Parmi les formes de
Pfaff et , qui dfinissent la connexion

(1) dP ,e de oe a, b 1,..., n

de cet espace, s’annulent identiquement cause du choix de ce repre
les p(n-p) formes suivantes

(2) w-=0 i=l, p, a=p+l, n

Or, a est dfini par le systme de Pfaff

(3) o---0 a=p+ l, ..., n
Les a engendreron une famille des E", si et seulement si le systme
(3) est compltement intfigrable. Pour qu’il en soit ainsi, il faut et il
suffit que les covariants bilinfiaires

(,)’= 12+[,o,o] a=p+ 1, ..., n, b= 1, ..., n
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s’annulent en tenant compte de (3), off /2=A[oo] expriment la
torsion de cet espace. Des identit6 (2) r6sultent

[o,o] [,o ,o] a, fl p+ 1,..., n

[(o.e,o] s’annulent d’autre part en tenant compte de (3). Le systme
(3) est donc compltement intgrable, si les quations o=0 entrainent

1 p(p_ 1)(n- p) composantes du tenseur de/2=0, ou encore, si les
torsion

(4) A=O i,j=l, ..., p a=p+l, ..., n
s’annulent identiquement. On est ainsi conduit la proposition suivante

Pour qu’un champ des p-directions parallOles engendre une famille
n-p paramOtres des p-plans, il faut et il suffit que la condition ()

soit satisfaite ou, plus gdom$triquement, que le dplacement ane
associd ? un cycle lmentaire situ dans cette p-direction laisse toujours
le p-plan fixe (et non seulement sa direction) ? une quantitd infini-
ment petite pros par rapport l’aire limit$e par ce cycle.

En particulier, la condition est remplie, si p=l; c’est le cas d’un
champ des vecteurs parallOles.

La condition tant aussi toujours remplie au cas d’un espace sans
torsion, quel que soit p, on a

ThorOme. Soit E un espace connexion aggine sans torsion. Si
le groupe d’holonomie de E admet une p-direction stable, il existe dans
E une famille n-p paramOtres des p-plans parallOles entre eux, et
rdciproquement.

3. La connexion agffine admettant une famille des p-plans
parallOles.

Si l’on adopte un systme de coordonnes u1, ..., u, tel que les
o- p-plans soient dfinis par

(5) u’/l=const, ..., u=const,
la connexion de l’espace prendra la forme suivante (en se servant du
repre naturel)

dP=dueq-durer
i,k=l, ...,p

(6) de oe
a, r=p+ l, ..., n

de oe+ orer
Reiproquement, si la connexion est donne par les formules (6), les
quations (5)dfinissent videmment une famille n-p paramtres
des p-plans parallles, , o, r tant des formes de Pfaff absolument
queleonques en u1, ..., u.

La connexion affine d’un p-plan de eette famille est fournie par
les formules (en posant o=FSdu+Fadu)

dP=due
i,j, k=l,.., p, F.= u)

de=F.duee
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u"/, ..., u supposes fixes. Les espaces p dimensions ainsi dfinis ne
sont pas, en gnral, isomorphes entre eux, les I dpendant aussi des
paramtres u"/, ..., u. Au contraire, nous verrons plus loin (en II)
au cas d’un espace de Riemann que tous les E" sont ncessairement
isomtriques entre eux.

4. Le cas de la rductibilitd complete.
Supposons maintenant que le groupe soit compltement rductible,

et dcomposable en s composantes irrductibles. I1 existent alors les
champs des a’, av, ..., a’(p+p+.-. +p n) parallles. Adoptons en
chaque point de l’espace un repre de manire que p vecteurs
e,, ...,e,, en soient situs dans a’,, resptivement pour ,=1, ...,s.
Supposons, en outre, que les composantes du tenseur de torsion rap-
potties ce repute remplissent la condition

(7) A =0 saul pour ==
Alors engendrent les champs des a"-=o...a’-g+..-o’ resp-
tivement des families des E- on peut doric introduire un systme
de coordonns, tel que les E’- soient fournis par

u const, ..., u const.

Les champs des o’ engendrent alors respectivement des families des, dorm,s par

uX=const,...,u=const, =1, ...,-1,+1,...,s.

Rciproquement la condition (7) est videmment ncessaire, pour qu’on
puisse introduire les coordonnges u, de sorte que l’on obtienne chaque
famille des E’ en galant aux constantes n-p entre u. Cette
condition est du reste toujours remplie, si l’espace est sans torsion.

Si cette condition est remplie, la connexion de l’espace peut s’ex-
primer de la manire suivante"

dP dul’e,+due+ +

(8) de e.- i k 1, p

siesk
kw- tant encore des formes de Pfaff quelconques en u.

Si, en particulier, la torsion est nulle, il rsulte de la symtrie
des coefficients I par rapport aux deux indices infrieurs a, b, que

tous les 1’% s’annulent saul pour 2 =Z=; on a donc

(9) =F

Les formes de Pfaff ne dSpendent que des diffSrentielles du,
mais les cfficients 1’.- , sont fonctions arbitraires des u.



60 M. ABE. [Vo|. 20,

5. Un cas particulier).
Supposons maintenant que le groupe d’holonomie admette n (1-)-

directions stables indpendentes. Si les n champs des (n-1)-directions
parallles, dtermins par n-1 entre les n champs des vecteurs paral-
lles, engendrent n familles des E-, la connexion de cet espace est
donne par

dP=due del=e, ...,
C’est toujours le cas pour un espace sans torsion; ne contiendra
alors que la diffrentielle du"

du
F "’, u.Ces formules contiennent encore n fonctions (= 1, ..., n) des u,

Remarquons d’ailleurs que l’espace de Riemann n dimensions, dont
le groupe d’holonomie admet n directions stables, n’est autre que
l’espace euclidien le ou r se rduit en effet la seule transformation
identique, parce que est alors le grou orthogonal laissant invariants
n vteurs independents.

Mais, si l’on introduit aussi des quantits cpxes, un espace de
Riemann V" peut admettre n champs des vteurs parallles, sans se
duire un espace euclidien. Par exemple, soit V un espace de
Riemann anytique 2 dinsions. oupe r de V est le ou
des rotations

(eosf -sin)
sinf eos/’

qui son rdueibles aux formes

0

0 e-)"
I1 laisse done invarians les deux dirions iotfoe (1, i). Par
eonsquent, il existent deux familles des gdsiques isoroes, donns
reseetivemen ar =eons. e v=eons. les eoordonnes e v son
eonjues l’une l’autre en tout oint fel. Si l’on ado le re.re
naturel ar raor ee sysme de eoordonnfies, on a

(10) dP=de+dve, e-e-O- -Nn osant

ee=f(, v)

la mtrique es donn
g=dP=fdgv

e la eonnexion ar (10) e

(10’) ge= Ologf d, = Ologf dve.
Ou Ov

1) E. Cartan: I.c.p. 21, Exemple I.


