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PAPERS COMMUNICATED

85. Les anneaux des oprateurs et les dimensions.

Par Motokiti KOND(3,
L’institut mathfimatique, l’universitfi impfiriale de Kyusyu, Fukuoka.

(Comm. by M. FUJIW.RA, M.I.A., june 12, 1944.)

Quand nous envisageons les anneaux des oprateurs d’un espace
linaire norm et complet, nous trouvons les diverses problmes trs
importants et un de ceux est d’introduire la notion des dimensions sur
les anneaux des oprateurs. L’importance de ce problme est au premier
enonc pour l’espace hilbertien par MM. J. v. Neumann et F.J. Murray>
et il est rsolu complfitement par eux pour ce cas. Or, ce problme
est encore pour le cas gnral ouvert et donc nous le discutons dans
cette note.

1. Etant donn un espace linaire, normfi et complet, nous
dsignons par () l’ensemble de tous les oprateurs linaires et
dfinis sur tout entier, et nous introduissons sur celui-ci quelques
topologies, par exemple, celle uniforme, celle forte, celle faible,
etc Quand un sous-ensemble g de () remplit les conditions
suivantes

1) l’oprateur identique I appartient
2) pour deux oprateurs A et B de

dsignent les nombres, et AB appartinnent aussi
3) g est ferm par rapport quelque topologie,

nous l’appelons un anneau des oprateurs sur . En particulier, quand
tous les oprateurs de g sont borns, nous dirons qu’il est born et
sinon, qu’il est non born& Nous dsignons alors par () l’ensemble
de tous les oprateurs borns de (). I1 est videmment un anneau
born des oprateurs.

2. Etant donn un sous-ensemble g de (), nous dsignons
par g’ (et g0) l’ensemble de tousles oprateurs A de () (et ())
tels qu’on ait AX-XA pour tout X de g, et nous les appelons le
commutateur born (celui non borne) de

(2.1) g,=cg0r() et donc g’ g0.

(2.2) g’ et g0 sont respectivement l’anneau born et celui non
born par rapport la topologie faible.

(2.3) g g() entraine

(2.4) Quand nous posons

nous avons g,=cg2.,.D
n.

1) J.v. Neumann et F.J. Murray, On rings of operators, Ann. Math., 37 (1936).
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(2.5) g () (k= 1, 2, ..., n) entrainent

( . )’=g’ r ...
et de mme pour les commutateurs non rns.

En effet, 2 . entraine ( g2
.)’ et donc .--(2...)’. En
autre part, Ae[ entraine A eCg, c’est--dire, A est
commutatif avec tout lment de . Donc, A est commutatif avec
tout lment de J J2 , d’ofi A e( 2 )’
et done ( 2"" .)’=g "" . Nous avons de
mme pour les commutateurs non borns. C.Q.F.D.

(2.6) () entraine ,=,o, 2).

En effet, " ,o entraine J ,o, ,,, ,, c’est--dire,
’. En autre part, comme tout lment de ,o est commutatif avec
tout lment de ’, nous avons ’,o, et donc ,=,o,.

C. Q. F. D.
(2.7) () entraine ’=’.
En effet, ’ entraine ’ et donc

d’aprs (2.6), c’est--dire, ’ ’. En autre part,
et tout oprateur de ’ est borne, d’ofi ’()=’, ce
qui donne ’=’. C.Q.F.D.

(2.8) () entraine

En effet, comme nous avons o,, nous avons d’aprs (2.7)
o,, , ,, c’est--dire, ’ o,,. Or, tout lment de est

commutatif avec tout lment de Met donc o,, ce qui donne
o,, ,, d’ofi ’=o,,. C.Q.F.D.

(2.9) () entraine

En effet, nous avons d’aprs (2.8)

(2.10) () entraine

En effet, nous avons o, et donc o o,o, c’est-
-dire, o o,o. Or, () entraine o, et par suite
o,o g o, d’ofi go=o,o. C.Q.F.D.

(2.11) () entraine ,o=.

En effet, nous avons d’aprs (2.10) .Z=,o et donc d’aprs
(2.7) ,o=g,o, ce qui donne jg=,o. C.Q.F.D.

(2.12) () entraine "=o et Jg’= o.
En effet, (2.9) et (2.10) entrainent les galits demandes.

1) Etant donns deux anneaux
et t r respectivement le plus petit anneau faiblement ferm qui contient
et la partie commune de

2) rot dsigne (()o) et de mme pour ,o, etc..
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3. Soit g un anneau des oprateurs sur . Nous entendrons
alors par une projection de g qui dtermine un sous-ensemble linaire

de un oprateur P de g tel qu’on ait p2=p et =P!D, et
nous dsignons par gP l’ensemble de tousles projections de . Pour
deux projections P et Q de g, quand nous avons PQ=QP=O, nous
dirons que Pet Q sont orthogonaux l’une l’autre et nous dsignons ce
fait par P-t-Q. Puis, pour deux sous-ensembles linaires et de, quand il existe deux projections P et Q de g orthogonaux l’une
l’autre telles qu’on ait P! et Q!D, nous drons que et
sont orthogonaux l’un l’autre par rapport . g et nous dsignons ce
fait par 2_ 9l.

(3.1) Pe gP entraine (I-P) e,/gP et P 2_ (I-P).

(3.2) Pour que deux projections Pet Q de g sont orthogonaux l’une
l’autre, il faut et il suffit que P-t-Q soit aussi une projection
de

En effet, P.I_Q entraine (P-t-Q)2=P2+PQ/QP-t-Q2=P+Q, ce
qui donne P+Q e gP. Inversement, quand P+Q est une projection
de g, nous avons d’aprs la dfinition PQ+QP=O, d’ofl PQ=QP=O
et donc P 2_ Q. C.Q.F.D.

(3.3) (i) P 2_ Q entraine Q _1_ p, (ii) P _1_ Q et (P/ Q) 2_ R entrainent
P-L R, Q_I_ R, (Q+R)_k P et (P+R).I_ Q.

En effet, nous avons videmment (i) et (ii). Puis, P.l_ Q et
(P+Q) ..t. R entrainent O=(P+Q)R=PR+QR et donc O=P(PR+QR)
PR+PQR PR, c’est-,-dire, PR O. De mme, nous avons RP 0

et donc p_t_R. Nous avon alors (Q+R)P=QP+RP=O et de mme
P(Q+R)=PQ+PR=O, d’ofi (Q+R).I..P, et de mme Q.I_R et
(P+R) .1. Q. C.Q.F.D.

(3.4) Pour que deux sous-emsembles linaires et de sont
orthogonaux l’un l’autre par rapport g, il faut et il suffit
qu’il existe une projection P de g telle qu’on ait P!D
et ?(I-P).

(3.5) (i) / 2_ entraine _1_ , (ii) 2_ , et 9 ,
entrainent _1_ ,.

(3.6) Quand deux sous-ensembles et ferms et linaires de
sont orthogonaux l’un l’autre par rapport g, est
fermi.

En effet, soit {f} (n=l, 2, ...) une suite des lments de
qui converge vers f. I1 existe alors les lments g. et h tels qu’on
ait f=g+h, g e et h e . Or, Y2 .l_ entraine l’existence
d’une projection P de g telle qu’on ait / P et R (I-P).
Nous avons donc g=Pfi, et h=(I-P)f,, d’o lim g,=limPf,=

P(limf)=Pf et de mme lim h=(I-P)f. Comme et sont

ferms, nous avons Pfe et (I-P)fe, et donc f=Pf/(I-P)fe. D’off, 9l est fermi. C.Q.F.D.
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4. Soit g un anneau born des oprateurs sur !. Quand un
oprateur A de () remplit l’galit AX-’XA pour tout oprateur
X de g’, nous dsignons ce fair par A, et de mme quand un
sous-ensemble linaire 1) de satisfait l’ingalit XiI2 pour
tout oprateur X de g’, nous dsignons ce fair par

(4.1) Pour un oprateur A de ((), Ar;ag et Aeag sont quivalents
l’un l’autre. De mme, pour un oprateur A de (), Ayag
et A eg" sont equivalents l’un l’autre.

(4.2) Pour un sous-ensemble linaire de remplit Rag, il faut
et il suffit que soit invariant pour tout oprateur X de
,/R 1), c’est--dire, X2 ).

Dmonstration. Soit !Y2 un sous-eusemble linaire de tel qu’on
ait !):Rag. Nous avons alors X!12 t et X- ._c.__ et mme temps
pour tout oprateur X de g’R, d’ofi X=.

Inversement, nous supposons que t remplit la condition donne.
I1 existe pour un oprateur X de J’ un nombre a tel qu’on air
I+aXe d’R et done (I+aX) J. Nous avons alors f+aXfe
pour tout 616ment f de !gt et done Xfc We, d,ofi XgJt l)t, e’est-g-dire,
Vg. C.Q.F.D.

(4.3) Pour un sous-ensemble linaire 9J de tel qu’on ait
quand il existe son complmentaire, c’est--dire, un sous-
ensemble lin4aire R de tel qu’on ait =R
nous dirons que ) est rgulier par rapport
est rgulier par rapport , il existe une projection de P
qui dtermine !YiR, et inversement.

Dmonstration. Pour une projection P de Cg, nous posons
et s..R=(I-P), nous avons X=XPY=PX pour tout ldment
X de g’ et de mme X R, d’ofi et Rh/g. Nous avons aussi= !R et done, est rgulier par rapport g.

Inversement, quand un sous-ensemble linaire de est r.gulier
par rapport g, il existe un sous-ensemble linaire R de tel qu’on
ait !=!l/R (R) R et 9l]g. Tout lment f de est alors crit sous la
forme f=g+h, off ge et heR, et aussi g et h sont dtermines
univoquement. I1 existe done une projection P telle qu’on ait
et ?R=(I-P). Or, nous avons Pe. En effet, soientfun 41ment
de et X un lment de g’. Alors. X!Y2 __< entraine l’existence
d’un lment g de !D tel qu’on ait XPf=Pg. De mme, X
entraine l’existence d’un lment h de tel qu’on ait X(I-P)f--
(I-P)h. Nous avons done PX(1-P)f=PXf-PXPf=PXf-P"g=
PXf-XPf et PX(I-P)f=P(I-P)h=O, d’ofi (PX-XP)f=O et par
suite, PX’-" XP, c’est--dire, P e g00. C.Q.F.D.

(4.4) !l/Rag entraine Jg).

1) ;R dsigne l’ensemble de tous les oprateurs rguliers de g/’, c’est-9.-dire,
ceux qui ont ses inverses.

2) =!IR @ iR dsigne qu’on a =.iI2 9l et 91 =(0).
3) !lR dsigne la fermture de !12.
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(4.5) :Y) entraine A)2 et A-9]] pour tout lment A de
o A- dsigne l’ensemble de tousles lments f de tels
qu’on ait Afe.

S. Etant donn un anneau born g des oprateurs sur 93, nous
dsignons par ]L(cg) l’ensemble de tousles sous-ensembles linaires
de !3 tels qu’on ait )tr]vg et IL(C) celui de tous les fermtures des
lments de

(5.1) 0 et ek(g).

(5.2) k()= IL(cg"’) et donc IL()= Ik(cg

(5.3) Ik(cg) et k() sont les structures completes et la dernire
est de plus modulaire.

En effet, il est vident que k(4c) et IL(vg) sont les structures
completes. Puis, nous considrons ]a modularit de k(). Soient 932,
t et 3 les lments de k(dg) tels qu’on ait 9t . Nous avons
alors (J 92) r 3 r 3=3 et (gX ) r 3, d’ofl
(gX 9) 3 (t r .). En autre part, quand f est un 616ment
de ( t)r 3, nous avons fe gt t et donc il existe deux 616ments
g et h tels qu’on air f=g+h, ge?J. et het. Nous avons aussi
g e 3 et fe 3, d’otl h=f-g appartiennent , ce qui entraine
heJr et par suite f=g+he(?J?). Nous avons donc
(J ) r (3 r 3), c’est--dire, k(cg) est modulaire.

C. Q. F. D.

(5.4) Quand deux 616ments 9X et t de L() sont r6guliers et
orthogonaux l’un l’autre, TX est aussi r6gulier et ap-
partiennent A L().

6. Maintenant, nous introduissons la notion de la dimension sur
les 616ments de IL (). Pour cela, nous consid6rons d’abord les 616ments
de _(g). Etant dorm,s deux 216ments ’J)2 et . de ’L(cit), nous dirons
que la dimension de )2 est sup6rieure ou au moins 6gale la dimen-
sion de t, ou bien celle de X est inf6rieure ou au moins 6gale celle
de X, s’il existe un 616ment A de g" tel qu’on air A et nous
d6signons ce fait par YX t ou bien 93. Et, quand nous avons
)X 9 et 9 t en mme temps, nous dirons que les dimensions de
X et sont 6gaux et nous d6signons ce fait par !F. De plus,
nous d6signons par d() la dimension de t ainsi d6fini et suivant
que nous avons 9Jr t ou bien 9. =_-- ou bien 9X , nous 6crivons
d(9.R) > d() ou bien d(Y.)=d() ou bien d()X) d(t).

Puis, nous d6finirons la dimension d(YX) d’un 616ent
par celle de la ferm6ture ).

(6.1) 9 et 92_>_= entrainent !YJt.
(6.2) (i) / ., (ii) entraine t X, (iii)

entrainent .J ?.
(6.3) 09.
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(6.4)

(6.5)

(6.6)

(6.7)

(6.8)

(6.9)

il suit.

M. KOND6. [Vol. 20,

![rt ! entraine Y)I .
d(YJX)d() et d()d() entrainent d(UX)>d().
)

__
entraine d(OX) d().

d(0) d() d().

d(A) () pour tout lment A de

L’ensemble D(gg) des dimensions de tousles lments de
et par suite k(cg) est demi-ordonn.

Maintenant, nous dfinirons l’addition des dimensions comme
Etant donn(s deux l(ments et t de ]L(g) tels qu’on ait

X _1_ , nous appelons la dimension d( t) de t la somme
de d() et d(), et nous la dsignons par d()+d(YJ). Pour que cette
d(finition est complete, il faut que la somme des dimensions est dter-
mince univoquement. Or, c’est deduit par la proposition (7.1)suivante.

(7.1)

Dmonstration. 1 2 et ?2 entrainent l’existence des
lments A et B de g" tels qu’on ait t2 A2 et 2 BI. Et,

entraine l’existence d’une projection P de Jt telle qu’on ait
h P et t (I-P). Donc, quand nous posons C=AP+B(I- P),
nous avons Ce", et fe entraine Cf=(AP+B(I-P))f=APf+
B(I-P)f=APf=f, d’ofi nous avons C=A. De mme,
nous avons C t et par suite C(9X1 ) 9 , ce qui donne
OJl 1 2 2. De mme, nous avons 2 ?2 1 1 et donc
1 1 2 %fl t2. C.Q.F.D.

(7.2) ))t A_ entraine d()t)-t-d(O=d()+d()O.

(7.3) Pour trois 616ments 1, 2 et o de ](d), quand il existe les
sommes (3+ 3)-4- 3: et 3+ (32+ a), nous avons (3+ 32) +3,+ (32+).

D6monstration. Soient 2 et : les 616ments de lL(d) tels qu’on
ait d(t2)=1+2, d(.)=o et
__Y pour les 616ments )h et . de ]I.(d’) tels qu’on ait d(J)=3a
et _1_ Jt2 et done, il existe un op6rateur A de
la relation s Ah. Or, _l_ t et 9X 2_ z entrainent
l’existence des projections P et Q de
t2. (-- (I- P), ( Q et t (I- Q). Et, nous avons

A-PA A-(I-P)A=23 et A-XPA A-a(I-P)A23=YJ,o,

off 0 dsigne l’ensemble de tous les lments f de qui remplit
Af=O. En effet, pour un lment f de , quand nous posons h=f-g,
off g est un lSment de A-PAfi nous avons Ah=A(f-g)=Af-Ag
=Af-PAf=(I-P)Af, et donc he A-(I-P)Af, ce qui donne f=g+h
=A--PA A-(1-P)A;)3, et par suite A-PAA-(I-P)A=!3.
En autre part, nous avons d’aprs la d6finition JtoA-PA!3
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A-(I-P)A et feA-PAA-(I-P)A entraine AfePA
(I-P)A?5=(O), d’o Af=O et donc feo. Nous avons donc A-PA

A-(I P)A o.
Puis, soient et 2 les lments de 1L(cg) tels qu’on air d()=,

d() 32-1- et _L . Nous avons alors 2 2 pour les
lments 2 et t de L(d) qui remplissent d()= et t..L t,
et donc il existe un op6rateur B de g" tel qu’on ait

__
B(2

B?:2 B. De plus, 2 t, 2--- et entrainent
l’existence des 616ments C, D et E de ," tels qu’on air C,

Maintenant, nous dfinirons un oprateur F de () comme il suit.
Pour un lment f de , quand nous avons

(*) Qf=f,+fi., f e A-PA et f e A-(I-P)A?5,

nous posons Ff= CArl+BDAf+BE(I- Q)f. Alors, F satisfait aux
conditions demande. En effet, quand nous avons pour f une autre
dcomposition

Qf=g+g2, ge A-PA et g2eA-(I-P)A,

nous avons f+fi=g+g, et par suite fl-g=g,-fi, ce qui entraine
A(fi-g) e PA (I-P)A=(O), et donc Af-Agl-.Ag,-Afi-O,
d’ofi CAf CAg et BDAfi= BDAg,. Nous avons donc CAg-- BDAg,
+BE(I- Q)f= CAf+BDAfi+BE(I- Q)fi et par suite F est univoque.
I1 est videmment linaire et bornd sur .

Or, nous avons Fecg ’. En effet, soit X un lment de
Nous avons alors pour un lment f de , XFQf=XCAfl+XBDAfi
=CAXf+BDAXf. Or, A-PA et A-(I-P)Ae ].(g) entrainent
Xf e A-PA et Xf e A-(I P)A et donc QXf=XQf=Xf+Xf
entraine FQXf=CAXf+BDAXfe=XFQf, d’ofi FQX=XFQ. De
mme, nous avons F(I-Q)X=XF(I-Q) et donc FX=XF, c’est-.-dire,
Fecg ’.

Puis, nous considrons F(). Pour un lment f de 1, il
existe un lment g de tel qu’on ait f=Cg. Or, comme nous
avons t Atl, il existe un 14ment hi de t tel qu’on ait Ah=g
et par suite CAh=Cgl=fl. D’aprs la dfinition, nous avons Ah=
geP93 et donc PAh=Ah, d’ofi h e A-PA5. Or, h e
entraine h eQ et par suite Qh=hl. D’ofi la dcomposition de Qh
sous la forme (*) est Qh=hi+ 0 et donc nous avons Fh FQh=f,
d’ofi Ft. Puis, pour un zlment f de t:, il existe un
lment g de )t et celui g de tels qu’on ait f=Bg+Bg.
D’aprs la dfinition, il existe un 41ment h de et h de
tels qu’on ait g=Dh et g=Eh et de mme / de 1 tel qu’on air
h--’Ak. Nous avons alors f=BDAI,/BEh. Or, nous avons Ak,
=h.e!Y2(I-P) et donc (I-P)Ak,=Ak., d’ofi keA-(I-P)A.
De plus, k.ee entraine Qk=k. et par suite la dcomposition de Qk
sous la forme (*) est Qk,=O+k., ce qui entraine Fke=O+FQk=BDAk,
et donc BDAk. e Frz. En autre part, h e Y (I- Q) entraine
(I- Q)h.=h et donc Fh.=BE(I- Q)h.= BEh., d’ofi BEh. e T’t. Nous
avons donc f=BDAk,+BEhaeFr F.=F(tr %), c’est-.-dire
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9 F(,), d’ofi F( ), ce qui donne. De mme, nous avons et par suite
3, c’est--dire, (+2)+=+(52+3).

C. Q. F. D.
(7.4) Pour trois lments , et de L(), quand il existe les

lments , et de L() tels qu’on ait 5=d(),
( ) et (t ) , il existe aussi (+)+
et +(+).

8. D’ailleurs, puisqu’il n’existe pas toujours la somme de deux
dimensions donnes comme nous voyons, nous etendrons le domaine
des dimensions comme la somme de celles-ci toujours existe. Pour cela,
nous considrons d’abord la somme algbrique S=l++.’.+ des
dimensions et si 3 (k= 1,2, ..., v) paraissent respectivement n-fois dans

cette somme et n u, nous crivons s 3,+n3"+ +n.. Puis,
kl

nous dfinirons l’galit et l’addition de ces sommes algbriques comme
nous faissons ordinairement dans l’algbre, c’est--dire, pour les sommes
s donne au-dessus et s’ 5’+’+ +3, quand nous avons u u’ et
une permutation (,/, ..., ,) de (1, 2, ..., u) telle qu’on ait ,=5
(k=l, 2, ..., U), nous dirons que set s’ sont gaux l’une l’autre et nous
dsignons ce fair par s=s’; puis nous entendrons par la somme de s
et s’ la somme algbrique 3+3+... +5++o+.-. +o, et nous la
dsignons par s+s’. Alors, l’galit des sommes algbriques est
symtrique, rflexive et transitive, et l’addition est associative et com-
mutative. D’ofi, l’ensemble de toutes les sommes algbriques est
un demi-groupe.

9. 0r, quand un sous-ensemble I’ de remplit les conditions"
1) s +5+ +(,eFet ’ 3 (k 1,2, u) entrainent 5+Ok k ""+...+:el:
2) s=5++...+,el’ et s’il existe =..+5 au sens de 7,

nous avons ausi 3+3+... +
_

+ e I’,
3) s=+5+...+3,,e I" et s’il existe 3=3’+" au sens de 7, nous

nous l’appelons un ideal de . En particulier, nous dsignons par (s)
l’idal plus petit qui contient s et nous l’appelons un ideal principal
de .

Maintenant, nous introduissons des notions de l’ordre et l’addition
pour les idaux de . Quand nous avons F pour deux idaux 1’
et , nous dsignons ce fait par I" z ou bien z [

(9.1) F et F entrainent 1’=.

(9.2) 1’ et E entrainent FE.
Puis, pour deux idaux F et de , nous entendrons par la

somme de ceux l’id4al plus petit qui contient routes les sommes s+t,
off s e I" et t e, il nous la dsignons par I’+.

(9.3) Pour deux idaux F et de , il existe toujours la somme
F+ et s’ils sont principaux, la somme est aussi principale.
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(9.4) F+ z d+ [’.

(9.5) (F/z)/E=I’/(/E).

(9.6) Fz entraine I"+E+E.
(9.7) (s-t-t)=(s)+(t).

(9.8) Quand nous d4signons par nF la somme 1% 1% / 1" (n-lois),
nous avons n(F+z) nF+nd, (n+ re)F= nI’+mF et n(ml’)
(nm)F.

10. Maintenant, nous dsignons par (4) l’ensemble de tous les
idaux principaux de _, par z0(J) celui de tous les idaux crites
sous la forme () et nous appelons () le module des dimensions
de

(10.1) (g) et &(J)sont demi-ordonns et demi-groupes, et tout
lment de z() peut tre repr4sentd comme une somme
des 616ments de d0(d).

(10.2) (i) (3)=(3’) entraine 3=3’ et inversement, (ii) (3):>(3’)
entraine 3 3’ et inversement, (iii) quand il existe la somme
3+3’ au sens de 7, nous avons (3+3’)--3+3’. D’ofi, quand
nous faissons eorrespondre ehaque 616ment 3 de D(d) un
616ment (3) de &(d), e’est une isomorphisme.

Or, il faut donner quelque pr6paration g6om6trique voir cette
proposition et donc nous omettons ici sa d6monstration.

Remarque. Puisque d0() et D(J) sont d’apr6s (10.2)iso-
morphiques l’un l’autre, nous 6erivons simplement
respeetivement au lieu de (3) et (3q-3aq-...q-3,). De plus, nous avons
d6fini iei (d) parfaitement alg6brique, mais nous pouvons donner
l’interpr6tation g6om6trique clair

11. Enfin, nous eonsid6rons la relation entre les dimensions d()
et les dimensions num6riques D(!YA) qui indiquent num6riquement
l’etendue des 616ments de L(J). Pour cela, nous posons d’abord une
notion sur la finit6 des 616merits de L(dg). Voici la d6finition. Pour
un 616ment 3 de D(d,), s’il n’existe aueun nombre naturel n tel
qu’on ait (nq-1)3n3 dans (d4), nous dirons que 3 est fini au
sens de M.A. Tarski, et quand la dimension
de IL(dg) est fini ce sens, nous dirons que .)t. est fini au sens de
M.A. Tarski. Nous pouvons alors classifier L(g) au point de rue
de cette notion comme il suit.

I. est fini au sens de M.A. Tarski. Dans ce cas, nous dirons
que L(dg) est du type fini.

II. n’est pas fini au sens de M.A. Tarski, mais il existe au
moins un 616ment fini dans IL(J). Dans ee eas, nous dirons que
]L(d) est du type infini.

III. Tous les 616ments de lL(d) ne sont pas finis au sens de
M.A. Tarski. Dans ce cas, nous dirons que L(g) est du type pure-
ment infini.
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Or, nous avons ]es suivants sur l’existence des dimensions num6-
riques.

(11.1) Quand L(vg) est du type fini, il existe une dimension num6-
rique D() telle qu’on air

(i) 0<D()I, D(O)=O et D()=I,
(ii) D() D(}),
(iii) entraine D()=D(),
(iv) entraine D() _>_ D(),
(v) lorsqu’on a )l _1_ , on a D(9 ) D()+D().

(11.2) Quand ]L(J) est du type infini, il existe une dimension
num6rique D() qui remplit les conditions (ii), (iii), (iv), (v)
de (11.1) et

(i’) 0 <__ D()l)<__ , D(O)=O et il existe au moins un 616ment )
de L(g) tel qu’on ait 0 < D()<= .

(11.3) Quand L(cg) est du type purement infini, il n’existe aucune
dimension num6rique D() qui remplit les conditions (i),
(ii), (iii), (iv) et (v) de (11.2).

La d6monstration de ces propositions est trouv6e dans ma note
pr6c6dente "Sur la notion de la dimension" (Proc. 1} (1943), 215).


