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18. Sur les espaces a connexion affine qui peuvent
représenter les espaces projectifs des paths, IlI.

Par Kentaro YAno.
Institut Mathématique, Université Impériale de Tokyo.
(Comm. by S. KAKEYA, M.LA., Feb. 12, 1945.)

§1. Dans les deux Notes précédentes portant le méme titre,
nous avons considéré les propriétés caractéristiques des espaces A,.1
4 connexion affine 4 n+1 dimensions qui contiennent un champ de
vecteur £ et qui peuvent représenter les espaces P, projectifs des
paths & n dimensions. Les points de P, étant représentés par les
rayons, c’est-d-dire, par les courbes définies par les équations différen-
tielles %“;—:E‘, et les paths de P, par les surfaces S; & deux dimen-
sions engendrées par les rayons rencontrant les mémes paths de A,.1,
pour que l’espace A,,; i connexion affine 4 n+41 dimensions puisse
représenter un espace P, projectif des paths 4 » dimensions, il faut
et il suffit que toutes les surfaces S; 4 deux dimensions engendrées
par les rayons rencontrant les mémes paths de A,,; soient totalement
géodésiques. Pour que toutes les surfaces S; & deux dimensions engen-
drées par les rayons rencontrant les mémes paths de A,.; soient tota-
lement géodésiques, il faut et il suffit que les composantes I7%; de la
connexion affine et celles & du champ de vecteur satisfassent aux
deux conditions

1) EA:/L: v +”?uvwew=3/ﬂ¢u+3ﬁ¢ﬂ+ 9".«»9I ’
et
(1-2) s/l;u =p3£+QVEA 5

oll nous avons désigné par le point-virgule la dérivée covariante par
rapport aux composantes /72, de la connexion affine de A,.;, par
I1%,,, le tenseur de courbure formé avec les 172, :
[Iallvw:_agzw'—ﬂ}‘ﬂ'l_nlawném—ﬂﬁw”fw’
ax” ox”
et par ¢, ¢m,D,q les fonctions des coordonnées x* de A,., ainsi
définies.

Dans une Note précédente®, le présent auteur a donné les inter-
prétations géométriques des équations tensorielles (1.1) et (1.2). L’équa-
tion (1.1) montre que notre espace 3 connexion affine admet une
collinéation sousprojective infinitésimale dans la direction de £%. L’équa-
tion (1.2) représente que le champ de vecteur & est cohérent, c’est-a-

1) K. Yano: Sur les espaces a connexion affine qui peuvent représenter les
espaces projectifs des paths, I, Proc., 20 (1944), 631-639 ; II, Proc., 21 (1945), 16-24.

2) K. Yano: Subprojective transformations, subprojective spaces and subprojec-
tive collineations. Proc. 20 (1944), 671-675.
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dire, si 'on développe le vecteur &% le long d’une courbe quelconque,
les directions successives données par &% se coupent toujours.

Or, pour étudier I’espace A connexion projective, M. D. van Dantzig?
prend les fonctions I72, homogeénes de degré moins un par rapport aux
coordonnées homogenes curvilignes #* et se transformant, par rapport
aux transformations de coordonnées homogénes, comme les composantes
de la connexion affine de I'espace 4 n+1 dimensions, ce qui revient 3
prendre un espace a connexion affine & n+1 dimensions qui satisfait,
dans le cas de sans torsion, 4 la condition

(1.3) &+ 11,,£°=0,

en d’autres termes, 'espace qui admet une collinéation affine dans la
direction de &%. Cette condition est plus spéciale que (1.1), mais, il ne
suppose pas la condition (1.2), et son espace n’admet pas nécessairement
les paths. Il trouve (1.2) comme la condition pour que son espace
admette les paths.

D’autre part, MM. O. Veblen?, J. H. C. Whitehead® et J. Haantjes?
prennent, pour étudier leurs espaces & connexion projective, un espace
4 connexion affine satisfaisant i la condition (1.8) et & la condition

(1-4) E‘: v=35

qui exprime que le champ de vecteur ¢4 est concourant®.
Dans ce cas, les paths de P, admettent les parameétres projectifs.
On sait que si les paths

P do*  da . v
, =0 et 9%y dr¥ dzt
e dt dt & Ty

de A,.; représentent le méme path de P,, c’est-d-dire, si les deux paths
ci-dessus se trouvent sur la méme surface S; totalement géodégique
engendrée par les rayons rencontrant un méme path de A,.,, les para-
métres t et & correspondant au méme point sur le path de P, sont
liés Pun & P'autre par une transformation homographique®. Pour cette
raison, on appelle paramétre projectif ¢ qui est un paramétre affine
pour les paths de A,

Dans cette Note, nous allons partir d’'un espace & connexion affine
4 n+1 dimensions satiafaisant i la condition (1.8). Alors, la condition

+11}
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nécessaire et suffisante pour que cet espace représente un espace pro-
jectif des paths 4 » dimensions est que 1’équation (1.2) soit valable.
Le but de la présente Note est de chercher la condition nécessaire et
suffisante pour que les paths de P, admette, dans ces conditions, les
paramétres projectifs au sens expliqué en haut.

§2. Considérons d’abord un espace A,,; & connexion affine a
n+1 dimensions qui contient un champ de vecteur & et qui admet
une collinéation affine dans la direction de &*. La condition nécessaire
et suffisante pour que l'espace A,., admette une collinéation affine
dans la direction de &% est qu'on ait

2.1) (8% 4 SAuf?). , + ITA 2 =0,

ol nous avons désigné par le point-virgule la dérivée covariante par
rapport aux composantes /7%, de la connexion affine de A,:;, par Si.
le tenseur de torsion et par I1%,, les composantes du tenseur de cour-
bure formées avec les I74,. C’est un tel espace que M.D. van Dantzig
a pris pour étudier son espace i connexion projective. En effet, si ’'on
prend un systeme de coordonnées dans lequel on a & =ux* I’équation
(2.1) devient

A
2.2) %%w"’+ 1,=0,

ce qui montre que les compsantes de la connexion affine sont les fone-
tions homogenes de degré moins un par rapport aux coordonnées homo-
génes curvilignes.

Comme I’a montré M.D. van Dentzig, son espace P, i connexion
projective générale n’admet pas nécessairement les paths, ce qui signifie
que, dans P'espace a4 connexion affine & n+1 dimensions ne satisfaisant
qu’a la condition (2.1), les surfaces S; & deux dimensions engendrées
par les rayons rencontrant les mémes paths de A..; ne sont pas néces-
sairement totalement géodésiques.

La condition nécessaire et suffisante pour que espace projectif
généralisé admette les paths, en d’autres termes, pour que, dans Pespace
A,..; A connexion affine & n+1 dimensions qui représente I’espace pro-
jectif généralisé P, 4 n dimensions, les surfaces S, engendrées par les
rayons rencontrant les mémes paths de A..; soient totalement géodési-
ques, est qu’on ait

(23) §.,=p8+q.8,
ou, dans le systéme de coordonnées homogenes curvilignes de'M. D. van
Dantzig,

(2.4) I}z =(p—1)5i+q.* .

L’équation (2.3) nous montre que la direction donnée par &* dans
laquelle ’espace A..; admet une collinéation affine doit étre cohérente,

1) D. van Dantzig: Theorie des projektiven Zusammenhangs n-dimensionaler
Réum, loc. cit.

J. A. Schouten et J. Haantjes: Zur allgemeinen projektiven Differentialgeometrie.
Compositio Math., 3 (1936), 1-51.
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c’est-a-dire, si I'on développe le vecteur £* le long d’une courbe quel-
conque, les directions successives données par £ se coupent toujours, par
conséquent les surfaces réglées par ces directions sont développables.

Si Pon suppose deux conditions (2.1) et (2.3) et de plus que Pespace
soit sans torsion, I’espace A,.; peut représenter un espace P, projectif
des paths.

Cela étant, prenons un systéme de coordonnées dans lequel le
champ de vecteur £ a composantes

(2.5) =45 .

Alors, les équations (2.1) et (2.3) deviennent respectivement

oIl
2.6 —& =
(2.6) P
et

2.7 113, =pol+q,6¢
Soient

dx dx” dx¥
2.8 I, OT 0T g,
(2.8) de ®odt  dt

les équations différentielles d’un path de A.,.;, o ¢t est un parameétre
affine sur le path de A,.; et soit f*(f) un systéme de solutions de ces
équations différentielles.

Alors, les rayons passant par le point (x%), étant représentés par
les équations de la forme

2= (2")+ 0},

la surface engendrée par les rayons rencontrant le path x*= f4(t) est
représentée par

(2.9 2= fH(t)+ a0},

t et o étant deux paramétres sur la surface S; 4 deux dimensions.
La surface S, est totalement géodésique.

En effet, si 'on considére le paramétre s comme une fonction de
t, les équations «*= fA(t)+s(t)0¢ représentent une courbe sur S, nous
allons déterminer la fonction o(f) de maniére que cette courbe soit
encore un path de A4,.;.

En substituant f4(t)=x*—o(t)o} dans les équations

L

on trouve, les fonctions I7%, étant indépendantes de 2,
2 y
il_.___d_"pg+ ]]ﬁv(x)( e _da 3#)( v’ _ do “v)—

de¢  de dt '
d’ol
d.’l) dx“ d.x; da dx da d2
I3, 98 O _opa Go dX” 4 29 5=0.
g T g gt ar Tl (dt) a0
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En substituant (2.7) dans ces équations, on obtient

d%? de* dx” do dx?
2.10 S 43,5 G __9pSd GV
(210) P R PR PR P

dd 2_@‘{_ gi”:_ i’_ A =
+[(p+¢10)<a de? 29, dt dt ]30 0,

ou, I1%, étant indépendantes de 2°, les p et g, ne sont les fonctions
que de f* et par conséquent on peut les regarder comme étant con-
nues. Donec, en résolvant les équations différentielles

do \2 d% de’ do
QoY _Co o, Qo
(p+a) dt) iz i at
—(p—a) B Y _ Lo _o, df* do _
(2.11) (p Qo)( dt) 7 29, & dt 0
par rapport & o, on obtient la fonction de la forme
(2.12) ”=F(t; a, B) ’

ol a et B sont les constantes d’intégration arbitraires.

Done, en prenant la fonction o donnée par (2.12), les équations
(2.9) nous donnent un path sur S; et, comme o contient deux constantes
arbitraires, on peut mener un et un seul path de A,,; qui passe deux
points arbitraiement donnés sur S; et qui est contenu tout entier dans
S;. Done, S; est totalement géodésique.

La fonction o étant donnée par (2.12), les équations (2.10) nous
donnent

& g dot Aoy do dit _
(218) gt T a T a
done, le parametre ¢ n’est pas un parameétre affine pour le nouveau
path. En posant

d’t @
do dt? di?
2.14 —2p—=_ ==
(2.14) P ( @ )2 i
di dt
on obtient, des équations (2.13),
(2.15) dzwd +”1 dxz* dx” __0’

e T dt dt

t étant le parameétre affine pour le nouveau path.

Nous allons chercher la condition nécessaire et suffisante pour que
deux parameétres ¢ et T soient liés toujours par une relation homogra-
phique.

Pour que I’équation (2.14) admette une solution de la forme
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on doit avoir

do c
2.17 —— = ,
¢ ) B dt ct+d

d’ot1, p n’étant pas nul, et ne contenant pas «°,

o &% _ & op dft ¢
(2.18) P ctrdf o dt eitd

En substituant (2.17) et (2.18) dans (2.11), on trouve
(2.19) ¢ 40 dft o _gp dft c

% o e

(ct+dE ot dt ct+d P¥ g ci+d

i
Les gldfT pouvant étre pris arbitrairement en chaque point de

I’espace, on en tire
(2.20) »g-%r=2qu et par conséquent ¢,=0.
¢

Inversement, si les conditions (2.20) sont satisfaites, les équations
(2.11) sont satisfaites par la valeur de o satisfaisant & (2.17), et les
équations (2.14) et (2.17) nous donnent

j= attd
ct+d

Done, nous avons le

Theoreme: Un espace projectif des paths P, a m dimensions étant
représenté par un espace A,.1 @ connexion affine & n+1 dimensions
qui contient un champ de vecteur & et dont la connexion affine IIZ,
satisfait aux conditions

El;p;y—l_ H?ﬂnga,:O et El;y=p8}l+qﬂel ’

et les paths de P, par les surfaces S, totalement géodésiques engendrées
par les rayons rencontrant les mémes paths de A,.i, pour que les paths
de P, admettent les parametres projectifs, soit, pour que les parametres
affines pour deux paths se trouwvant tous les deux sur une méme surface
totalement géodésique engendrée par les rayons rencontrant un méme
path soient liés Vun & Uautre par une relation homographique, il fout

et il suffit que %% =2pq; .

§3. Nous avons trouvé que dans un espace & connexion projective
dont la connexion a les composantes I74, satisfaisant aux conditions

ol 1 ap
3.1 “.=(0 et II},=pél+ o,
31) o P o o
les paths admettent les paramétres projectifs. Nous allons montrer,
dans ce dernier paragraphe, comment le paramétre projectif peut se
représenter en fonction d’'un parameétre affine sur le path de P.,.
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Soient
a2t dx* dx’
. +172, ,
3.2) de dt dt =0

les équations différentielles d’un path. En posant 1=0 et 1=1 (3,5, %,
=1,2, ...,n) respectivement dans (3.2), on obtient

dz“”"+11°(-—-) +om 92 4oty gy do A2t _,

de dt dt dt dt
et
o (PN o de® ek s ded dat _
de g T dt ) + 20T dt dt g Tl dt dt 0.
En substituant (8.1) dans ces équations, on obtient respectivement
& (d’ Y. 1 op do’ da* | po do’ do
(33) g +p( + p o dt dt = *dt dt =0,
et
a2z do® dof da’ do*
(3.4) Fr +2p & d + I, it dt =0.
Définissons un paramétre 8 par lequatlon
dt
(3.5) dt ( )
alors, les équations (3.4) prennent la forme
dx? de? dx*
X IT%, ,
(3.6) G T =0

et on voit que le paramétre s est de caractére affine.
En dérivant (3.5) par rapport & £, on trouve
i"é ( d’t )

6.7 o 0p de* d2* o i@'i—

o dt dt | T (dt) ()

En substituant (3.5) et (3.7) dans (3.3), on obtient

@t &% \*
=4 _3f dd | __o o d dz*

ds ds

ce qui montre que le parametre £ est bien de caractére projectif?.

1) L. Berwald: On the projective geometry of paths. Annals of Math., 37 (1936),
879-898; J. Haantjes: On the prejective geometry of paths. Proc. Edinburgh Math.
Soe., 5 (1937), 103-115.



