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18. ur les espaces connexion affine qui peuvent
reprsente les espaces projectifs des paths, IlL

Par Kentaro YANO.
Institut Math6matique, Universit6 Imp6riale de Tokyo.

(Comm. by S. KAKEYA, M.[._., Feb. 12, 1945.)

1. Dans les deux Notes prc6dentes portant le mme titre,
nous avons considr les proprits caracristiques des espaces A+

connexion affine n+l dimensions qui contiennent un champ de
vur et qui peuvent reprsenr les espaces P projtifs des
paths n dimensions. Les points de P tant represents par les
rayons, c’est--dire, par les courbes dfinies par les quations diffren-

tielles =$, et les paths de P par les surfaces $2 deux dimen-
dr

sion engendrs par les rayons rencontrant les mmes paths de A+,
pour que l’espace A+ connexion affine n+l dimensions puisse
representer un espace P projectif des paths n dmensions, il faut-
et il suffit que toutes les surfaces $2 deux dimensions engendrs
par les rayons rencontrant les mmes paths de A+ soient totalement
gsiques. Pour que toutes les surfaces S deux dimensions engen-
drs par les rayons rencontrant les mmes paths de A+ soient tota-
lement godsiques, il faut et il suffit que les composantes H; de la
connexion affine et celles du champ de vur satisfassent aux
deux conditions

(I.I) . +.. H. =o+o+,
et

(1.2) ; p+q,
o nous avons d6si6 par le point-virgule la d6rive covariante par
rapport aux composantes H de la connexion affine de A+,, par
fl. le nur de courbure form6 av les H"

X X

et par , ,p,q les fonctions des crdonns x de A+ ainsi
dfinies.

Dans une Note prcdente), le present augur a donnd les inr-
prtations gomtriques des quations tensorielles (I.I) et (1.2). L’qua-
tion (I.I) montre que notre espace connexion affine admet une
collination usprojective infinisimale dans la dirtion de . L’qua-
tion (1.2) reprsente que le champ de vecteur 5 est cohrent c’est--
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dire, si l’on dveloppe le vecteur le long d’une courbe quelconque,
les directions successives donnes par se coupent toujours.

Or, pour tudier l’espace connexion projective, M.D. van Dantzig)

prend les fonctions H homognes de degr moins un par rapport aux
coordonnes homognes curvilignes z et se transformant, par rapport
aux transformations de coordonnes homognes, comme les composantes
de la connexion affine de l’espace
prendre un espace connexion affine /1 dimensions qui satisfait,
dans le cas de sans torsion, la condition

(1.3) ..,, + 0

en d’autres termes, l’espaee qui admet une eollin6ation affine dans la
direetion de a. Cette condition est plus sp6eiale ClUe (1.1), mais, il ne
suppose pas la eondition (1.2), et son espaee n’adme pas n6eessairement
les paths. I1 trouve (1.2) eomme la eondition pour que son espaee
admette les paths.

D’autre part, MM. O. Veblen-, . H. C. Whiteheadz et 3. Haantjes
prennent, pour 6tudier leurs espaees eonnexion projeetive, un espaee
eonnexion affine satisfaisant la eondition (1.8) et la eondition

0.4)

qui exprime que le champ de vecteur est concou an.
Darts ce cas, les paths de P admettent les paramtres projectifs.

On sait que si les paths

d2xl d2x---t2-+IIaudx dx-0 et t- =0
dt dt d

de A/ repr6sentent le m6me path de P, c’est--dire, si les deux paths
ci-dessus se trouvent sur la m6me surface Sz totalement g6od6gique
engendr6e par les rayons rencontrant un m6me path de A+, les para-
m6tres t et correspondant au m6me point sur le path de P sont
li6s run/1 l’autre par une transformation homographiquee). Pour cette
raison, on appelle paramtre projectif t qui est un paramtre affine
pour les paths de A+.

Dans cette Note, nous allons partir d’un espace connexion affine
n+l dimensions satiafaisant la condition (1.3). Alors, la condition
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n6cessaire et suffisante pour que cet espace reprsente un espace pro-
jectif des paths dimensions est que l’quation (1.2) soit valable.
Le but de la pr6sente Note est de chercher la condition n6cessaire et
suffisante pour que les paths de P admette, dans ces conditions, les
paramtres projectifs au sens expliqu en haut.

2. Considrons d’abord un espace A+ connexion affine
+1 dimensions qui contient un champ de vecteur et qui admet
une collin6ation affine dans la direction de La condition n6cessaire
et suffisante pour que l’espace A,+ admette une collination affine
dans la direction de est qu’on air

(2.1) (.+ -S. ) +//. 0,

off nous avons d6sign6 par le point-virgule la d6riv6e covariante par
rapport aux composantes // de la connexion affine de A+,, par S.
le tenseur de torsion et par H. les composantes du tenseur de cour-
bure form6es avec les //. C’est un tel espace que M.D. van Dantzig
a pris pour 6tudier son espace connexion projective. En effet, si l’on
prend un systeme de coordonnes dans lequel on a =x, l’6quation
(2.1) devient

(2.2) OH.xq_H, 0,

ce qui montre que les compsantes de la connexion affine sont les fonc-
tions homogbnes de degr6 moins un par rapport aux coordonn6es homo-
gnes curvilignes.

Comme l’a montr6 M.D. van Dentzig, son espace P connexion
projective g6n6rale n’admet pas n6eessairement les paths, ce qui signifie
que, dans respace connexion affine z+1 dimensions ne satisfaisant
qu’ la condition (2.1), les surfaces S. R deux dimensions engendr6es
par les rayons rencontrant les m6mes paths de A+, ne sont pas n6ces-
sairement totalement g6od6siques.

La condition n6cessaire et suffisante pour que l’espace projeetif
g6n6ralis6 admette les paths, en d’autres termes, pour que, clans l’espace
A+, connexion affine R +1 dimensions qui repr6sente l’espace pro-
jectif g6n6ralis6 P R ,t dimensions, les surfaces S engendr6es par les
rayons rencontrant les m6mes paths de A+, soient totalement g6od6si-
ques, est qu’on ait

(2.3) :, p,+q,,
ou, dans le systhme de coordonn6es homogbnes curvilignes de. M. D. van
Dantzig,

(2.4) /.." (v 1)+q.z

L’6quation (2.8) nous montre que la direction donn6e par dans
laquelle l’espace A+, admet une collin6ation aifme doit 6tre coh6rente,

1) D. van Dantzig: Theorie des projektiven Zusammenhangs t-dimensionaler
Rum, loc. cit.

J.A. Schouten et J. Haantje" Zur allgemeinen projektiven Differentialgeometrie.
Compositio Math., 3 (1936), 1-51.



100 K. YNo. [Vol. 21,

c’est--dire, si l’on dveloppe le vecteur le long d’une courbe quel-
conque, les directions successives donnes par se coupent toujours, par
consequent lee surfaces rles par ces directions sont dveloppables.

Si l’on suppose deux conditions (2.1) et (2.3) et de plus que l’espace
soil sans torsion, l’espace A/ peut representer un espace P proectff
des paths.

Cela tant, prenons un systems de coordonnes dans lequel le
champ de vecteur a composantes

(2.5) =o
Alors, les quations (2.1) et (2.3) deviennent respectivement

(2.6) H =0xo

et
(2.7) Ho V+q5o

Soient

d2x .. dx dz_0(2.8) -at*-+II at dt

les quations diffrentielles d’un path de A+, off t est un paramtre
ane sur le path de A,+ et soit if(t) un sysme de solutions de ees
quations diffrentielles.

Alors, les rayons passant par le point (a)0 ant represents par
les quations de la forme

]a surface enffendr par
reprsenL par

(2.9)

eL e LanL deux paramLres s ]a surface deux dimensi6ns.
La surface 2 eel tot]ement godsique.

En effet, si ]’on considers ]e paramtre somme une foncLion de
t, ]es quaLions =f()+()a reprennL une cour sur $2, nous
a]]ons dLerminer ]a foncLion () de manire que ceLLs co soil
encore un path de A+I.

En subsLiLuant f()=--e(t)a dane ]es quaLions

d
H(y) =0,

on trouve,

dt dt dt dt dt dt
d’ofi

dt. I1 dx dx 211o da _dx._ +11, ( da d*a
dt dt dt dt
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En substituant (2.7) dans ces 6quations, on obtient

d2x(2.10) d-----t-11 dx dx 2p da dx
dt dt dt dt

+ (P+qo)\/ dr" dt dt

off, I1 6tant ind6pendantes de x, les p et q ne sont les fonctions
que de f et par cons6quent on peut les regarder comme 6tant con-
nues. Doric, en r6solvant les 6quations diff6rentielles

( d ) d2 2q dx d(P+qo)--dt dt dt

da da dff da(2.11) =(P-q0) --- ----2q -0
dt / dt2 dt dt

par rapport a, on obtient la fonction de la forme

(2.12) a=F(t, a, ),
off a et / sont les constantes d’int6gration arbitraires.

Donc, en prenant la fonction a donn6e par (2.12), les 6quations
(2.9) nous donnent un path sur S et, comme a contient deux constantes
arbitraires, on peut mener un et un seul path de A.+ qui passe deux
points arbitraiement donn6s sur S et qui est contenu tout entier dans
S.. Donc, Sz est totalement g6od6sique.

La fonction a 6rant donn6e par (2.12), les 6quations (2.10) nous
donnent

d’x dx da dx(2.13) --d---+ I1
dx’ 2p -0
dt dt dt dt

donc, le paramtre t n’est pas un paramtre affine pour le nouveau
path. En posant

d2t
da d2

(2.14) --2p
dt ( dt

\ d/

on obtient, des 6quations (2.13),

(2.15)
dl +II -dx dx -0

d dt

t 6rant le paramtre affine pour le nouveau path.
Nous allons chercher la condition n6cessaire et suffisante pour que

deux paramtres t et soient li6s toujours par une relation homogra-
phique.

Pour que l’6quation (2.14) admette une solution de la forme

(2.16) ._ at+b
ct+d
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on doit avoir

da ___c(2.17) P dt ct-bd

d’o, p n’tant pas nul, et ne contenant pas x,
(2.18) p d2a cP op df c__

dt (ct+d)" dt ct/ d

En substituant (2.17) et (2.18) da (2.11), on trouve

(2.19) qO(ctTd)T
op df c 2pq df c -0x dt ct+d dt ctTd

s df uvant tre pris arbitrairement en chaque int de

l’espace, on en tire

(2.20) 8P -2pq et par conquent qo=Ox
Inversement, si les conditions (2.20) sont satisfais, les quations

(2.11) sont satisfais par la valeur de a satisfaisant (2.17), et les
quations (2.14) et (2.17) nous donnent

ct+d

Donc, nous avons le
Theorme" Un pe projectif d paths P n dime dtant
reprentd r un pace A,+ cnexion a n+1 dimeo
qui contient un champ de vecteur et dt la cnexion a H
satait aux coiti

H.fl 0 et p+q
les paths de P, par les rf S totalement gdoddsiques engendr

par les ray rencontrant les mes pat de A+, pour que
de P admettent les paramOtres ojtifs, st, pour que les paramOtres
anur dx pat se trvant to les ux r une rface
totalement gddque engrde par les rayo reontrant un me
path soient lids l’un l’autre par une relati homographique, il faut

P 2pqet il t que

3. Nous avons trouv que dans un espace connexion projtive
dont la connexion a les composans H satisfaisant aux conditions

(3.1) -H-=0 et H=p+-- ,
x 2p Ox

les paths admettent les paramtres projtifs. Nous allons montrer,
dans ce dernier paraaphe, comment le paramtre projtif ut
reprsenr en fonction d’un paramtre affine s le path de P.
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Soient

(3.2) dx e//d d 0
dt2 d$ dt

les quations diffrentielles d’un path. En posant 2 0 et -i (i, j, k,
=1, 2, ..., n) respectivement dans (3.2), on obtient

et

d +.0 ( d V d d
d "’\-)+211dt dt

.zTd d o
dt dt

 Ui.d dt dt

En substituant (3.1) dans ces luations, on obtient respectivement

(3.3) da) 1 Op d dd" +p +
dt - p O dt dt

n$d d o
dt dt

D6finissons un paramtre s par l’6quation

(3.5) 2--- d / &/’

alors, les uations (3.4) prennent la forme

(3.6)

et on voit que le paramibtre s est de caracthre afline.
En d6rivant (3.5) par rapport t t, on trouve

\ds/(3.7) 2-
Ox dt dt

En substituant (3.5) et (3.7) dans (3.3), on obtient

(3.8) {t,}= ds 3 2p// dx d
dt 2 dt--] & ds

ce qui montre que le paramtre test bien de caractbre projectif).

1) L. Berwald" On the projective geometry of paths. Annals of Matl, 37 (1936),
879-898; J. Haantjes" On the prejective geometry of paths. Proc. Edinburgh Math.
Soc., 5 (1937), 103-115.


