Représentations unitaires d’'un groupe de Lie
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Résumé

Soient G un groupe de Lie connexe et 7t une représentation unitaire de
G dans un espace de Hilbert H, non séparable. Pour chaque ensemble in-
fini I, on définit la représentation unitaire 7ty = (#I)7r de G dans l'espace
Hz, = (#I)H . Alors, on montre que I'ensemble moment généralisé de 71;
caractérise 7t a quasi-équivalence pres.

Abstract

Let G be a connected Lie group and 7t a unitary representation of G on
a non separable Hilbert space H . For any infinite set I, we define the rep-
resentation 717 = (#I)7r of G on Hz, = (#I)Hr. Then, we show that the
generalized moment set of 7t characterize 7t up to quasi-equivalence.

1 Introduction

Soit G un groupe de Lie d’algébre de Lie g, de dual g* et 77 une représentation
unitaire de G dans un espace de Hilbert H ;. On désigne par H}; le sous-espace
des vecteurs C* de H,. Dans([7]), Wildberger a défini 1’application moment ¥
de 7t de la maniére suivante : Pour tout ¢ de HY \ {0}, I’élément ¥ (&) de g* est
défini par

1<dn(X)¢, ¢ >
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, X €g. (1.1)
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L’ensemble moment I; de la représentation 7 est 'adhérence dans g* de I'image
de l'application moment. Wildberger a donné une description explicite de
I'ensemble moment I; dans le cas des groupes de Lie nilpotents connexes et sim-
plement connexes. Plus précisément, il a montré que si 77 est une représentation
unitaire et irréductible alors 1’ensemble moment I; est la fermeture de 1'enve-
loppe convexe de l'orbite coadjointe O associée a 7t par la théorie de Kirillov.
Ceci a été généralisé par D. Arnal et ]J. Ludwig ([2]) en particulier au cas des
groupes de Lie résolubles connexes.

Malheureusement l’application moment ne permet pas de retrouver directe-
ment |'orbite coadjointe 0. Déja dans le cas nilpotent, un contre-exemple a été
donné par Wildberger montre que deux orbites coadjointes distincts peuvent la
méme enveloppe convexe.

Afin de séparer des représentations unitaires et irréductibles de G au moyen
de I'application moment, A. Baklouti, . Ludwig et M. Selmi dans ([3]) ont étendu
la définition de ¥, () aux éléments de 1’algébre enveloppante U (g€) de G. Ils ont
défini I'application moment généralisée ¥ ,; de la maniere suivante : Pour tout A
de U(g®) et tout ¢ de HZ \ {0},

(1.2)

¥(2)(A) = Re <1< dr(A)g,¢ >) |

i < C>

L'ensemble moment généralisé J(77) associé a la représentation 7t est 'enveloppe
convexe de I'image de l'application moment généralisée.

Dans ([1]) nous avons montré que la séparation des représentations unitaires
et irréductible d'un groupe de Lie connexe est possible a 1’aide de ’ensemble
moment généralisé.

Le but de ce papier est de montrer qu’on peut séparer les représentations uni-
taires d’un groupe de Lie connexe dans un espace non nécessairement séparable
en restant dans le cadre de I’application moment généralisée. Pour cela, on définit
pour chaque représentation unitaire 7t de G, une représentation 7; = (#I)7r de G
dans Hz, = (#I)H, ot I est un ensemble infini. Alors, on montre que I’ensemble
moment généralisé de 71 caractérise 7t a quasi-équivalence pres.

2 Ensembles moment et multiples d’une représentation

2.1 Multiples d’une représentation

Définitions 2.1. On dit que deux représentations unitaires (77, H) et (o, H,)
d’un groupe de Lie connexe G sont :

i) unitairement équivalentes, s’il existe une transformation unitaire ¢ de H,
sur H, telle que :

pon(g) =p(g)od, g€C. 1)
Dans ce cas, on note 71 >~ p.

ii) quasi-équivalentes, s’il existe un ensemble infini I tel que 7 et p; sont uni-
tairement équivalentes et on note 77 ~ p.
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Définitions 2.2. Soient H{ un espace de Hilbert et (;);.; une famille d’éléments

de H.

i) On dit que la famille (¢;);-; est sommable de somme ¢, si pour tout e € R*,,
il existe une partie finie J. de I telle que pour toute partie finie Jc C K C I,

ona:
'5—2@'

i€eK

< €.
H

Dans ce cas, onnote { =Y ;< ;.

En particulier, si (¢;);-; est sommable alors I’ensemble I' = {i € I,§; # 0}
est au plus dénombrable.

ii) On dit que la famille (;),.; vérifie la condition de Cauchy, si pour tout
€ € R%, il existe une partie finie J de I telle que pour toute partie finie L de
I disjointe de J., on a:

< E.
H
En particulier, toute famille qui vérifie la condition de Cauchy est sommable
et réciproquement.

Y ¢

i€l

Soient G un groupe de Lie connexe et 77 une représentation unitaire de G et

dans un espace de Hilbert H ;. Pour tout ensemble infini I, on définit la représen-
tation 7t} = (#I)7r ainsi :
On considere une famille (#;);.; d’espaces de Hilbert unitairement équivalents a
H - par une transformation unitaire ¢; : H — H;, on définit sur chaque H; une
représentation 7t; équivalente a 7t par ¢; (71; = ¢;o0 o 4)1._1), on définit 1'espace
H #, somme hilbertienne des H,; :

i€l

Hp, = DierHi = {Zé, Gi € M, (HC:‘H%{,-)

est sommable } (2.2)
icl

avec:

O Gl Y midaa, = (il (2.3)

iel  jel il

et la représentation 71; : G — H, par:

fr(g)()_ &) =) mi(g)&i, g€G. (2.4)

i€l i€l
En particulier, si I est un ensemble infini dénombrable (I est équipotent a IN), on
note 711 = 7T = Ny7r avec :

Hzr = @flo:oﬂn = {Z Cn, Cn € Hn, Z HgnH%-Ln < oo}
n=0 n=0

et

f((g) (i()‘?z) = iﬂn(g)én, g¢e€G.
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Lemme 2.3. Soit (71, H ) une représentation unitaire d’” un groupe de Lie connexe G,
I et | deux ensembles tels que #1 > #] et #1 est infini. Alors, ona :

ﬁ'I ~ (ﬁ])l ~ (ﬁf])]
Démonstration. On montre d’abord que 7t} et (7%7 )
Posons :

; sont unitairement équivalentes.

et

(), = 7'1(7?])1 = ®ic10i(H)).

ou ¢;, Tj, B; sont des transformations unitaires vérifiant I'équation(2.1).

—

Pour chaque (i, j) de I x ], on définit le sous-espace H; ) de (H)), par:

Hij = 0i (¢;(H)) -
Par construction, I'application ¢; ; = 0; o ¢; est une isométrie surjective de H

dans H; ;). Ainsi, la restriction de (7}); a 'espace H; ;) est une représentation
notée par TU(i,f)-

Soit {;’ (i,j) = Oi (gbj(é(i,j))) unvecteurde H; ;) (§; ;) € H), alors {;’ ) appartient
a 91'(7:[]) = (7:[])1' etona:

(), (2) (E(j,i)) =0 (ﬁf(g)¢f(5<i,j>)) =0 (<Pj(7f(g)‘§<z’,j>)> € Hij)-

Enfin, on a bien str :

(L)), = ®ic10i(H)) = Bicibi (Djej¢j(H)) = B i j)erx M1 i,))-

—_—

Un vecteur (& 7); de (H 7); 8’écrit donc d’une maniére unique

(/é\])lz Z "Pl]

(i,j)elx]
avec §(; ;y € H pour tout (i, j) et (Hg(l}]’) H2> i i)eIx] est sommable de somme :
|@)|| = 1217
)elx]

De plus :

:]>

((Z Lpl] )> Z ‘/’11( C ))'

elx] (i,j)elx]
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Soit ® une bijection de I sur I x J. On définit une application T de | dans

—_—

(7:11)1 par:

T (ZT€(§€)> = Y 9 (Goip) -

lel (i,j)eIx]
T <Z Te(@e))
lel

L’application réciproque de T est bien stir S : (H 1 — H avec:

((UEX}IP (i,j) ( )) = %Te (5@(2)) .

TOS( Y lPl] ) T(Zw Sa(0) )
(i,j)eIx] lel

Par construction, T est isométrique :

2

Y w(ér)

lel

2
=Y lelr= ¥ o] =

lel (i,j)eIx]

En effet :

—_

De plus, T entrelace 7t et (7‘(])1, en effet, pour tout g € Geté, € H,ona:

T (ﬁﬂg)(ZTAQ))) =T (Z n(n(g)@))
tel tel

= L b0 (ko)

(Lj)erx]

= ("), (®) ((‘ X Y <5<I>1(i,j>))
ij

J)EIX]

(77),(3) (T (% m))) .

De la méme maniere, on construit un opérateur d’entrelacement qui entrelace

—

(ﬁf[)] et 7%1. u
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2.2 Ensembles moment complet et généralisé

Définitions 2.4. Soit 7T une représentation unitaire d'un groupe de Lie connexe
G.

i) On appelle ensemble moment généralisé de 7 qu’on le note par J(77),’enve-
loppe convexe de I'ensemble des formes @z de U/ (g)* définies par :

A s P G<dﬂ(A)€!€>) e 25)

ii) On appelle ensemble moment complet de 7t qu’on le note par J(77), 'ensem-
ble des formes &D@n) de U(g)* définies par :

A Yo (At ) 2.6

n=0

ol (&n)nen est une suite de vecteurs C* de H telle que :

Y lIEall? =1, ) dr(A)Zu* < oo, VA € U(g).

n=0 n=0

Lemme 2.5. Soit (71, H) une représentation unitaire d'un groupe de Lie connexe G.
Alors, pour tout ensemble infini I, on a :

Démonstration. Soit HZ le sous-espace des vecteurs C* de Hz,. Un calcul simple
montre que :

s, = {51 = Y ¢u(@); & € M3, (ldm(A)E|?) | estsommable VA € U(g)

icl
(2.7)
En effet, si un vecteur ¢; = Y;c; ¢i(&;) est différentiable, alors chaque vecteur ¢
est différentiable. De plus, pour tout A est dans U(g), on a : ([[d7(A)(&;)I1%);;
est sommable avec :

dn =) ¢i (dm(A)(G)), Nl (A)EI* =} ldm(A) ()]

i€l icl

Réciproquement, soit ({;);c; est une famille de vecteurs C*° de H , vérifiant pour
tout A de U(g), (ld7t(A)(Zi)[|?),; est sommable. Alors, il existe une famille au
plus dénombrable vérifiant la méme propriété (on peut se ramener donc au cas
séparable). Le vecteur ¢; = Y, ¢:(&;) est bien défini dans H z,. De plus, on peut
dériver a I’origine 1’application :

t Ay(exp tX) (&) =Y ¢i(m(exp tX)E).

iel
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En effet, pour tout X de g, le vecteur 7; = Y ;c; ¢;(dr(X)E;) est un vecteur bien
défini de H », et on obtient :

Ai(exp tX)(§1) — & 7 2

t ) 7T(exp tX)(Ci) —% _ an(X)E

lim
t—0

= hmz

t—>01€1

Cependant, pour tout réels A ett, on a:

T (M): (M_A)Z <o

eit)x -1

—iA
t t

Dong, si la décomposition spectrale de drr(X) est dmr(X) = [giA dE,, on peut
écrire pour tout i :

2

d(EA (i), Ci)

2_/6
H, /R

< /IR 202 d(EA (&), &), = 2 | dm(X)E 2, -

it)\_l

—iA

H 7t(exp Di)(éi) —8 (X,

Maintenant, pour tout partie finie K de I, les sommes partielles :

2

(exp tX)(Gi) —Gi drt(X)¢i

t
2)
icl

est sommable de somme supy; Sx. Donc, d’apres le théoreme de convergence
dominée de Lebesgue on a :

Sc=Y

icK

sont majorées par 2 Y ;. ||d7r(X)(&)|?, donc la famille

(H rlexp BX)@) ~ & 4o

t

2

Ari(exp tX)(Er) — &1 = 0.

t

mi(exp tX)(Gi) = Gi
t

lim
t—0

Zh

le]t—>0

—dn(X)g;

Ainsi, ¢ est un vecteur du domaine de d#;(X) etona:

A (X) (&) ==Y ¢i(dn(X)(&))

icl

Par récurrence, on montre de méme que pour tout A, le vecteur ¢; est dans le
domaine de d7t;(A).et que :

dni(A)(&r) =) ¢i(dm(A

icl

Ainsi, ¢1 est un vecteur C* de H,.
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Soit maintenant f un élément de J(7r). Il existe donc une suite (&) de vec-
teurs de H telle que ¥, ||d7t(A)&,]|> < oo pour tout A de U(g). Comme I est
un ensemble infini, il contient donc un sous-ensemble | équipotent a IN. Par
conséquent, le vecteur -, ¢u(Gn) = Yiej ¢j(G;) = &1 est de norme 1 et dans HE
Ainsi, pour tout A de U(g), on a

F(A) = Y {d(A)Zulgn) = Y (dm(A);1)) = (dA1(A)EIIE).
n i€l
Par suite f est dans J(71).
Réciproquement, si f est dans J(77), il existe une suite finie de vecteurs égk) de

HZ, et une suite de nombres positifs A telles que :

m—1 m—1

1EP =1, AW =1, et f(A) = ¥ AW @r(A)EY 169, A cu(g).

k=0 k=0

Remarquons que chaque vecteur {fgk) s'écrit ) ;g (Pi(é’fk)) avec Y ic; ||§’1.(k) 1> = 1.
De plus, pour tout A de U(g) la famille (||d7T(A)§fk) ||2> ., est sommable.
1€
Posons alors pour tout A € U(g), k€ {0,--- ,m—1}eti € I:

F9A) = (@dr(a)e® ey,

On a alors :

ZZA

=0 i€l

La famille ( fl.(k) (A)) - est sommable, elle vérifie donc la condition de Cauchy.
1€

Soit n € IN¥, il existe une partie ],sk) de I tel que si L une partie de I disjointe
de ]r(,k) ona:

I

ielL

:I»—\

On peut supposer que ]r(,k) C ]7(1]:21. Donc, on peut écrire ]r(,k) comme réunion dis-
jointes des ensembles suivants :

n—1
LS")=(U I\ )Uh-

p=1

Posons :

Zf

]ejn
La suite (Sg{) (A)) N est de Cauchy :
n
1
Isia-s@|=| T <.,

il
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elle converge vers ) ;c; fl-(k) (A).
Dans ce cas,on a:

Y £9(4) = 1im s (4)

icl nree
) n—1
=lm ), ) )+ £
”:1]'61;’521\],9 jer”
o0
= Z Z £9(4) + Z £
B ]€]p+1\]l’ ]611

Posons :

= Y ¢@"), p>1

je],(ffﬁl\fé”

24’]

]€]1

Dans ce cason a:

Y 90a) = Y () + (A )

iel p=1
= Y (dr(A)n iy
p=0

Par conséquent :

m—1 00
FA) = Y AW Y (dn(A)y np”)
k=0 p=0

Maintenant, posons

Hpm+k = VA ’7p (0 <k <m).

On a alors :

leﬁnll2 ZA Y 1P =1

p=0

et

Z A)ultn),

donc f appartient a (7). ]
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3 Représentations unitaires et application moment complet

Theorem 3.1. Soient 7t et p deux représentations unitaires d'un groupe de Lie connexe
G. Alors, 1t et p ont méme ensemble moment complet si et seulement si elles sont quasi-
équivalentes.

Démonstration. Si 7w et p sont quasi-équivalentes, il existe un ensemble infini [
tel que 7t = (#I)7 et p; = (#I)p sont unitairement équivalentes, elles ont donc
méme ensemble moment :

J(r0) = J(71) = J(p1) = (p)-

Réciproquement, supposons que J(7r) = J(p). Considérons ’ensemble V' de
toutes les familles V = (§;);c; de vecteurs analytiques de norme 1 de H tels que
sii # j, alors (71(g)¢;|¢;) = 0 pour tout ¢ de G. On ordonne V par inclusion.
On obtient un ensemble inductif. D’apres le lemme de Zorn , il existe une famille
maximale W dans V.

Pour chaque i € I, on note K; la fermeture de I'espace engendré par les 71(g)C;.
On abien stir K; L K;sii # j. Eneffet:

(=1

<2Ak7c 8k gz

ange > Z/\kw< (gr) gi)§i|§j>=0.

Par continuité du produit scalaire, si v; appartient a K; et v; a K, on aura aussi
v; L ©v;. On peut donc considérer le sous-espace de Hr formé par la somme
hilbertienne des ;. En fait, on a ®;K;c; = H,. Pour chaque K;, il existe une
isométrie partielle T; de K; sur un sous-espace de H, donc une isométrie par-
tielle T = ®;c;T; de H, sur un sous-espace de Hﬁz'

Dans [1] (Lemme 5.1), nous avons montré que pour tout vecteur analytique ¢; de
Hr, il existe une suite (77(; x)) de vecteurs analytiques de H, telle que:

[ee]

(n(2z12) = Y- {p@ i 164 )

k=0

Maintenant, on peut construire un opérateur d’entrelacement T; entre 77|, et g.
On considere Hy = @5 .60k (H,), on pose alors :

<ZA7'cgp ) ZZAGk( ()>.

Ainsi, T; s’étend d"une maniére unique en une isométrie partielle de K; dans H;.
Cette isométrie est un entrelacement entre 77|, et § (voir [1]).

En inversant les roles de 7t et p, on trouve de méme un ensemble | et pour
chaque j de | un sous-espace invariant H; dans H, et un opérateur d’entrelace-

ment T7 entre p|xs et 7.
]
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On définit 'application linéaire T = ®;c;T; : Hy — Hﬁz = ®jc1b; (’Hp) par:

r (z) Y0 (T
iel iel

T est un opérateur d’entrelacement entre 77 et §,, en effet :

T <iezlvi>

De plus, pour tout g de G, on a:

2 2

2
)i

iel

Y0 (Ti(vy))

iel

=Y T = ) lloil® =

iel iel

Il

)

—

=

6 /r?/_\

et

=

)
~—

Il
=Y
~~
ey
o
)
N—"
—
=
—~
RS
N—
N—
N—

{'T\.
—~

Il
et
—
=
~—~
=
o
oQ
~—
£
~—
N~—

{'T\.
—~

( )()_vi) ) (Tom(g)) () i)
iel iel

De méme, il existe un opérateur d’entrelacement T’ entre p et 7.

Soit L un ensemble infini de cardinal supérieur aux cardinaux de I et de J.
On a vu que si I est infini, p, était unitairement équivalente par U & f;. On a donc
un entrelacement isométrique S = U o T entre 7t et p;. Comme L contient une
partie isomorphe a I, f; est une sous-représentation de g; et on a construit un
entrelacement entre 7t et pr. Si I est fini, 51 est équivalente a p et donc on a un
entrelacement entre 7 et . Comme L est infini, en procédant comme ci-dessus,
on obtient un entrelacement entre 7t et ;. Finalement, on construit un opérateur
d’entrelacement

Su: May = Brerde (Hr) — Mg = Seerle (MHp,)

S (Z 4’4(W)> =Y 0, (S(v
leL leL

avec
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Comme ,@AI ; est unitairement équivalente par U a o1, on a donc un entrelacement
isométrique V = U o S entre 7] et p;. Avec les notations de J. Dixmier ([4], p.101),
ona 7ty < fr.

En renversant les roles de 7t et p, on a aussi p; < 7. Ainsi, 771 et pr sont
unitairement équivalentes et par conséquent 7 et p sont quasi-équivalentes. =

Maintenant, si G est un groupe de Lie et 7 une représentation unitaire et
irréductible de G, alors 'espace H, de 7t est séparable. Dans la plupart des cas,
les représentations unitaires qu’il est naturel de considérer se réalisent aussi dans
des espaces séparables. Dans le suivant paragraphe, nous allons voir un exemple
de représentations non séparables naturelles d'un groupe de Lie G.

4 Exemple : Groupe de Mautner

Soit G le groupe de Mautner, le groupe de Lie résoluble connexe et simplement
connexe formé par les matrices complexes 3 x 3 de la forme :

et 0 2z
M(t,z,w)= |0 e wl], teR,w,zeC,
0O 0 1

ou « est un nombre réel irrationnel. En fait, G est le produit semi-direct de R par
R* muni de la loi de multiplication suivante :

(t, Z,w).(t/,z’, w’) = (t+ t z+ Z’eit, w4 w/eizxt)'
Son algebre de Lie g est de dimension 5 dont une base est
0
1

0 0 01 0 0 i
T = 0)], X=10020), Y=100 0],
0 0 00 0 00

OO =,

0

0 00
Uu=1001), V=
0 00

o O O
S OO
S =~ O

avec les relations de commutations non triviales :
[T, X +iY] = —i(X+iY) et [T,U+iV] = —ia(U +iV).

Posons Z = X +iY et W = U +iV. L'action coadjointe de G sur le dual g* de
g est donné en tout point f = TT* +aZ* + bW* € g*, (f = f) par:

G f _ {T/T* —|—ae_itZ* —|—b€_mtw*, (T/, i’) e RZ}.

Ainsi, les G-orbites dans g* sont des cylindres de dimension 2 dont les bases sont
dense sur la surface du tore

Tjq ) = {(x,y) € C2, |x] = al, [yl = |b]}.
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Considérons la représentation réguliére R du groupe G. Elle agit dans L?(G)
par translation a droite et s’écrit :

(R(t, & mf)(t,z,w) = f(t+ 7,2+ ¢'C,w + ).

Kirillov a donné deux décompositions différentes de R en composantes irréduc-
tibles. D’abord, il a montré que T est la somme continue des représentations Uy
(x,y € C) qui agissent dans L?(R) suivant la formule :

(Usy (7, &) py) () = 7 g (14 7), tER.
Alors, les représentations Uy, (x,y € C) sont irréductibles vérifiant :
Uyy ~ Uy, < 3t € Rtel que x’ = xe' ety = ye™’.

Ensuite, il a décomposé R en somme continue des représentations V; s
(r >0, p >0, s € R) qui agissent dans L?(T},,) de la maniére suivante :

iRe(Ts+eTxl+e*Ty7)

(Vr,p,S(Tr Cr’?)ﬁor,p)(xr}/) =e gor,p(xeiT, yeiM)r (x,y) € Ty p.

Ou T, est le tore de dimension 2 dans C>.
Les représentations V;, s sont alors irréductibles telles que :

Vips = Vips & 85— s eT=Z+aZ.

De plus, aucune des représentations V7 , s n’est équivalente a Uy .

Considérons maintenant les représentations non séparables T(, ;) et 5, ,) du
groupe G qui sont définies

Tirp) = DoerrUrein gy €8 S(rp) = SserrVrps:

Les représentations T, ,) et S, ,) ne sont pas quasi-équivalentes. Donc, les en-
sembles moment J(T(, ,)) et (S ;) sont différents bien qu'au niveau de l'algebre

de Lie g, ils coincident avec R x T, .
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