Applications du calcul fonctionnel harmonique
dans une algebre de Banach involutive quotient

M. Akkar H. Arroub

Abstract

We define the spectral radius and Ptak’s function on a quotient involutive
Banach algebra and we extend certains results of V.Ptak to thes quotients.
As an application of functional harmonic calculus we obtain theorem similar
to those of K.Fan and Von Neumann.

Introduction

Soient A une algebre de Banach involutive unitaire (non nécessairement commutative),
a un idéal bilatere auto-adjoint et distinct de A tel que o est un sous-espace de
Banach de A (cf LLWAELBROECK [6] ). @ devient un idéal de Banach de A
( ¢f LWAELBROECK [7] ) et linvolution de o dans a devient continue. A/«
est dite une algebre de Banach involutive quotient. Soit @ un élément de A/«
le spectre de a dans l'algebre A/a est noté par sp,a. sp,a est un compact non
vide de C. On pose pa(a) = sup{|A| |\ € spaa} et |ala = pala*a)'’? . On suppose
en outre que A est hermitienne. Alors 'algebre involutive A/« est hermitienne (cf
lemme 1 ). Nous montrons que |.|, est une semi-norme de 'algebre involutive A/«
(cf lemme 7 et lemme 9 ) et que p, < |.|o (cf lemme3). Si on prend & = 0 on
retrouve des résultats de V.PTAK [4]. En utilisant le calcul fonctionnel harmonique
dans une algebre de Banach involutive quotient [1] , nous étendons le théoréme de
K.FAN [3] et le théoreme de VON NEUMANN (K.FAN [3] ) au cas d’une algebre
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de Banach involutive quotient (théoréme 1 et théoreme 2 ), ainsi que les résultats
de A.ELKINANT [2] ot v = 0.

Dans toute la suite, sauf mention expresse du contraire, A sera une algebre de
Banach involutive unitaire, o un idéal bilatere auto-adjoint et distinct de A.

Lemme 1

Si A est hermitienne alors 1’algebre involutive A/« est hermitienne.

Preuve :

Soit ~ un élément hermitien de A /a , montrons que sp,h C R. On va raisonner
par 'absurde. Soit A € sp,h, A\ = s+ it,(s,t € R). Supposons que t # 0 ,
on pose @ = ¢t '(h — s). @ est un élément hermitien de A/ et i € spya. Donc
0 € 1+ spa(a®) =1+ spa(a*a) C 1+ sp(a*a) . Or a*a > 0 car A est hermitienne
(cf S.SHIRALI and J.W.FORD [5]). Donc 0 > 1 ce qui est absurde.

Soit @ un élément de A/« , spya le spectre de @ dans l'algebre A/a. spya est
un compact non vide de C. On pose py(a) = sup{|A| |\ € spaa} et |alo = pa(a*a)'/?.

Dans toute la suite A sera supposée en outre hermitienne.

Lemme 2

Soit a un élément de A. Alors on a : |al, < 1 si, et seulement si, 1 — a*a > 0
dans A/a.

Preuve :

Supposons que |a|, < 1, c’est a dire que py(aa) < 1. On a sp,(1 — a*a) =
1 — spa(a*a) et spy(a*a) C sp(a*a). A est hermitienne, donc a*a > 0 [5] . Comme
pa(a*a) < 1 alors 1 — sp,(a*a) Clo+ oof , autrement dit 1 — a@*a > 0 dans A/a.
Inversement, supposons que 1 — a@*@ > 0 , c’est a dire que 1 — spo(a*a) Clo + ool.
Comme sp,(a*a) C sp(a*a) C [o+ oof alors sp,(a*a) C [0,1]. spa(a*a) est compact,
donc py(a*a) < 1 ou encore |al, < 1.

Lemme 3

Pour tout élément a de A on a p,(a) < |ala.
Avant de prouver ce lemme faisons la remarque suivante :
Remarque : Pour tout élément a de A on a p,(a*a) = p,(aa®) et |al, = |a*|a-

Preuve de la remarque :

La deuxieme égalité découle de la premiere. La premiere découle du fait que si
A est une algebre unitaire quelconque on a les égalités suivantes : sp'a = spa U {0}
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et sp'ab = sp'ba pour tout a et b dans A ou sp ’ désigne le spectre dans 1’algebre
obtenue par adjonction d’une unité a A.

Preuve du lemme 3 :

Tout revient a montrer que |A| < |a|, pour tout A € sp,a. Ou encore si |A| > |alq
alors A — a est inversible dans A/« . Ou encore si || > |a|, alors A — a est inversible
a gauche dans A/« car |alo = [a*|o. On pose T = A~'a . Tout revient a montrer que
si |z|o < 1 alors I — & est inversible & gauche dans A/a. Supposons que |z, <1,
d’apres le lemme 2 on a 1 —#*% > 0, il existe alors h hermitien dans A/ tel que
h? =1 — &% (cf proposition 8 [1] ). Comme 1 — Z* est inversible il en est de méme
pour h.

I+#V1-d)=1+8" —i—-#F=0+i" —i=n1+nYF —3)h k.

Pour conclure il suffit de prouver que 1+ h Y(#* — )h ™" est inversible dans A/a.
En effet, on pose § = h™'(Z* — #)h™" , i§j est hermitien dans A/a. Comme A/a est
une algebre involutive hermitienne (cf lemme 1) on aura sp,y C iR, parsuite 147

est inversible dans A/a. n
| || désigne la norme de Palgebre A et || ||' la semi-norme quotient définie sur

A/a. || || est une semi-norme d’algebre involutive.
Lemme 4 :

1 ) Pour tout élément a de A/« E)m |a™||’ m existe.

2) Pour tout élément a de A/a on a ||al|’ > pa(a) > nim Ha”H'l/”

3) Pour tout élément hermitien @ de A/« on a p,(a) = nﬂg—loo Ha”H'l/”

4) Pour tout élément normal @ de A/a on a p,(a) = nig—loo @

Preuve :

1) Découle du fait que dans une algebre semi-normée quelconque (A,p)
lim p(a™)"/" existe. Pour se faire on se raméne au cas normé en considérant

n—-+00
I’algébre normée (A/p~*(0),p), p(@) = p(a) ou @ est la classe d’équivalence de a
modulo p~*(o).

|

2) Pour prouver l'inégalité p,(a) z hm |a on considere le complété B de

l’algébre semi-normée (A/a, || ||') et on utlhse le fait que sp,a contient le spectre de
a dans B. Pour prouver I'inégalité ||a||" > p.(a) on utilise le fait que spaa C sp(a+1)
pour tout x € «.

3) Soit @ un élément hermitien de A/« , il suffit alors de prouver 'autre inégalité

pala) < lim Hd”H’l/” En effet po(a) < |ala = pa(a®)'? (lemme 3 ). Donc pour

n—->--+400
tout n > 2 pair on a py(a) < Hd”H'l/” . On fait tendre n vers +oco et on obtient le
résultat cherché.
4) 11 suffit de prouver Iautre inégalité po(a) < lim [|@"(|""/™. En effet po(a) <

n—--+400

12 = hm (H(a a)"|"™"? car @*a est hermitien (voir 3)). Or @

|ala = pala’a)

est normal donc p,(a) < hm (Ha*” ”H’I/Z)l/” < lim | a" Yn Qo le résultat

n—s--+ n—s-+oo
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cherché.

Lemme 5 :

Si @ et b sont deux éléments hermitiens de A/a alors ps(ab) < pa(a)pa(b).

Preuve :

palab) < labla = pa((ab)*(ab))/? = pa(b*a*ab)'/? = pa(baab)'’® = po(a®h?)'/.
Donc pour tout n > 2 pair on a pa(ab) < pa(a™™)/™ < @™’ |b"||""". En faisant
tendre n vers +0o0 on obtient le résultat cherché.

Lemme 6 :

1~) Si @ et b sont hermitiens et d,i) > 0 dans A/« alors il en est de méme pour
a—+b. )
2) Si a et b sont hermitiens dans A/« alors p,(a+b) < pa(a) 4+ pa(b).

Preuve :

1) Tout revient & montrer que si G et b sont hermitiens et a, b > 0 dans A /o alors
Spa(a+0b) ne contlent pas —1. 1—|—a+b = (1—|—a)(1+b) —ab = (1+a)(1—a161)(1+b)
avec a; = (1 + a) ietbh = b(l + b) . a1 , by sont hermitiens. sp,a; et sp,b; sont
contenus dans [0, 1] donc d’apres le lemme 5 on aura p,(a1by) < pa(ai)pa(br) < 1.
Parsuite 1—6151 est inversible dans A /. Il en est de méme pour 1+a-+b. Autrement
dit spa(a + b) ne contient pas —1.

2) est une conséquence de 1). En effet, dire que p(a+b) < pa(a)+ pa(b) revient
a dire que pour tout A € spa(a +b) on a —pa(a) — pa(b) < A < pa(a) + pa(b) ou
encore (@ + po(a)) + (b+ pa(b)) > 0 et (pa(a) —a) + (pa(b) —b) >0 .

Lemme 7 :

Pour tout a,b dans A on a |ab|, < |a|a|bla-

Preuve :

|ablo = pa(b*a*ab)? = pa(a*abb®)'/* < po(a*a)'/?po (bb*)/? d’apres le lemme 5.
Dot |abla < |a|a|bla-
Lemme 8 :

Pour tout a dans A on a p,(Re(a)) < |ala.

Preuve :

a = h+ik avec h et k hermitiens dans A. a*a + aa" = 2(h? + k?). Montrons que
pa(h?) < pa(h?+ k). On a k?* > 0 car spa(k®) C sp(k*) C [0+ oo , comme po(h* +
k?)—h*—k* > 0le lemme 6 donne po (h* +k?) —h* = po(h? +k?*) —h* —k* +k* > 0.

- 1 1
h? > 0 donc pa(h? +k?) > pa(h?). Parsuite p,(h?) < 2,0a(a a+aa®) < 2(,OOé(a a)+
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palaa”)) = |al;. Dot pa(Re(a)) < |ala.

Lemme 9 :

Pour tout a de A on a |a + blo < |alo + [b]a-

Preuve :

la+ b2 = pa((a® +b*)(a+b) = pala*a+a*b+b*a+bb) < pa(a*a) + pala*b+
b*a) + pa(b*b) d’apres le lemme 6. Et d’apres le lemme 8 et le lemme 7 on aura
la+ bl < lalg + 2alalbla + B3 = (lala + [bla)* . Dol |a + bla < |ala + [bla-

Théoréme 1 : (théoreme de K.FAN [3] , voir aussi le cas o = 0 dans A.ELKINANI
2]).
Soient a un élément de A/« tel que |a|, < 1 et f: D — C holomorphe sur le
disque unité ouvert D de C .
1) Si Re(f(z)) > 0 pour tout z € D alors Re(f(@)) > 0 dans A/a.
2) Si |f(z)| < 1 pour tout z € D alors il existe a; dans A tel que f(a) = a;
avec |a|q, < 1.

Preuve :

f(a) a un sens car p,(a) < |alo <1 (lemme 3 ).
1) Choisissons r et r 7 tels que |al, < r < ' < 1. Re(f(z)) > 0 pour tout
z € D, donc il existe § > 0 tel que Re(f(z)) > § pour tout z € D(0,7") . Car
Ref est continue sur le compact D(0,7"). On pose g = Ref — §. g(a) est la classe
d’équivalence modulo o de

2 .
QL/ g(2)u(2)[r? — aa*u(z)*do, (z = re®,0 < 0 < 27)
7 Jo

u : C\spoa — A est de classe C* et Vériﬁant (z —a)t = u(z —a) = 1 dans
Palgébre C>(C\spaa, A/@). On a |al, < r donc r* — sz > 0 dans A/a d’apres le
lemme 2. Il existe alors h hermitien dans A/« tel que r?—aad*—h*€a (proposition
8 de [1] ). Donc g est la classe d’ equlvalence modulo a de

u(z)*do, z:r619,0§9§27r
o
ou encore la classe d’ equlvalence modulo o de
o / R)(hu(2)*)d8, (= = re®,0 < 6 < 2r)

h est hermitien, c¢’est & dire que h — h* € a , donc hu(z)* — (u(2)h)* € a. Alors
g(a) est la classe d’équivalence modulo o de

1 2 A
— / 9(2) (u(2)h) (w(2)R)*db, (= = re®, 0 < 6 < 2n)
7 Jo
Comme A est hermitienne [5] on aura (u(z)h)(u(z)h)* > 0 pour tout 0 < 6 < 2.

u
Parsuite, g(2)(u(z)h)(u(z)h)* > 0 pour tout 0 < 6 < 27. L’ensemble des a > 0 est

fermé dans A, ceci donne
1 2w

2r Jo 9(2)(u(z)h)(u(z)h)*dd >0
Dol §(@) > 0 ou encore Re(f(a)) > 6 > 0. ]
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1+ f(2)

1—f(z)
g : D — C est holomorphe et Re(g(z)) > 0 pour tout z € D. D’aprés 1) on aura
Re(g(a)) > 0. On a g(a) = (1 + f(a))(1 - f(a)~". Re(g(a)) = (1 — f(a))~'(1 -

f@(f@))(1-f@) >o.

Donc il existe h hermitien dans A/« tel que :

(1— f@) (1= f@)(f@)) (1 - f@) ") =

On pose b = 1 — f(a) , donc 1 — f(a)(f(a))* = bh2b* = ¢c” avec ¢ = bh.
spa(cc) C sp(cc®), cc® > 0 car A est hermitienne [5]. D’autre part h* est inversible,

donc h est inversible parsuite ¢¢* est inversible. D’ott 1— f(a)(f(a))* > 0. Si on pose
f(a) = ay le lemme 2 donne |a;|, < 1. ]

2) Pour prouver cette assertion on se ramene a 1). On pose g(z) =

Proposition 1 :

Soit U un ouvert de C. Alors I’ensemble Ay = {a € A|spoa C U} est un ouvert
de A.

Preuve :

Soit a € Ay , c’est a dire que sp,a C U. 1l existe V un voisinage ouvert de sp,a
relativement compact tel que V C U. Si b € A alors on a p(a +b) < |la + b <
|al|+ ||b]|. Tl existe M > 0 tel que V' C D(0, M) et po(a+b) < M pour tout ||b]| < 1.
Donc pour tout ||b]| < 1, V et sp.(a + b) sont contenus dans D(0, M). 11 existe
u : C\spaa — A de classe C™ telle que (z — a)i = @(z — a) = 1 dans l'algebre
C>°(C\spaa, A/a). u est bornée sur le compact D(0, M)\V donc il existe M’ > 0
tel que ||u(z)|| < M’ pour tout z € D(0, M)\V. Considérons 0 < r < inf(1,1/M’).
Montrons que sps(a +b) C V pour tout [[bl] < 7. Soit b tel que [|b]| < r. Pour
tout z € D(O,M)\V on a z— (a+0b) = z—a+b = (I —bu(2))(z — a). Or
palbu(z)) < |Ibu(2)]| < |Ib]l|u(z)]] < 1, donc 1 — bu(z) est inversible dans A/a
parsuite z — (@ + b) est inversible dans A/a. Autrement dit spa(a -+ b) ne rencontre
pas D(0, M)\V. Comme sp,(a +b) C D(0, M) on aura sp,(a+b) C V.

Proposition 2 :

Soient U un ouvert de C tel que D(z,, R) C D(2,,R) C U,z, € C,R > 0 et
[+ U — A harmonique. On pose Q = Ap., r) = {a € Alspaa C D(2,, R)}. Si
a € 2 alors il existe ¢ une application définie sur un voisinage de zéro dans A
et & valeurs dans A telle que : f(a@+ b) = f(a) + ¢(b) pour b voisin de zéro avec

Jim o(b) = 0.
Preuve :

Soit a € |, c’est a dire que spya C D(z,, R). 1l existe u : C\spoa — A de
classe C* telle que (z—a)i = @(z—a) = 1 dans I'algebre C*°(C\spaa, A/a). D’apres
la proposition 1, pour b voisin de zéro dans A on a sp,(a +b) C D(z,, R) . Il existe
u' - C\spa(a +b) — A de classe C* telle que (z —a — b)i' = @/ (z—a —b) = 1
dans 'algebre C*°(C\spa(a + b), A/a). Pour tout z € C\sp,a et pour tout b voisin
de zéro dans A on a z —a — b = (1 — bu(z))(z — @). u est bornée sur le compact
{z € C| |z — 2| = R} , donc il existe r > 0 tel que pour tout ||b|| < r et pour tout
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|z — 2z, = R on a ||bu(z)]| < 1/2. Alors pour tout [|b|| < r et pour tout |z — z,| = R
onal— bu ) est inversible dans A. f (@) est la classe d’équivalence modulo @ de

oy / f(z —(a — 2zo)(a — zo)*u(2)*d, z = z, + Re™.
fla —|— b) est la classe d’ equlvalence modulo o de
o / fz —(a+b—z)(a+b—z) () d0, » = z, + Re®.

Pour ||b]| < 7 et |z - z0| = Ron au(z) —u(z)(1l— bu(z)%_1 gr a. Donc pour
16| < r f(@+b) est la classe d’équivalence modulo a de %/o f(2)u(z)(1 —
bu(2)) Y[R — (a+b— z)(a+b— 2,)][u(2)(1 — bu(z))*]*db.

On a f(a+b) = f(a) + ¢(b) pour tout [|b]] < r avec (b 2 / f(z
(1—bu( ) ][32 (a+b—z0)(a+b—z0) Jlu(z)(1 = bu(z))~ ]*

/ e — (0= z0) @ — ) Ju(=)"df
= [ f@ut ><1—bu<z>>—1[32—<a+b—zo><a+b—z0>*—

(1= bu(2))[R* = (a — zo)(a — 2)"](1 — bu(z))*] (1= bu(=2)) " *u(z)"do

En utilisant le fait que f et u sont bornées sur le compact {z € C| |z — z,| = R}
et le fait que |1 — bu(2)7| < [1 — ||bu(2)]|]™" < 1/2 , il existe K > 0 tel que
Yol < 7, |le(d)|| < K||b]|. D’ou le résultat chérché.

Théoréme 2 : (Théoreme de VON NEUMANN (K.FAN [3]) dans une algebre de
Banach involutive quotient, voir aussi le cas @ = 0 dans A.ELKINANI [2] ).

Soient f : U — C une fonction holomorphe sur un voisinage ouvert de D(0,1)
telle que [f(z)| < 1 pour tout z € D(0,1) et a un élément de A tel que |af, < 1.
Alors il existe a; € A tel que f(a) = a; avec |ai|o < 1.

Preuve :

On peut supposer que f n’est pas constante sur D(0, 1). Donc d’apres le principe
du maximum on a |z| < 1 pour tout |f(z)| < 1. Donc d’apres le théoreme 2, pour
tout 0 < r < 1 il existe a, de A tel que f(ra) = a» avec |ay|lo < 1. D’apres la

proposition 2 on a f(ra) = f(a) + b, avec hrrll_ b, = 0. On pose f(a) = a; , donc

la1|a = |ar — brla < |ar|a + |brla < 1+ ||br]] . En faisant tendre r vers 1~ on obtient
|a1|oz S 1.

Théoréeme 3 :

Soient f: D(0,1) — C holomorphe, 0 < r < 1. .
On pose M (r) = sup{|f(2)| | |z| = r}. Pour tout a € A vérifiant |a|, <7, f(a) = @
avec a; € A. Alors M(r) = sup{|a1|a] |a|a < r}.

Preuve :

On peut supposer que f est non identiquement nulle, donc M(r) > 0. On pose
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g(z) = % g est définie est holomorphe sur {z € C| |z| < 1/r}. D’apres le
principe du maximum on a |g(z)| < 1 pour tout z € D(0,1). D’apres Le théoréme 2,
sia € Aetlal, <1 alors g(a) = b avec |blo < 1. Autrement dit si a € A et |alo < 1
alors f(ra) = b avec |bloa < M(r). Ou encore si a € A et |a|o < r alors f(a) = a
avec |ai|a < M(r). Done M(r) > sup{|ai]a| |alo < r}. D’autre part il existe 2, tel
que |zo| = 7 et [f(2,)| = M(r). Donc [z|a =7, f(201) = f(20)1 et |f(20)]a = M(r).
D’ou M (r) = sup{|ai|a]| |ala < 7}
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