Etude par la théorie d’extrapolation des
eguations différentielles a retard en dimension
infinie a opérateurs de domaines non denses

B. Amir

Résumé
In this work, we use the extrapolation methods to study the existence,
the uniqueness and asymptotic behavior of the bounded mild solution to the
retarded differetial equation 4u(t) = Bu(t) + Lu(t) + f(t), t € R, with B a
Hille-Yosida operator in some Banach space.

1 Introduction

Dans ce travail, nous étudions I’existence, I'unicité et le comportement asymptotique
de la solution faible de I’équation différentielle a retard suivante

%x(t) = Ba(t) + La, + f(t), t € R, (1)

ou B: D(B) C E — E, un opérateur de Hille-Yosida a domaine non dense dans F
(E étant un espace de Banach), L : Cg := C(|—1,0], E) — E, un opérateur linéaire
borné et f: R — F.

Dans la premiere partie de ce travail, nous étudions (1) lorsque B est a domaine
non dense dans F, de type négatif vérifiant une certaine condition que nous préciserons
ultérieurement. Nous montrons, alors, que (1) admet une unique solution faible
bornée qui se comporte asymptotiquement comme le terme non homogene f.

La deuxiéme partie est consacrée a étudier ’équation (1) sous le cas ou B
est un opérateur de Hille-Yosida dont la part dans D(B) engendre un Cp-semi-
groupe hyperbolique. Nous montrons, comme précédemment, que (1) admet une
seule solution faible bornée et qui hérite de f son comportement asymtotique.

Received by the editors May 1999.
Communicated by J. Mawhin.

Bull. Belg. Math. Soc. 7(2000), 511-520



512 B. Amir

Les techniques que nous utilisons reposent sur la notion d’espaces d’extrapolation,
introduite et developpée par plusieurs chercheurs, nous citons H. Amann [1], G. Da-
Prato et P. Grisvard [5], R. Nagel [8] et van Neerven [10]. Cette théorie, qui présente
I'intérét de résoudre des problemes de Cauchy, par les techniques de semi-groupes,
sans que I'opérateur d’évolution introduit au départ n’engendre un Cy-semi-groupe,
a été utilisée récemment par plusieurs auteurs pour une étude quantitative des
problemes de Cauchy a valeurs initiales, dont 'opérateur d’évolution est a domaine
non dense. (cf. [2], [3], [9], [11], [12]).

2 Préliminaires

Notations et définitions

Soit X un espace de Banach. On désigne par Cy(R, X) (resp. Cyup(R, X)) I'espace
des fonctions continues bornées (resp. uniformément continues bornées) sur R a
valeurs dans X muni de la norme ||-|| . Pour f € C4(R,X) et t € R, f; est la
translation de f, i.e. fi(s) := f(t+s), Vs € R.

i) Une fonction f € Cy(R, X) est presque périodique (resp. faiblement presque
périodique au sens d’Eberlein) si le sous-espace H(f) := {f;, t € R} est relativement
compact ( resp. faiblement relativement compact) dans Cy(R, X). Un tel espace est
noté¢ AP(R, X) (resp. W(R, X)).

ii) f € Cw(R, X) est dite asymptotiquement presque périodique si et seulement
si il existe deux fonctions g € AP(R, X) et ¢ € Cup(R, X) avec limy_oop(t) = 0,
telles que f = g + ¢. L’espace de ces fonctions est noté AAPH (R, X).

Soit PAPy(X) I'ensemble défini par

PAR(X) i={p € Cu(®,X): lim 1 [ letoylid = o}

r—+oo Qr J_

Une fonction f € C(R, X)) est appelée pseudo-presque périodique s’il existe deux
fonctions g € AP(R, X) et ¢ € PAPy(X) telles que f = g + ¢.

Nous donnons, par la suite, quelques résultats concernant la théorie d’extrapolation.
Pour plus de détail, nous citons comme références [1], [8] et [9].
Soient (X,||.||) un espace de Banach et A : D(A) C X — X un opérateur de Hille-
Yosida, c’est a dire qu’ il existe w € IR tel que (w, +00) C p(A) (p(A) est 'ensemble
résolvant de A) et

sup{||(A —w)" RN A)"|| : A > w, n > 0} < c0.

On pose Xy = D(A).
La part Ay, de 'opérateur A, définie par

D(Ap) ={x € D(A) : Az € X}, Aox=Ax pour z € D(Ay),

engendre dans Xy un Cp-semi-groupe (75()):>o (cf. [7], Thm. 12.2.4). De plus p(A) C
p(Ap) et pour tout A € p(A), R(\, Ap) est la restriction de R(\, A) dans Xp.
Le type w de A est défini par

w := inf {(5 cR: il existe M > 1 avec ||Ty(t)| < Me®, Vt € R} . (2)



Equations différentielles a retard a opérateurs de domaines non denses 513

On définit sur X, les normes ||z, := || R(\, A)z|, A € p(A). Toutes ces normes

sont équivalentes, on les note par |||, .
L’espace d’extrapolation associé a A, noté X_i, est le complété de 'espace
(Xo,||.]|_1)- Le Co-semi-groupe d’extrapolation, noté (71 (t)):>0, est le prolongement

continu de (7T((t))s>0 sur X_q, son générateur A_; est le prolongement unique de Ay
sur X_;. De plus, D(A_1) = (Xo, ||.||_,), R(\, A) est la restriction de R(A\, A_1) a X
et R(A\, A_1)X = D(A), X € p(A). On montre aussi (cf. [9], Thm. 1.7) que I'injection
de X dans X_; est continue.

Soit le probleme de Cauchy autonome non homogene suivant

d
—alt) = Az(t) + f(1), t € R, (3)

ou A est un opérateur de Hille-Yosida sur X de typew < 0et f: R — X. Le lemme
suivant, dont la démonstration utilise les mémes démarches que celle de (][9], Prop.
2.1), permet de donner la solution faible de (3) dans X et ceci en donnant un sens
a la formule de variation de la constante associée :

Lemme 2.1. Pour [ intégrable sur R~ et localement intégrable sur R™, les propriétés
sutvantes sont vérifiées

(i) /_t T o(t—s)f(s)ds € Xo, Vt € R.

(17) Il existe une constante o > 0, indépendante de f et de t telle que

H/_; T_i(t —s)f(s)ds| < ce® /_; e~ || f(s)|l ds, Vt € R,

ot 0 est tel que w < 6 < 0.

Notons qu’au cours de la démonstration de ce lemme, on trouve que a@ =M? ou
M est la constante donnée dans (2).

Le corollaire suivant montre que les propriétés du lemme précédent restent encore
vraies lorsque f € Cy(R, X).

Corollaire 2.2. Soit f € Cy(R, X) et § tel que w < § < 0. Alors, pour tout t € R,
on a :

(1) /joo T 1(t—s)f(s)ds € Xo.
(i4) H i ; T o(t — 5)f(s)ds| < aet /_t e ) ds,
iy |[_ra-9s6as| < [ 1.

(1v) Lopérateur T : Cyp(R, X)) — Cy(R, Xy), défini par

(TF) (1) = /; T o(t— ) f(s)ds, t € R

est linéaire borné et (T f;) = (T f)q.

Preuve. Pour f € Cp(R, X)), définissons sur R la fonction f,, (n € N¥) par : f,(t) :=
5

e n'f(t). Il est évident que f, satisfait 'hypothese du lemme précédent, donc (i) et
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(1) sont vérifiées par f,,. Nous avons alors, d’apres le théoréme de Lebesgue

t t
H/ Tt = ) fuls)ds = [ Talt = ) f(s)ds <
—Oo ¢ —Oo

Ml [ el —emias 0

D’ou .
lim T_1(t — s) fn(s)ds existe dans Xj.

n—oo J_

D’autre part, il est évident que

/too T 1(t—s)fn(s)ds — /_too T_1(t —s)f(s)ds dans X_1,

I'injection continue de Xy dans X_;, implique

n—oo

/_t T 1(t —s)fn(s)ds — t T 4(t —s)f(s)ds dans Xo.

L’assertion (7i) est satisfaite par les f,, et par passage a la limite, la fonction f vérifie
aussi (i7). L’assertion (iii) et (iv) s’obtiennent immédiatement de (7). De plus

(TF)(s) = [ Ta(=o)f(s+)do

=(Tf)(s), s,t eR. ]

3 Etude de I' équation diff érentielle (1).

Soient (Sy(t)),>, le Co-semi-groupe engendré par la part By be B dans Ep :=
D(B), E_; I'espace d’extrapolation par rapport a B et (S_1(t)),>, le Co-semi-groupe
d’extrapolation de (So(t)),> -

Définition 3.1. Une fonction z(-) : R — Ey, continue est dite solution faible (mild
solution) de (1) si elle satisfait I’équation intégrale suivante

2(t) = So(t — 8)a(s) + /t S i(t—0)(Lay + f(0))do, Vs, t €R, s <t.  (4)

3.1 Premier Cas

Dans ce paragraphe, nous étudions l'existence, 1'unicité et le comportement
asymptotique de la solution faible bornée de 1’équation (1), pour B un opérateur de
Hille-Yosida a domaine non dense, de type négatif w tel que

w4+ allL]] <0, (5)

ol « est la constante du corollaire 2.2 relative a (S_1(t)),~, . Nous avons le résultat
suivant : -
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Théoreme 3.2. Soit f € Cy(R, E). Alors l’équation différentielle (1) admet une et
une seule solution faible bornée x(-), qui satisfait I’équation intégrale suivante :

o) = [ ; S 1(t — o) (Law + f(o))do. (6)
Preuve. Soit ¢ € Cy(R, Ey). Considérons 'application
e (KO)W) = [ Sa(t—0) Loy + (o)) do
-/ OOO S_1(=0) (Lgtso + f(0 + 1)) do.

Soit § > w tel que 6 + o || L|| < 0. L’application ¢ — (Ky)(t) est continue sur R. En
utilisant le corollaire 2.2, Ky est a valeurs dans Ej et vérifie 'estimation

0
00

(LIl + 1 Fllc)

1Kl < a(lL] !\90!\00+!\f!\oo)/_ ¢™"do
—Q

< =
)

De plus, pour tout ¢, 1 € Cy(R, Ey), nous avons :

a||L
Ik~ Kol < Do g

alflL]
5

Comme le rapport <, lapplication K est alors une contraction de Cy(R, Ej).

Soit x(+) son unique point fixe. x(-) satisfait I’équation (6). De plus, il est simple de
vérifier que x(-) satisfait 1’équation intégrale (4).
Soit y(-) une autre solution faible bornée de (1), alors
t t

y(t) = Solt=s)y(s)+ / Sa(t=0)(Lys+[f(0))do——— [ Sa(t=0)(Lys+[(0))do,
car ||So(t — s)y(s)|| < C*¢e!=*) ——0. L'unicité du point fixe de K dans Cy(R, Eo)
implique alors que x(-) est 'unique solution faible de (1). ]

Désignons par F l'une des abréviations suivantes : AP, AAPY, PAP ou W
(notions définies dans la section précédente).
Nous montrons, dans le théoréme suivant, que la solution faible z(-) de I’équation
(1) hérite de f ses propriétés.
Théoréme 3.3. Soit f € Cy(R, E) et z(-) la solution faible bornée de l’équation
différentielle (1). Si f € F(R, E), alors z(-) € F(R, Ep).

Preuve. Désignons par (T'r(t)),5, le Co-groupe de translations sur Cyp(R, E) et
considérons 'opérateur

L: Cub(R, EO) — ub(R, E)
¥ — Ly,
ou (Ly)(t) = LTr(t)p, pour tout t € R.
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L est borné et vérifie LTr(1)p = Tr(1)Lp, pour tout 7 € R. Donc si ¢ € F(R, Ey),
alors Lo € F(R, E).

(1) Soit f € F(R, E). Nous avons, pour tout ¢ € F(R, Ey) et t € R, la fonction
s+ Tr(t) (Lo + f)(s) est dans F(R, E). De plus

(Ke)t) = [ S(~0) (LTr(t + Yo+ Tr(t)f(o)) do

—00

_ /0 S_1(=0) (Tr(t)(Le + [(0))) do

—00

= T (Lp+f)(1),

ou 7 est 'opérateur du corollaire 2.2. Nous déduisons que
Ky € F(R, Ep). De plus, K est une contraction de F(R, Ey) dans lui méme, donc
admet un point fixe et ce point fixe n’est autre que la solution z(-). [ |

Exemple
Nous appliquons les résultats précédents a 1’équation aux dérivées partielles
suivante :

{ %u(t,x) — a%u(t,x) — Bult,z) - Zult — 1,2) + g(t,x), t € R, w € 0,7 7

u(t,0) =u(t,m) =0, t € R,

T
ou 3 > 5 et g : R x [0, 7] — R une fonction continue bornée.

Soit £ := C([0,7]) muni de la norme ||-|| . L’équation (7) se transforme en une
équation différentielle a retard, qui s’écrit

d

Zu(t) = Bu(t) + L+ f(1), t € R, (8)

avec v, f : R — F telles que v(t) = u(t,-) et f(t) = g(t,-). Nous avons
fe€GR,E), v, € C([-1,0],F), L:C([-1,0],E) — E défini par

et B est l'opérateur défini sur E par

D(B) = {yECl([O,W]); y(O)Zy(W)ZO}
By = y' — By, y€ D(B).

B est un opérateur de Hille-Yosida car I'opérateur
D(P) = D(B), Py=y', Vy € D(P)
est un opérateur de Hille-Yosida (cf. [9]). Sa part dans

Ey:= D(B) = {y € C([0,]); y(0) = y(r) = 0}
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engendre le Cy-semi-groupe défini par

(So(t)g)(t) = { g‘gs;g;w, sit<u

La constante o du lemme 2.1 pour ce semi-groupe est 1 et §+ || L] < 0, donc B
satisfait I'inégalité (5). D’apres le théoreme 3.2, (8) admet une unique solution faible
bornée et par suite (7) aussi. De plus, cette solution hérite de f son comportement
asymptotique.

3.2 Deuxieme Cas

Dans ce qui suit, nous supposons que B est un opérateur de Hille-Yosida telle
que sa part dans Ey engendre un semi-groupe hyperbolique (Sy(t)),~,, ¢’est a dire
(cf. [6]) :

Il existe deux projections linéaires bornées Pg et Py sur Ey qui permutent avec
(So(t)),> €t R(A, By) telles que :

(i) Ey = PsEy @ PyEy

(13) So(t)(PsEy) C PsEy pour tout t > 0 et la famille (PsSy(t))
(So(t));>o & PsEy est un Cp-semi-groupe.

(i4i) So(t)(PyEy) C PyEy pour tout t > 0 et (Sp(t)),», s'6étend dans PyEy en un
Co-groupe (PoSo(t))yex.

(1v) 11 existe deux constantes M > 1 et § > 0 telles que :

>0 Testriction de

|PsSo(t)]| < Me™ ¥Vt >0,
| PySo(t)|| < Me*, vt <O.

Cette situation peut se présenter (cf. [6]) lorsque par exemple o (Sp(t)) C Ieto(B)
et o (So(t))NT =0, 00T :={£€C : [{=1}, ou par exemple (Sy(t)),s, est
eventuellement compact et o(B) N iR = (). -
Remarque : Les opérateurs Py et Py commutent avec (So(t)),~, et R(X, By), A €
p(B). De plus, ils se prolongent sur F_; en des opérateurs linéaires bornés Ps_; et
Py_1 qui commutent avec (S_1(t)),~, et R(\, B_1).

Nous avons le résultat suivant :

J
Théoréme 3.4. Supposons que (So(t)),~, est hyperbolique et ||L|| < oY ot L

est Uopérateur de 'équation (1). Soit f € Cy(R, E). Alors l’équation différentielle
(1) admet une unique solution faible bornée x(-). Cette solution satisfait I’équation
intégrale

#(t) = (\ — By) /_t  PsSoft = 0)RO\ B)(Le, + f(0))do
~(\ = Bo) | " PuSo(t — o) RO, B)(Law + f(o))do,

pour tout A € p(B) ett € R.
De plus, si f € F(R, E) alors z(-) € F(R, Ey).

Pour démontrer ce résultat, nous avons besoin du lemme suivant (cf. [4], Lemme?2) :
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Lemme 3.5. Soit ) € Co(R, E). Alors les assertions suivantes sont vérifiées :
(1) Pour toutt € R

t
/ PS,_lS_l(t — O')Qﬂ(O')dO' € Xy et

H/_too Ps 1S 1(t —o)¢(o dO’H < ae ‘5'5/ e [ (s)|| ds.

(13) Pour toutt € R,

/ T Pyt — o)(o)do € Xo, et
t
—+o00

Po1Sa(t = 0)(o)do | < ac’ [ e 5 us) ) ds.

t
(131) L’application G : Cy(R, Ey) — Cy(R, Ey) définie par

+o0

(Gu)(t / Ps_1S_1(t — V(o)do — [ Py1S_1(t — o)(o)do

t

est un opérateur linéaire borné.

Preuve du Théoreme 3.4. Considérons l'opérateur G défini sur Cy(R, Ey) par

@) = [ PaiSalt—0)Lps+ f(0))do

_ +OOPU LS 1(t— o)Ly + f(o))do
/ Ps15-1(~0)(Liprso + f(t +0))do

- " Py1So1(—0) (Lo + f(t + 0))do.

La fonction o +— Ly, + f(0) est dans Cy(R, E). D’apres le lemme précédent,
(Gp)(t) € Ey, Vt € R. De plus, Gy est continue sur R et

LN el oo + 17 1lo)-

1G9l < 30

Nous avons

G — Gl < 2allLil 1 - Voo s

00_5

G est alors une contraction dans Cy(R, Ep), donc admet un point fixe z(-). Ce point
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vérifie la formule (4), en effet

o) = | ; Ps1S1(t = 0)(Lts + f(0))do — [ " Py 1St — 0)(Lay + f(0))do
— PsSo(t — 5) /_ ; Ps15_1(s — 0)(Lay + f(0))do
+/ "Ps 1St — 0)(Las + f(o))do
~PuSi(t—s) [ " Py 1S (s — 0)(Lag + f(0))do
+/ Py 1St — o) (Las + f(o))do
— St — 5)Ps /_

Sult — )Py [ TS (s — o) (Lay + f(0))do

S_1(s —o0)(Lz, + f(0))do

o0

+/8t S_1(t —o)(Lz, + f(0))do

— St — s)a(s) + /St S 1(t— o) (Luy + f(0))do, Vs, t € R, s < L.

o) = (M- B)RO\BL) [ S A(t—0)Ps 1 (Las + f(0))do

(= B)R(\ BLa) [ St = )Py (Lay + f(0))do

= (M =By) [ S.1(t = 0)PsaRO\ Boy)(La, + f(0))do

(-5 [ TSt — 0)Py 1RO By) (Lo + f(o))do
= (M =Bo) [ PsSult = 0) RO\ B)(Les + f(0))do
~ (M - By)) /:OO PuSo(t — o)R(A, B)(Lay + f(0))do.
L’unicité se démontre comme dans le théoreme 3.2.
Si f € F(R, E), alors on démontre, de la méme maniére que dans le théoreme 3.3,

que G est une contraction dans F(R, Ey). Son point fixe n’est autre que la solution
faible bornée de (1). n
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