Caractéeres continus dans les algebres a poids

H. EI Adlouni L. Oubbi

Abstract

If V' is a system of weights (not necessarily upper semi-continuous) on a
Hausdorff completely regular space X and A is a locally convex algebra. We
give a description of all continuous characters of some locally convex algebras
contained either in C'V (X)) or in C'V(X, A). This contains several results of
different authors.

1 Introduction et pr éliminaires

Dans cette note nous donnons une description des caracteres continus de certaines
algebres localement convexes contenues soit dans C'V(X) soit dans C'V4(X, A), ou
V' est un systeme de poids non nécessairement semi-continus supérieurement sur X
et A une algebre localement convexe (a.l.c). Dans toute la suite A sera donc une
a.l.c séparée sur le corps K(= R ou C) dont la topologie est engendrée par la famille
P de semi-normes, X un espace completement régulier séparé et V une famille de
fonctions positives définies sur ’espace X et vérifiant :

1. pour tout x € X, il existe v € V tel que v(x) > 0.

2. pour tous vy, v2 € Vet A > 0, il existe w € V tel que max(Avy, Avg) < w.

Une telle famille V' est dite systeme de poids sur X. Si de plus chaque poids v € V est
semi-continu supérieurement (s.c.s), on dit alors que V' est une famille de Nachbin
sur X. On désigne par C'(X, A) (resp. Cy(X, A)) I'espace de toutes les applications
continues (resp. applications continues et bornées) de X a valeurs dans A. Si A = K,
on les note respectivement par C(X) et Cp(X). On note par M*(A) (resp. M(A))
I'ensemble de tous les caractéres (resp. caracteres continus) de A.
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D’habitude ([2], [5], [7], [8]), pour une famille de Nachbin V' sur X, les espaces a
poids CV (X, A) et C'Vy(X, A) sont définis comme suit :

CV(X,A):={F: X — A continue: vpo F' bornée sur X;v € V,p € P}

CV(X,A):={F: X — A:vpoF tend vers zéro a l'infini; v € V,p € P}.

La semi-continuité supérieure des poids donne que C'Vy(X, A) est un sous-espace
vectoriel de CV (X, A). A défaut de cette condition, cette inclusion n’est plus vraie,
puisque une fonction non s.c.s qui tend vers zéro a 'infini n’est pas nécessairement
bornée, comme le montre 'exemple ot X = RT et V := {lv,;n € N,I > 0} avec,
pour tout n € N,v,(t) =psit = i;p € N,u,(t) = 0si |t| > n et v,(t) = 1 sinon.
Alors V' est un systeme de poids sur X tel que 1 € C'Vp(X,K) mais 1 ¢ CV (X, K).
Ainsi adoptons-nous dans toute la suite la définition suivante :

CV(X,A):={F € CV(X,A) :vpo F tend vers zéro a U'infini;v € V,p € P}.

Dans le cas d’une famille de Nachbin V', ces deux définitions coincident évidemment.
Nous munissons alors les deux espaces de la topologie a poids 7y p engendrée par les
semi-normes (py,)pev,pep ; OU

po(F) :=supv(z)p(F(x)), F € CV(X,A).

reX

Dans le cas scalaire, on omettra des notations les symboles A et P et on écrira
CV(X) (resp. CVp(X)) au lieu de CV(X,K) (resp. CVo(X,K)) et 7 au lieu de
TV’| |-

Remarquons que, dans plusieurs travaux sur les espaces a poids, lorsque V' est une
famille de Nachbin, chaque poids v coincide avec son poids associé

1
sup{ S @) [ flo < 11" ©

Quand on omet la semi-continuité supérieure des poids, cette égalité tombe évidem-
ment en défaut puisque v est toujours s.c.s.

Dans le cas o A = K et V est une famille de Nachbin sur X, la description
des caracteéres continus de toute al.c E C CV(X) qui est auto-adjointe et un
Cy(X)-module a été donnée dans [6]. Le cas vectoriel a été examiné dans différentes
situations par différents auteurs. W. Govaerts considere dans [4] une algebre A
a produit continu et un systéme sous-multiplicatif V' (i.e. vérifiant V' < V.V) de
poids bornés et tendant vers zéro a l'infini, de sorte que CV (X, A) coincide avec
CVo(X, A) et soit une algebre localement convexe a produit continu. Il montre alors
que tout caractere continu y de C'V4(X, A) est de la forme x = ¢ o d,, ou ¢ est
un caractere continu de A et d, est I'évaluation F' +— F(x) au point x € X. Plus
tard, J.B. Prolla [8] considere une famille de Nachbin V' et une algebre A a produit
continu telles que C'Vy(X, A) est une algebre a produit continu. I montre alors
que tout caractere continu sur C'Vy(X, A) a encore la méme forme que ci-dessus.
Récemment, S. Dierolf et al [3] montrent que, pour une algebre a produit continu A,
les caracteres (algébriques) de C'(X, A) ont toujours la méme forme sous certaines

X.

0(x) =
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conditions supplémentaires sur A et X.

Ici, pour un systeme de poids quelconques V| nous caractérisons les caracteres de
toute algebre localement convexe E C C'V(X) qui est un C, (X )-module auto-adjoint
(cf. Théoreme 1). Ensuite, pour une algebre solide £ C C'V,(X), on définit ’espace
vectoriel

EV(X,A) :={F € CVyp(X,A) :po F € E pour tout p € P}.

Nous montrons que, chaque fois que EV (X, A), munie de la topologie Ty p, est une
a.l.c, tout caractere continu de EV (X, A) s’écrit y = ¢ o §, avec ¢ un caractere
continu de A et x un point de coz(E). Il est a rappeler ici que si F' est une sous-
algebre d'une algebre localement convexe F, il n’existe pas nécessairement de lien
entre M(E) et M(F). Ceci justifie la considération des algebres EV (X, A).

2 Caracteres continus des alg ebres a poids

On note le compactifié de Stone-Cech de X par SX, I'extension de Stone de
f € C(X) par f et Iévaluation en z € BX par d,. Ainsi f est une application
continue de #X dans le compactifié d’Alexandroff K U {oo} de K et J.(f) := f(z).
Si E est une sous-algebre de C'(X), on considere les ensembles :

coz(E) :=={x € X : §.(f) # 0 pour un certain f € E},

N(E):={z € X :6,(f) #0, pour un certainf € E}

et
F(E) :={z € 86X : 6.(f) # oo pour tout f € E}.

Dans [6], L. Oubbi montre que, pour toute algebre E' C C'(X) qui est auto-adjointe et
un Cp(X)-module, M*(FE) est homéomorphe a F(E)NN(FE). Sien plus E C CV(X),
nous associons a tout v € V la fonction notée encore par v et définie sur M*(FE)
par :
) 1
0(2) == = )
sup{|f(2)], f € B.(E)}

ou B,(F) est la boule unité fermée de | |, dans E. Il est facile de voir que © est finie

et s.c.s sur M*(E). On pose alors V :={0:v € V} et

Ny :={z € M*(E) : 9(z) > 0, pour un certain v € V'}.

Pour v € V et r > 0, 'ensemble de niveau L(v,r) est défini comme étant {x € X :
v(x) > r}. Le support de V' est défini (cf. [4]) par

— BX
supp(V) = U’UEV,T’>OL(/U7 T)

Le résultat suivant améliore Proposition 1 de Govaerts dans le cas scalaire et
étend Théoreme 19 de [6].

Théoreéme 1 : Soient X un espace completement régulier séparé, V un systéme
de poids sur X et E C CV(X) une algébre localement convere auto-adjointe et
qui est un Cy(X)-module. Alors les espaces M(E), M*(E) Nsupp(V) et Ny sont



570 H. El Adlouni — L. Oubbi

homéomorphes.

Preuve : Comme tous ces ensembles sont contenus dans M*(E), il suffit de montrer
qu'’il sont égaux. Supposons que z € M (E). Alorsil existe v € V tel que | f(2)| < | flo,
8X

pour tout f dans E. Nous affirmons que z € | J L(v,~) . Car sinon, soit fy € E
n>0 n

tel que fo(z) = 1 et, pour tout n € N, f, € Cy(X) tel que 0 < f,, <1, fu(z) =1 et
fn = 0sur L(v, %)ﬂx U{z € BX : |fo(x)] > 2}. De fof, € E découle

| fola(2)] = [fo(2) Ful2)| < | fofulo; n € N.

C’est a dire :
1 < sup{|fo(z)| : = ¢ L(v, %) U{z e X : [fo(z)| = 2}}

Doul< % pour tout n € N ; ce qui est absurde.

Maintenant, si z € M*(E) N L(’U,'I“)ﬂx pour un certain » > 0 et f € E, pour tout
z € L(v,r), ona |f(x)| < | f],. La continuité de f donne alors 1f(2)] < L flo. Ainsi,
sup{|f(2)| : f € Bu,(E)} < 1. Par suite 9(2) > r. Dol 2 € Ny

Enfin, si pour r > 0 et v € V on a ©(z) > r, alors sup{|f(2)| : f € B,(E)} < L
Si [gly # 0, on aura = € B,(E) et donc |g(z)| < Llg|y. Dans le cas ou |g|, = 0,
on consideére h € E tel que |hl, # 0 et l'on a g+ +h € E et |g+ +h|, # 0. On se
ramene au cas précédent et on fait tendre n vers I'infini pour obtenir g(z) = 0. D’ou
13(2)] < X|g|, pour tout g € E. Par suite z € M(E).

Si E est contenue dans C'Vp(X), tout comme dans le cas d’une famille de Nachbin,
M(FE) n’est rien que coz(E).

Corollaire 2 : St E C CVy(X) est une algébre localement conveze auto-adjointe
qui est un Cy(X)-module, alors M(E) est homéomorphe a coz(FE).

Preuve : Supposons que z € M(E)\X. Alors il existe v € V tel que |f(2)| < |fl.
pour tout f € E. Or il existe f € E tel que f(z) = 1. Comme fv tend vers zéro a
Pinfini, il existe un compact K de X tel que |(fv)(z)| < 3 pour tout z ¢ K. Soit
alors g € Cp(X) vérifiant g(z) = 1,0 < g < 1l et g = 0 sur K. Comme E est un
Cy(X)-module, fg € E et donc 1 = |fg(z)| < |fglo = sup{|fgv|(z) : z € X}. Or

|fglo < sup{|fv|(z): 2z € K}. Donc 1 < %, ce qui est absurde.

Théoreme 1 s’applique aussi aux algebres de Schmets Cp(X) [9].

Corollaire 3 : Soit P une famille de parties bornantes du replété vX de X et
E = Cp(X) Ualgébre de Schmets correspondante. Alors M(E) = UpepB.

Preuve : Par Théoreme 1, M(E) = M*(E)N (UBepEﬂX>. Mais M*(E) = vX et tout

B € P est relativement compact dans vX. Donc B\ = B"~. Par suite M (E) =
—vX

UpepB .
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Proposition 4 : Soit V un systéme de poids sur un espace complétement régulier
séparé X et E C CV(X) une a.l.c auto-adjointe qui est un Cy(X)-module. Alors
0 est la plus petite fonction positive s.c.s sur M*(E) dont la restriction a coz(E)
magjore v. Si de plus v est s.c.s, alors ¥ prolonge v de coz(E) a M*(E).

Preuve : Soit w une fonction positive s.c.s sur M*(E) telle que w > v sur coz(E)
et soit z € M*(E). Si 9(z) = 0, il n’y a rien a démontrer. Supposons que ©(z) > 0.
Comme a la fin de la preuve de Théoreme 1, |f(2)| < o5 quelle que soit f € E.

B
D’ou
1

0(2)

()] < ——sup{| f(t)]w(t) : t € M™(E)}.

Pour n € N, posons
* r r 1 1
Up:={te M*(E):|f(t)| <|f(z)]+ - et w(t) < w(z)+ 5}
C’est un ouvert de M*(E) contenant z. Soient alors W, un ouvert de 5X tel que

U, =W, M*(E) et f, € C(BX) tel que fr,(2) = 1,0 < f, < let f, =0 sur
BX \ W,. Alors

7T < s sl FOIE0 (0 11 € ().
D’ou ] ] ]
FE < (17 + ) w) + )

On prend f € E telle que f(z) =1 et on fait tendre n vers l'infini. On obtient & la
limite 9(z) < w(z).

Lorsque v est semicontinue supérieurement, ¥ coincide avec le prolongement
minimal ¢ de [6]. Ainsi, Theorem 16 de [6] découle de Théoreme 1.

3 Caracteéres continus de quelques alg éebres contenues dans
CVo(X, A)

Dans toute cette section on suppose que V' est un systeme de poids sur X et F une
sous-algebre solide de C'V (X)) (i.e.si g € C(X) est telle que |g| < | f| pour un certain
f € E, alors g € E). 1l est facile de voir que E est alors un Cp(X)-module auto-
adjoint. Les algebres CiV(o)(X), CaV(0)(X), CuaV(0)(X), CVoo(X) introduites dans
[6] sont toutes des exemples d’algebres solides contenues dans C'V/(X). On considere
I’espace vectoriel

EV(X,A):={F € CV(X,A) :poF € E pour tout p € P}.

I1 est facile de voir que l'espace EV (X, A) est a la fois un Cp(X)- et un A-module
et que l'espace £ ® A engendré par E'A est contenu dans EV (X, A). Enfin, si F =
CV(X) (resp. CVp(X)), alors 'espace EV (X, A) n’est rien que CV (X, A) (resp.
CVi (X, A).
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Le résultat suivant est analogue a Lemma 1 de [4] et se démontre de la méme
maniere. Nous en omettons donc la preuve.

Lemme 5 : Soient P une semi-norme sur A, e >0 et F € C(X, A). Alors Il existe
des familles {a;,i € I} C A et {fi,i € I} C C(X) telles que

(i) 0< fiet Yies fi =1

(i) {fi,i € I} est localement finie

(1ii) P(f(z) — Yicr fi(x)a;) < € pour tout x € X.

Lemme 6 : Soient V un systeme de poids sur un espace complétement régulier
X, E C CVy(X) une algébre solide et A une algébre localement conveze. Alors les
espaces E.EV (X, A) et E® A sont denses dans EV (X, A).

Preuve : Puisque E est une algebre solide, E.EV (X, A) est contenu dans EV (X, A).
Maintenant, soient F' € EV (X, A),v € V,p € Pet € > 0. Alors

K:={xeX vx)poF(z)> %}
est un compact de X. Pour x € K, il existe f, € E tel que f,(z)=1et 0< f, <1
(e.g. min(1, I%)). Par compacité de K, il existe x1, ..., z,, tels que

i 1
Kcl{zeX: fr(z)> 5}.
i=1
Posons h := 3", fu, et
Kt = an S A(t) = 5
2h(t) sinon

Alors k € Cp(X) et 0 < k < 1 sur tout X. De plus g :=2kh € E, g =1 sur K et
0 < g <1 surtout X. Par ailleurs

po(F —gF) = supv(t)p(F(t) —g(t

)

= fglg’u(t)p(F(t) - g(
= supv(t)(1—g(t))p(F(t))
(

2251]13'0 Op(F(t)) < e.

IN

Il en résulte que E.EV (X, A) est dense puisque F' est quelconque.
Montrons maintenant que E ® A est aussi dense dans EV(X, A). Soient F' €

EV(X,A),p € Petv e V.Onconsidere le compact K := {z € X : v(x)po F(x) > {}
et ’on procede comme ci-dessus pour exhiber une fonction g € E telleque 0 < g <1
et g =1 sur K. On applique alors Lemme 5 a F', pet § = m pour obtenir une
famille { f; };ier C Cp(X) localement finie et une autre {a;};er C A telles que

i. ngz S 1et Zie[fizla

i p(F () = Zier filz) ® a;) < 0.

Pour tout z € K, il existe un ouvert U, de X contenant x et tel que f; = 0 sur
U, sauf pour les indices ¢ dans un ensemble fini J, C [I. Par compacité de K,
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il existe un nombre fini d’éléments z1,...,z, de K tels que K C U, U,,. Soit
f € Cy(X) vérifiant f=1sur K, 0 < f <1sur X et f=0sur X \U",U,,. Soient
F'r =Y file) ®a; et J = Ul Jy,. Alors gfF' := > ,c;9ffi ® a; appartient a
E ® A. De plus

po(F —gfF) = p(F—gf(F +F—F))
S pv(F_ng>+pv(gf(F/_F>>
< % + Igf|v§1€1)gp(F’(:v) — F(z))
€ elfglo
= 2T Mg =€

La preuve est donc achevée puisque F' est quelconque.

Dorénavant, nous supposerons que EV (X, A) est une algebre localement convexe.
Pour en caractériser les caracteres continus, nous avons besoin du lemme suivant
dont un analogue est aussi donné dans [4]. Ici nous omettons la multiplicativité de
V' ainsi que la bornitude des poids.

Lemme 7 : Si E C CVo(X) et x € M(EV (X, A)), alors il existe ¢ € M(E) et
€ M(A) uniques tels que :

1\(fF) = o(f)X(F).¥f € B F e EV(X, A)

2. x(fa) = o(f)¢(a),VfEE ac A

Preuve : Remarquons d’abord que si ¢ et ¢ existent, alors ils sont uniques.

1. Pour f € E, posons ¢(f) := %l pour un certain F' tel que x(F') # 0. Alors

¢ ne dépend pas de F. En effet, soit F' € EV(X,A) tel que x(F') # 0. Alors
WIFF) = X(FP)(F) = x(FF)X(F). Dot 5 = xUE) par Lemme 6 cf la
continuité de y, ¢ est non nul et continu.

2. Pour la définition de %, on pose ¥ (a) := );((2‘1), avec x(F') # 0. Montrons encore

que ¥ ne dépend pas de F'. Commencons d’abord par montrer que poura € Aet G €
EV(X,A), x(Ga) = x(aG). Soit f € E vérifiant ¢(f) = 1. Comme G et f @ a sont
dans EV (X, A), x(Gf®a) = x(f®aG). Mais x(Gf®a) = x(fGa) = ¢(f)x(Ga) et
x(f ®aG) = ¢(f)x(aG). D’ont x(Ga) = x(aG). Soit maintenant F, F' € EV (X, A)
tels que x(F) # 0 et x(F') # 0. Alors x(FF'a) = x(F)x(F'a) = x(Fa)x(F"). D’ou

/

);((—F;")) = );((LF/“)) Pour f € Eet F € EV(X, A) telles que x(F) # 0, x(f®a) = X>(<{7§231)

Donc x(fa) = %)ﬁ(—?ﬁ, d’ou x(fa) = ¢(f)¥(a). De la densité de E ® A dans

EV(X,A) et de la continuité de x, on conclut que 1 est non nul et continu.

Dans le cas ou EV (X, A) est unitaire, Lemme 7 reste vrai pour y € M*(EV (X, A)).
La définition de ¢ et de 1) se fait de la méme maniere que dans [4].

En combinant Corollaire 2, Lemme 6 et Lemme 7, nous obtenons

Théoréme 8 : Soient V' un systéme de poids sur X, E C CVy(X) une algébre solide
telle que EV (X, A) est une a.l.c et x € M(EV (X, A)). Alors il existe xo € coz(FE)
et v € M(A) uniques tels que x =1 0 dy,.
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Ce résultat contient, en particulier, ceux donnés dans [1], [4] et [8] concernant la
description des caracteres continus de C'Vp(X, A).

Si maintenant on considere I'application
G: coz(E)x M(A) — M(EV(X,A))
(z, ) = pod,
alors, d’apres Théoreme 8, c’est une bijection. De plus on a

Proposition 9 : Soit V' un systéme de poids sur X et E C CVy(X) une algébre
solide telle que EV (X, A) est une a.l.c. Alors G est ouverte. Si en plus M(A) est
localement équicontinu, alors G est un homéomorphisme.

Preuve : Soient Qg C coz(E) et W C M(A) deux ouverts, zp € Q et ¢y € W.
Soit f € E telle que f(z) = 1 et Q := {z € X : |f(z)| > 2}. Alors Q est un
ouvert contenant xo. Comme F est solide, il existe f € F telle que f = 1 sur Q (e.g.
g := 3 min(| f|, 2)). Par ailleurs, puisque G est une bijection, on peut se restreindre

aux ouverts W de la forme
Vigo,a,€) = {p € M(A) : [¢p(a) = po(a)| < e},
avec a € A et € > (. Ainsi on a
GQxW)DGQAXxW)=V(pg0 s, g@a,e)N{pod,,p€ M(A),x e Q}.

Mais V(g 0 04,9 @ a,€) et {p oy, € M(A),z € 2} sont tous deux ouverts et
contiennent G((zo, po)). Donc G est ouverte. Pour la continuité de G, supposons
que M(A) est localement équicontinu et considérons z¢ € coz(E), ¢o € M(A),
F € EV(X,A) et € > 0. Nous allons exhiber deux ouverts 2 3 xg et U 3 ¢y tels que
G(QAXW) C V (906, F,€). Or V(pg0day, F(x0), §) contient un ouvert équicontinu
U 3 ¢g. Donc il existe un ouvert W > F(z) tel que

lp(a) — p(F(x0))] < %, acW pel.

Mais la continuité de F' donne un voisinage ouvert € de x, tel que F'(2) C W. Par
suite G(2 x U) C V(o 0 4, F, €) et G est continue.
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