Sur le spectre de Fucik avec poids
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Abstract

Let © be a bounded domain in R and m;, ma two functions in L% ().
In the present work, we study a new spectrum constitued by the set of pairs
(o, B) of R? for which the problem

—ANu = amiut — Bmou~  in Q,
u = 0 on 05},

has a nontrivial solution, where u* = max(0,4u). We study then the non-
resonance with respect to this spectrum in a non autonomous problem.

Résumé

Soient 2 un domaine borné de R et mq, mo deux fonctions de L*°(9).
Dans le présent travail, nous étudions un nouveau spectre constitué par ’en-
semble des couples (a, 3) de R? pour lesquels le probleme

—Au = amiut — Bmou~ dans Q,
u = 0 sur 012,

admet une solution non triviale, ot u®

= max(0, +u). Comme application,
nous étudions la non résonance par rapport a ce spectre d’'un probléme non

autonome.
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1 Introduction
Soit € un domaine borné de R". On considere le probleme de Dirichlet

—Au = f(u)+h dans Q,
<P1){ u = 0 sur 0f2,

avec h € L*(Q2) et f € C(R). Dans le cas ot f(s) = \s, (P;) admet une solution pour
tout h € L*(2) si A n’est pas une valeur propre de —A. Par contre si A est une valeur
propre de —A, (P;) admet une solution si et seulement si h € (ker(—A — X))+,

Dans le cas général, Fucik ([6]) a constaté que le probleme (P;) est lié au probléeme

—Au = aut — Pu dans €,
(PQ){ u = 0 sur 0f2,

f(s)

olt u* = max(Fu,0), a et 3 sont respectivement les comportements de =~ en +o0
S

et —oo. Le probleme (P) a fait 'objet d’études de plusieurs mathématiciens. Nous
citons a ce sujet les travaux de Fucik ([6]), Gallouét-Kavian ([8]), Magalhaes ([10]),
Micheletti ([11]), De Figueiredo-Gossez ([2]), Drabek ([3]) et d’autres.

Dans ce papier, lorsque my,my € L*®(2), nous nous intéressons a ’étude de
I'ensemble Y(mq, my) constitué par les couples («, 3) de R? pour lesquels le probléme

()l Au = amut — fmoudans €,
2 u = 0 sur 02,

admet une solution non triviale.
Dans tout ce qui suit, on note par (\;);>1 la suite des valeurs propres de —A dans
H}(Q) et pour k # 1, nous désignons par A, (resp A_ ) la plus petite ( resp la plus
grande) valeur propre de —A supérieure strictement (resp inférieure strictement) a
Ax .- Sous les hypotheses
A+1 A-1 . A Ak
| m; 5 Hoog 5 ,(2—1,2)et1<A<1nf()\k,>\7),

nous étudions la trace de X(my, my) sur le carré I' = (JA_, 2F [)2

A
Lorsque A, est une valeur propre multiple, nous démontrons que 3 (mq, mo)NI est
délimité inférieurement et supérieurement par deux courbes continues décroissantes
et que pour m; = my = m € L®(Q), nous montrons que la multiplicité de la k"
valeur propre du probleme (P,,) : —Au = Amu dans Q, u = 0 sur 0f) est inférieure
ou égale a celle de \g.

Pour A simple, ¥(my,my) N T est la réunion de deux courbes continues stric-
tement décroissantes, de plus le probléme spectral (P) :—Au = A(mjut — mou™)
dans Q et u = 0 sur 092 admet exactement deux valeurs propres (comptées avec leur
ordre de multiplicité ) dans |A_, )‘7*[

La monotonie et la continuité des éléments de ¥(my, ms)NI par rapport aux poids se-
ront étudiées dans la sous-section 4.2, alors que dans la sous-section 4.3, (A; simple),
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nous donnons un résultat de simplicité (au sens de la Définition 4.1) des éléments
de X(my,my) N T . Comme application, si h € L*(2) et f est une fonction de
Carathéodory, nous étudions le probleme non résonant, non autonome

(P) —Au = f(z,u)+ h dans €,
! u = 0 sur 0f),

sous les hypotheses :

Hy) I‘nlax|f(x ,8)| € LA(Q) Vo >0,

i) lim f(@s)

= 74 () uniformément en z,
S§——+00 S

Hj) lim f@s) = v_(x) uniformément en z,

S§——0O0

s
ot y4(x) et y_(x) sont des éléments de L>(2) ne touchant pas ¥(mq, mq) NT.

2 Reésultats préliminaires

On muni H 1(Q) du produit scalaire < u,v >= [, VuVwv et de la norme associée

| w|l= (Jq |Vu| ) Soient {¢;/i € N*} une base orthonormée formée des fonctions
propres de —A, (— Agbz = \i¢;) et B(4H, 4-1) 1a boule ouverte dans L>(Q) de
centre AL et de rayon 4-1 . Si I'on pose B = (B (4L, 421))2 nous remarquons que

B=({me L@ >/1Sm< )< Appr e}t
On définit les fonctionnelles F'; g, I par :
F:TxBxQxR—R, F(a, 3, mq, ma, ,8) = %ml(:zc)(s”L)2 + §m2($)(8_)2,
g:TxBxQxR—R, g(a, 3, my,ma,z,5) = amy(x)st — fmy(z)s™,
I:TxBxH}(Q) — R, I(a, B, m1,ma,u) = || u 1= oy F(ev, B,m1, M0, 2, u(x))dz,
Wi =< @1, ccecppo1 >, Wo =< bpipyoo.. >,V =< Gpy eeoepyp1 >= Ker(—A — N\ 1)
et W =W, Ws, ou p la multiplicité de Ag.
Dans toute la suite, s’il n'y a pas de confusion, on note par v I'élément (a, 3, my, ma, v)
de ' x Bx V. Il est clair que I est de classe C' sur I'x B x Hj () et le gradient de I en
west VI(a, B, my,mao,u(.)) = u(.) — Kg(a, B, my,ma,.,u(.)), ou K est 'application
de L*(Q) dans H}(Q) définie par

< K(u),v >= /qu, Y(u,v) € L*(Q) x H (). (2.1)

Pour chaque u € H}(Q), VI(u) se décompose de maniére unique sous la forme
VI(u) = DiI(u) + DoI(u)+ DsI(u), ou DiI(u) € Wy, Dol(u) € Wy et D3l(u) € V.

Proposition 2.1. II existe une application continue 6 :T' x B xV — W qui jouit
des propriétés suivantes :
i) Si (a,B,mi,ma,v) € T x B xV, 0(a, B, my, my,v) est l'unique solution de
I’équation

DyI(a, B,my,ma, v+ .) + Dol (v, 5, my,ma,v +.) = 0.
i) Si on pose J(a, B,mq, ma,v) = I(a, B,mq, ma, v + 0(cx, 5, my, ma,v)) alors J est
de classe C' sur I’ x B x V et nous avons

oI
5%

J' (v, B, my,ma,v) = . B,ma,me, v + 0(a, B,my, ma, v)).
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Lemme 2.1. Pour tout (a, 3,m1,my) € I' x B, il existe p1 > 0 tel que
wy — —D11(c, B, my, ma, v + w1 + wsy) est p — monotone, ¥(v,wy) € V x Wy,
wy —— Dol (v, B, mq, ma, v+ wy + wsy) est  — monotone, V(v,wy) € V. x Wi.

Preuve. Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que 3 < o . Comme
B(s —1)* < (g(z,8) —glx, 1)) (s —t) < aA(s —t)* p.p x € Q,V(s,t) € R2, il est facile
de voir que

Ao
< Dyl (v +wy + wa) — Dol (v + wy + ), wo — 1y >> (1 — )\—)” wy — Wy ||,
+

< —Dll(v+w1 +w2) +D1](U + w0, +w2),w1 —wy >> ()\ﬁ — 1)” wy — Wy ||2,

aA
et donc pour = min(1 — T )\ﬁ — 1), on obtient le résultat. [ |
Jr —
Preuve de la Proposition 2.1. 1) Montrons d’abord l'existence et 'unicité de 6.
Par le Lemme 2.1, 'opérateur Tj; : W7 x Wy — W7 x Wy défini par

Ts(wy,we) = (—D1I (e, B, my, ma, v + wy + wa), Dol (v, B, my, Mo, v + wy + ws))

est p-monotone continu. Ainsi T admet un zéro unique 0(«, 3, my, mq,v) (cf. [4]).
L’application (o, 3, m1,mg,v) = 6(a, 3,m1,mg,v) est continue. En effet, soit
(0n = (o, B, M, M, Un)),, e Une suite dans I'x B x V' qui converge vers un élément

B A

9y = (v, Bo, Mo, Mg, vo) de I' x B x V. Pour u(v,) = min(}\— —-1,1— 3 ), nous
- +

avons
< T, (0(70)), 0(70) — 0(8) >> pa()]| 6(70) — 0(5) |I*.
Soit rg > 0. Il existe ng € N tel que ¥n > ng, on a |a, — ag| < rg et |3, — Bo| < 7o.

Ainsi 1 — 98 > 11— agdro g eof Jo —1 > &=r0 — 1. Pour rg < min(fp — A — ),

M
-7
Bo—1 _1’1_0404‘7’0
A Ay

po || 0(20) — 0(0n) [|<| T3, (6(20)) || -

Comme 0 — Tj(wq,ws) est continu, alors T, (6(?)) — T5,(6(%)) = 0. D’ou la
continuité de 6.

ii) L’application (a, 3, my, ma,v) — J(a, 3, m1, my,v) est de classe C'. En effet,
solent 9y et h € T x B x V, 0y = (v, Bo, mo, M0, Vo), h = (v, B, mq, ma, h). Puisque
lapplication (wy,wy) — I(v + w; + we) est concave-convexe, 0(a, 3, my, ma, v) est
I'unique point selle de I(v + .). Par la définition du point selle (cf. [1], [10]), nous
vérifions facilement que

on obtient p(%,) > min( A) = po > 0 et donc

J (@ + h) — J (@) — 91 (v, Bo, Mo, Mg, vg + 6(T0)).

lim sup = <0
IRl —0 Ih
et . 5 3 o1 . .
lim inf J (0o + h) — J(v0) — %(Oioaﬁo,mo,mo,vo +0(20)).h >0,
1Al —0 [ain
avee || & |, = [al + 8]+ | ma o+ me .+ || & [l T s'en suit que
J' (%) = %(ao, Bo, Mo, Mo, vg + 0(Tg)). Par le fait que 0 est continue et I de classe

Cl, J est de classe C! sur I' x B x V. [ ]
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Remarque 2.1 J et 6 sont positivement homogenes en v. Si de plus @ = 3 et
my1 = My, alors 6 est linéaire en v.

Proposition 2.2. Si (o, 8, my, ma,v,w) € [' x B xV x W, les propriétés suivantes
sont équivalentes :

i) v+ w est solution de (Py),

i) w = 0(a, B, my,ma,v) et VJ(v) =0, ou VJ(v) est le gradient de J(c, 3, mq, ma, .)

en v.

Preuve. Découle de la Proposition 2.1 et du fait que VJ(v) = D3I (v+ 6(0)). =

Proposition 2.3. Soit (o, 5;,m;,m;) € I'x B, (i =1,2).
i) Simy(x) < my(x) p.p, alors pour tout (o, 5,v) dans T' X V', nous avons
J(a, B,mq,ma,v) < J(a, 3,101, M2, v). (2.2)
ii) Si ay < g et By < Ba, alors pour tout (my, my,v) dans B x V\{0}, nous avons
S0z, Ba, M, ma, v) < J(ay, B, my, ma, v). (2.3)

Lemme 2.2. Pour tout (my, my,v) dans B x V\{0}, nous avons

g_i<&7ﬁuml7m27v) < 0 et ai(()é,ﬁ,ﬂ?q,ﬂ’?g,?}) < 0.

op
De plus l'une au moins des inégalités précédentes est stricte.

Preuve. Comme

8J . 1 N\ 2

o0 Bma mav) = =5 [ mf(v +6(5)) Td,

oJ 1 2

%(a,ﬁ,ml,m%v) = —i/ﬂmQ[(zH—H(v)) |"dx, (2.4)
alors 97 97

a_CI(&’ﬁ’ml’mQ’U) S 0 et %<a7ﬁuml7m27v> S 0.

Supposons par lz’absurde que g—é(ﬁ) 2: 0 et g—i(@) = 0. Il en résulte que
mal(v+0(2))7) = m[(v+0(2))"] = 0 p.p. Puisque my(z) > 1 pp, (i = 1,2),

alors v = —6(?) et par suite v € VN W = {0}, ce qui est absurde. u

Preuve de la Proposition 2.3. 1) Si on définit r : [0,1] — B et v : [0,1] — R,
par r(t) = (1 —t)my +tmy et y(t) = J(«, B,7(t), M2, v), alors pour tout ¢ dans |0, 1],
nous avons

V() = =5 [ =) [+ B 5, r(0) e, )T

< 0.

Ainsi 7 est décroissante, donc y(1) < v(0) et J(a, 5, M1, M2, v) < J(a, B, M1, M2, v).
De fagon similaire on montre que J(«, 3, mq, Mo, v) < J(a, 3, M1, M2, v). Il en résulte
que J(OZ, ﬁ7 ml) mZa 'U) S J(CY, ﬁv ml) mZ? U).
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ii) Soient (m;,ms) € B et v € V\{0}. Par le Lemme 2.2, on peut supposer que

%(QQ,ﬁg,ml,mQ,U) < 0. Comme %(.,52,7”17777/27@) est continue, il existe g9 > 0
tel que J(., B2, m1, mo,v) est strictement décroissante sur Jas — &g, g + £o[. Pour

0 < e < inf(gg, @y — @), nous avons

J(a2 —5,ﬁ2,m1,m2,v)

J(ag, B2, my,ma,v) <
< J(ou, fr,my, ma,v). u

3 Etudede X(mq,me)NT

On rappelle que si m € L>®(Q) et mes{z € Q/m(x) > 0} # 0, le probleme
(Pn) : —Au = Amu dans Q, u = 0 sur df2 admet une suite de valeurs propres

positives (A, (m)),~, définie par = sup inf{ [ mu?/ || u ||= 1}, ot A, est
= FcA, veF

1
N ()
I'ensemble des sous espaces vectoriels de Hg(2) de dimension n (cf. [5]). Notons par
(¢n(m))n>1 une base orthonormée formée de fonctions propres associées a (P,).
Considérons les fonctionnelles :

J_(a, B,mq,my) := Hqi)ﬁlf1 J(a, B, my,ma,v), Jy (o, B, my,mg) := sup J(a, 3, my, ms,v)

llvl|=1
et F(1in1,m2) = {(Oé,ﬁ) € F/Ji(a7ﬁ7ml7m2> = O}

Théoréme 3.1. Si (mq,my) € B, alors
7/) F(;ILTTLQ) U F(—:nth) C Z(ml,mz) ﬂ F

ii) X(my,me) NT C {(c, 8) € T'/J (v, B, mq, ma)J_ (v, B, M1, m2) < 0}.

Lemme 3.1. Les ensembles F* sont non vides.

(m1,mz2)

Preuve. Puisque J est continue sur I' x B x V et V est de dimension finie,
alors J, est continue sur I' x B. Soit s : J]A_, ’\7*[% R la fonction définie par
s(t) = Jy(t,t,my,my). Par la Proposition 2.3, nous avons J,(t,t, A, A) < s(t) <
Jo(t,t,1,1). D’autre part, si on désigne par P la projection orthogonale sur W, alors
pour tout v dans V', nous avons P (VI(Ax(A), \e(A), A, A, v + 0(Ae(A), \(A), A, A, v))
= 0. Ainsi —AG(/\k(A), )\k<A), A, A, ’U) = )\kﬁ()\k(A), )\k(A), A, A, U). D’ou
O(Ak(A), Me(A), A, A v) € VNIW = {0} et donc

TJOw(A), Me(A), A, A, v) = T(A(A), Mu(A), A, A,v) = 0.

I1 en résulte que J; (Ag(A), \(A), A, A) = 0 et par suite s(A\x(A)) > 0. De fagon si-
milaire, nous montrons que s(Ag) < 0. Il existe alors o dans [Ag(A), \x] tel que

s(ag) = 0 et (g, ) € F(J{nhm). D’une maniere analogue, nous montrons que

F(;nl,mg) # @. | |
Prewve du Théoréme 3.1. Si (a1, B1) € Fi,,, ., il existe v3 € V, || vz [[= 1 et

J(ay, Br,my, ma,v3) = 0. Soit ¥(v) = || v ||*~1. Comme v et J(ay, 31, my, my, .) sont
différentiables en v3, Vi)(vs) = 2v3 # 0 et J(aq, 51, mq, ma,.) admet un minimum
local en v3 sur {v € V/i(v) = 1(v3)}, il existe alors A\g € R tel que VJ(v3) =
XoVib(v3) = 20vs (cf. [7]) et par suite < V.J(v3),v3 >= 2X| v3 ||* = 2Xo. Comme
J est positivement homogene en v, (J(tv) = t?v, Vt > 0), alors < VJ(v3),v3 >=
2J(v3) = 0. Ainsi Ay = 0, VJ(v3) = 0 et vs + 0(73) est solution de —A(.) =
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army ()t — fima(.)”. Par conséquent (aq, £1) € 3(mq, mg) NT. L’autre inclusion se
démontre de la méme fagon.

ii) Soient (o, 3) € S(my,ma) NT et uy € HH(Q)\{0} tels que —Auy = amjuy —
Bmouy . Par la Proposition 2.2, il existe vy € V tel que uy = v4+6(04) et VJ(v4) = 0.
Comme vy # 0, on peut supposer que || vy ||= 1. Ainsi

J+(a,ﬁ,m1,m2) > J(a767m17m2av4)
p— 07

J*(O@ﬁ?mlvm?) < J(a767m17m27v4>
= 0.

D’ou
JJr(a?Bu my, TTI,2)J,(OJ, 6,777/1, m2) S 0.
|

Remarque 3.1 Dans le cas particulier m; = ms = m, la multiplicité de \x(m)
est inférieure ou égale a celle de A\, pour tout m € B (%, %) En effet, comme

1<m(z) <Appetl<A<min(, i—;), alors A\,(m) €]A_, %[ Soit ¢ € K, (m),
olt By, (m) est le sous espace propre associé a Ay(m), donc —A¢ = A\y(m)me et il

existe vs € V tel que ¢ = vs + O(Ar(m), Ap(m), m, m, vs). Puisque

Vs €< Oy ooy Qhipp—1 >, AlOTS V5 = pPr+ ... + W p_1Pk+p—1. A l'aide de la linéarité

de (A(m), Ap(m), m,m,.), on déduit que

¢ = ar(or+0(Ar(m), Ax(m), m, m, @)+ 4+ p-1(Prp-1+0(Ax(m), Ae(m), m, m, Pryp-1))
et donc dim E), (m) < p. [

4 Cas )\, simple

4.1 Description de X(mq,mo)NT

Théoréme 4.1. Si (mq,ms) € B, il existe deux intervalles ouverts I;(mq, ms)
(i = 1,2) de ]A_, 25| et deus fonctions fi(my,my) : Ii(my,my) — R, (i =1,2) de

A
i=2
classe C* strictement décroissantes tels que S(mq, ms) NT = | G(f;(m1, my)).
i=1

Lemme 4.1. Pour tout (mq, ms) dans B, les ensembles

E(iml,mg) = {(Oé,ﬁ) € F/’]<a7ﬁ7m17m27 :l:(bk) = 0}

sont non vides.
Preuve. La démonstration est analogue a celle du Lemme 3.1.

Lemme 4.2. Pour tout (o, 3) dans EE nous avons

(m1,m2)’

0J 0J
a_&<a7ﬁaml7m27i¢k) <0 et %(OQBamlam%i(bk) < 0.
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Preuve. Soit («, #) dans E(m 1mg)- D’une part, nous avons J(a, B, mq, ma, ¢p) = 0.

Puisque A, est simple et V.J(¢y) € V, il existe alors Ao dans R tel que V.J(¢y) = NP
Du fait que < VJ(¢r), o >= 2J(¢) = 0, nous obtenons que \g = 0, V.J(¢) = 0
et donc ¢y +0(a, B, mq, ma, ¢y) est solution de (P,). D’autre part, si on suppose que
g—‘é(a,ﬁ,ml,mz,aﬁk) = 0, alors (¢ + 0(c, 3, m1,ma, %)) = 0 et donc a = Ay(my).

Comme my(z) > 1 p.p, alors a < Ay, ce qui contredit le fait que av €]A_, ’\7*[ Ainsi
g—g(a,ﬁ,ml,mg,gbk) < 0 et de méme g—i(a,ﬁ,ml,mg,gbk) < 0. Une démonstration

analogue peut étre adaptée a l'autre cas. [ ]
Preuve du Théoréme 4.1. Par le Lemme 4.1, E(Tm mg) €St non vide, fermé et borné

dans R?, donc compact. Soit (a, 3) € E(m1 ms)- Par le Lemme 4.2, g—g( B) # 0 et

par le théoreme des fonctions implicites, il existent V,, Wjp des voisinages de o
et (3 respectivement et f,5 : V, — Wj de classe C! tels que f,p(a) = 3 et

(t, fap(t)) € E(m1 ma)» V& € V. Nous avons Ef C U Vo X W et

(m1,m2)

(BEES, )
i=no
puisque E(Jr my) €5t compact, il existe ng € N tel que E(tn ma) C U Ve x W,

=1
i=ng

Posons 11 (mq, mg) = U Vi, €t fi(mi,ma) « I1(my,me) — R, t — f,, 5.(%)
i=1
siteV,,.
D’une part il est clair que fi(my, msy) est bien définie, de classe C' et E(m1 ) =
G(f1(m1,m2)). De plus, la fonction f;(m, msy) est strictement décroissante. En effet,
si ag, ag € I1(my, my) sont tels que oy < ag et fi(my,mo)(aq) < fi(my, ma)(az),
alors

0= J(au, fi(ma, ma)(on), my, ma, ox) > J(, fi(my, ma)(as), my, ma, dx).  (4.1)

Comme (az, f1(mq,ms)(ay)) € E(m1 ma)?
gi(OZQ, fi(my,mo)(an), my, mo, @) < 0. Il existe £; > 0 tel que la fonction
t — J(t, fi(my, ma) (), my, ma, ¢) est strictement décroissante sur 'intervalle

lag — &1, ag + 1. Ainsi

alors par le Lemme 4.2, nous avons

J(ay, filmy, ma)(az), my, ma, or) > J(aa, fi(m, ma)(as), mi, ma, ¢r) = 0.

D’ol une contradiction avec (4.1).

D’autre part, I1(mq, ms) est un intervalle. En effet, soient oy et ay dans I;(mq, ms) et
a; < a < ay. Si on considere la fonction g :|A_, )‘7*[—> R, §(t) = J(a, t,my, ma, Pr)
alors par (2.4), g(fi(my,ma)(aa)) > 0 et g(fi(my, m2)(a1)) < 0. Comme § est conti-

i=ng

nue, il existe 5 dans |A_, %[tel que g(8) = 0. Ainsi (o, 8) € EF U Vi X W,

(m1,m2)

et par suite il existe iy tel que a € V,, . Dot o € I(mq,my) et donc ]1(m1,m2)
est un intervalle. De méme on montre qu'il existe fo(mq, ms) : In(my, my) — R de

classe C1, strictement décroissante telle que B myy = G(fa(ma, m2)).
=2
oZ(ml,mQ) NI = U G(fz(ml,mQ))
i=1
En effet, si (a, 3) € X(my,my) NT, alors il existe u € H}(Q)\{0} tel que
—Au = amju™ — Bmou~. Par la Proposition 2.2, il existe v € V tel que
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u=uv+0(a,,my,mg,v), VJ(v) =0 et J(a, 5,my, mg,v) = 0. Par la simplicité de

Ak et homogénéité de J, on obtient que (o, 3) € E(tm,mQ) U E, m,y €t par suite
i=2

(o, 8) € J G(fi(ma, ma)).
i=1

Réciproquement, si (a, 3) € G(f1(m1, ms)), alors J(a, 3, m1, ma, ¢) = 0 et comme
A est simple et J est positivement homogene en v, alors VJ(¢x) = 0,

b + 0(, B,my, ma, i) est solution de (Py) et (a,B) € X(my,my) NT. De méme
nous avons G(fa(my, mg)) C X(my,me) NI u

4.2 Continuité et monotonie par rapport aux poids

Proposition 4.1. Si (m,, m,), (mi, my) sont des éléments de B tels que m,, — my
et m, — mqy dans L>®(Q)), les propriétés suivantes sont vérifiées :

i) il existe ng € N tel que Yn > ng, I;(my,mg) C I;(mp,my), (i =1,2).

ii) pour tout o dans I;(my, msa), nous avons ninioo filmy, my) (@) = fi(my, ma) ().

Preuve. Soient ag € I1(my, mso) et (81, Fa) € T tels que B1 < fi(my,ms)(ag) < [s.
Comme (ayg, f1(my,ms)(g)) € E(tnhm), g—é(ao,fl(ml,mg)(ao),ml,mQ,gbk) < 0.1
en résulte que J(ag, B2, m1, ma, ¢r) < 0 et J(ag, B1, my, ma, ¢r) > 0.

Pour 0 < ¢ < inf(—J(ag, B2, m1, ma, &k), J (o, P1, M1, ma, ¢)), il existe ng € N
tel que si n > ng, on a J(ag, B2, My, My, o) < € + J(ap, Bo, m1, ma, dr) < 0 et
J (g, Br, M, My, O1) > J (g, P1, m1, ma, dr) —e > 0. Ainsi, si n > ny, il existe

B € [B1, Ba2] tel que J(ag, B, My, My, ¢1) = 0 et par suite Vn > ng, on a

ag € I1(my,, my,).

Par la continuité de J, aniOO fi(my, my)(a) = fi(my, me) (), Yoo € I1(my, ms). Le

cas ¢ = 2 se traite de la méme maniere. ]

Proposition 4.2. Si (m;,m;) € B, (i =1,2), m;(z) < m;(z) p.p, alors
i) pour tout av € I;(my, mg) N I;(My,Ms),

filma, me) (@) < fi(m, me)(a).
ii) Si de plus my(z) < my(z) p.p ou ma(z) < ma(x) p.p, alors
filma, ma)(a) < fi(ma, ma)(c).

Preuve. L’assertion i) est une conséquence immédiate de la Proposition 2.3.
ii) Par absurde, on suppose qu'il existe ay tel que f;(my, ms2)(ao) > fi(my, ma) ().
Sans perte de généralité, on peut supposer que mq(z) < mq(x) p.p. Définissons la
fonction ¢ : [0,1] — R par {(t) = J(ap, fi(mi, ma)(), tmy + (1 — t)my, ma, d).

Nous avons pour tout ¢ dans ]0, 1[, ¢'(t) = =% [ (1 — m1)(uf)’, avec
ur = ¢+ O(a, f1(m1, ma)(ao), tmy + (1 — t)my, ma, @r).
e ((0) > ¢(1). (4.2)

En effet, par I'absurde, supposons que ((0) < {(1). Comme ( est décroissante, nous
avons ((t) = ¢(0) pour tout ¢ dans [0,1]. Il en résulte que ¢'(t) = 0 et u;” = 0
pour tout ¢ dans |0, 1[. En faisant tendre ¢ vers 0, nous obtenons uf = 0, —Aug =
fi(ma, ma)(cg)maug et donc fi(mq, ms)(ag) = A1(msg). D’olt une contradiction avec
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le fait que A\j(m2) < Ay et fi(my,ma)(ag) €A, %[ Finalement, par (4.2), nous
avons

J (v, fi(my, mae) (), M1, ma, )

J(ao, fi(my, me)(ap), my, ma, ) >
> J(w, fi(ma, me) (o), M, M2, Pk,

ce qui est une contradiction. Le cas ¢ = 2 se démontre de la méme facon. ]

4.3 Simplicité dans X(mq,me) N T

Définition 4.1. On dit qu’un élément (o, B) de X(my,ma) NT est simple si toutes
les solutions de (Py) sont colinéaires.

Théoréme 4. 2 Soient (my,ms) € B et (o, ) € X(my, mg) NT.

i) Si (o, ) ¢ ﬂ G(fi(m1,ms)), alors (o, B) est simple.
i= 2
i) Si (o, ) € ﬂ G(fi(m1,ms)), alors (o, B) est simple si et seulement si

amy(z ) ﬁmz( ) .

Preuve. Sans perte de généralité, on peut supposer que J(«, 3, ml,mg, o) =0
et J(a, 3, my, ma, —¢y) # 0. Soit ug € HL(Q) tel que —Aug = amyud — Bmaug . A
’aide de la Proposition 2.2, il existe 7o € R tel que ug = Yopr +0(c, 5, m1, ma, Yodr.).
o, > 0. (4.3)
En effet, sinon —712u0 est solution de (P,) et par suite —¢, + 0(cv, 8, m1, My, —y,)

est solution de (f)g) 1 en découle que J(a, 3, my, ms, —¢) = 0, ce qui est absurde.
Par (4.3), nous avons uy = Y2(¢r + 0(c, 5, m1, ma, ¢r)) et d’out I'assertion 1i).

ii) Si amy = Bmy, soient uy et us deux solutions de (152), donc —Au; = amqu, et
—Auy = amqus, ainsi a = Ap(my), car A\g(mq) est la seule valeur propre du probléeme
(P,,,) dans ]A_, 2 ~=[. Comme A est simple, alors par la Remarque 3.1, Agy(m;) est
simple. Il existe alors v, € R tel que uy = y1u; et donc («, 3) est sunple.

Réciproquement, supposons que mes{z € Q/am;(z) # Bma(x)} # 0. Puisque
i=2
B) e ﬂ G(fi(my1,ms)), alors J(a, B, my, ma, £¢y) = 0 et £o,+0(cv, 5, my, ma, £op)
i=1
sont des solutions de (P,).
o + ¢ + 0(a, B, M1, ma, £¢) sont linéairement indépendants. En effet, dans le cas
contraire, il existe y € R tel que —¢+0(a, 5, my, ma, —¢r) = yor+yb(a, B, my, ma, Pr.).
Ainsi y = —1, 0(«, 5, m1, ma, —pr) = —0(a, B, m1, M2, ¢y) et par suite
Uy = ¢p + 0( , 3, m1, my, ¢p) satisfait les équations —Adg = amid — Bmaty et
— Ay = Bmoiid —amyig . Dot (amy — Bmy)id = (Bmy —amy)ig , amy = Bmsy p.p
sur {z € Q/ug(x) # 0} et donc —Aty = amyty. Comme le probleme (P, ) jouit de
la propriété de la continuation unique (cf. [9]), alors mes{z € Q/uo(x) =0} =0. 11
s’en suit que am; = [fmsy p.p, ce qui est absurde et donc I'assertion ii) est établie.m

Corollaire 4.1. Si my # mas, alors le probléme non linéaire
(P) : —Au = A(mou™ — mou™) dans Q et u = 0 sur 02 admet eazactement deuz
valeurs propres (comptées avec leur ordre de multiplicité) dans |\_, - =1.
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Preuve. Nous savons que chaque courbe G(fi(m1,m2)) (i = 1,2) rencontre la
diagonale en un seul point (@;, @;) et donc @; est une valeur propre de (P).
Si @y # da, alors par I'assertion i) du Théoreme 4.2, a; et dy sont simples.
Si a; = dy alors aymy; # damgy et d’aprs la démonstration du Théoreme 4.2,
+or +0(ay, ap, my, mo, £¢y) sont deux solutions de (P) linéairement indépendantes
et chaque solution de (P) s’écrit en fonction de ¢y + 0(ay, ay, my, ma, £¢y). Ceci
entraine que la multiplicité de a; est égale a deux.

5 Application

Par la méthode du degré de Leray-Schauder, nous allons étudier dans cette sec-
tion un probleme de non-résonance.
Pour chaque (mj, my) dans B, on pose

L (myma) = F{ml,m) UL (0 ma)s O Fzrmhm) ={(a,B) €T/ J(a, B,m1,m3) < 0}
et T'omy = {(a,8) € I'/J_(a, 8,m1,ms) > 0}. Par (2.3) et le Lemme 3.1,

mi,m2

F(i ) #@, V(ml,mQ) € B.

Théoréme 5.1. Si v, (z) = am;(z) et v (x) = fma(z) p.p, avec (M1, my) € B et
(a, B) € (i, ma), alors le probleme (Pr) admet au moins une solution.

Pour montrer ce théoreme, nous avons besoin des lemmes suivants :

Lemme 5.1. (¢f. [4]) Soient X un espace de Banach, 2 un ouvert borné de X
contenant 0, symétrique par rapport ¢ 0 et ¢ : Q@ — X une application compacte.
Si0 ¢ (Ig—@)0Q) et (Ig— )(—z) # Mg — p)(z) Vo € 0 et YA > 1, alors
d(1; — p,Q,0) est impaire, (I est Uapplication identique de X ).

Lemme 5.2. Les applications : u — K f(.,u) et u — Kg(.,u) sont compactes de
H} () dans lui méme, (K est donnée par (2.1)).

Preuve. Ce lemme découle des hypotheses (H;), (Hs), (Hs) et du fait que K est
une application linéaire continue. [ ]

Soient m = max(mq, my) et m = min(my, ms). Il est facile de voir que (m,m) €
B.
On pose E := T, 5y UL, 5y Test évident que BN {(X,A)/A €]A, 2e1L £,

(1
Lemme 5.3. Pour tout (\,\) dans E, u dans H}(Q2)\{0} ety > 1, on a
VIA A, my,ma, —u) #YVI(\ X, my, ma,u).

Preuve. Par absurde, on suppose qu'il existe (Mg, o) € E, ug € H(Q2)\{0}
et vo > 1 tels que VI(\g, Ao, M1, mo, —ug) = YV I(Ao, Ao, M1, M2, up). Du fait que
g( Ao, Ao, M, ma, ., —ug) = —g(Ao, Ao, Mo, My, ., Up), NOUS AVONS

(1 +70)uo = Kg(Xo, Ao, ma, ma, ., ug) + YK g(Xo, Ao, ma, ma, ., uo)

et par suite

—(1 + v0)Aug = Ag(ma + Yomi )ug — Xo(my + Yoma)ug -
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D’ou

1 Yo 1 Yo _
—Aug =\ ma + my)ug — A my + me)ug
’ 0<’70+1 T+ L 0<’70+1 ! 2ty

)-

et puisque ug # 0, (A, Ag) € 2(70117”2 -

Comme (my,mgy) € B et B est convexe, (

e 1T Y0 +1
oMz T 70+1m1’ Y0 +1 0 +1 ms) € B.
De plus, par la Proposition 2.3, nous avons pour tout (a, 3) dans I' et v dans V/,

J(a,ﬁ,fnmv)<J( 5aﬁm2+73§11m177+1 1+ 10 mg, vV )<J( ﬁ,mmv)

Yo+1
Ainsi Z( +1m2 + 5 +1m1’ = 1+1m1 + m2) N E = ) et ceci est une contradiction
avec (o, )\0) € ENX(siyma +

0+1

'y+1

0 +1
may, 'y()—i—lml +

mz) [ ]

Vo+1 70+1

Lemme 5.4. Pour tout (o, 3) € I'(m, m.), le degré d(VI(a, 3,m1,ms,.), B(0,1),0)
est impaire.

Preuve. Soit (a, 3) € I, my)- On suppose que (o, 3) € F(ml ma)» (Lautre cas se
traite de la méme fagon). On vérifie facilement que Fz;m’m) est connexe par arc, donc
pour tous (ag, o) et (aq, F1) dans Fszl ma)» 11 existe un chemin continu ¢ : [0, 1] —

F;’ml’m) tel que £(0) = (ap, o) et £(1) = (al,ﬁl). Considérons I’homotopie
H(t,u) = VI(E(t), my, ma,u), t €[0,1] et u € B(0,1).

Si|| wl||=1, alors VI(£(t), my, mae,u) # 0, car sinon —Au = & (t)mut — & (t)mau™,

ou (&(t),&(t)) = £(t), et par suite (&1(t),&(t)) € X(mq, ma), ce qui contredit le
fait que (&1(¢),&(t)) € F+ et Fzrmhm) N X(my, my) = 0. Par linvariance par

(m1,m2)

homotopie du degré de Leray-Schauder, d(VI(£(t), my1, mo,.), B(0,1),0) est constant
par rapport a ¢t € [0, 1]. D’ou

d(V[(aoaﬁmml’m% )7B(O7 1)70) = d(v]—(alaﬁlamhm% ')7 B(07 1)70)

nous avons

Si (\\) € ENTE

(m1,m2)”
d(VI(a, B,mq1,ma,.), B(0,1),0) = d(VI(\ X\, mi,ms,.), B(0,1),0)

et par les Lemmes 5.1 et 5.3, on conclut que d(VI(A, A\, my,mo,.), B(0,1),0) est
impaire. [

Lemme 5.5. Soit ’homotopie H(t,u) = Kg(.,u) — t(Kg(.,u) — Kf(.,u) — Kh),
alors on a Uestimation d priori : il existe R > 0 tel que pour tout u € H(Q),
| w||= R et pour tout t € [0,1], on a H(t,u) # u.

Preuve. Par 1’absurde, supposons que pour tout n dans N*, il existe v, dans
H3(Q), (|| va ||=n) et t, dans [0, 1] tels que VI (vy,)+t,(Kg(.,v,) =K f(.,v,)—Kh) =

f(l‘, S) - g<w73>

0. Comme lim = 0 uniformément en x, alors

|s|—+o0 S
Ve >0, IM. > 0 tel que |f(z,s) — g(x,s)| < els|, V|s| > M. et Va € Q.
Ainsi

|f(z,5) = gla,5)] <els| + Sup [f(x,s) = g(x,5)| Vs € R.
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Si on pose M.(x) = sup |f(x,s) — g(z,s)|, il est clair que M. € L*(Q) et par la
|s|<M-.

définition de \{, nous avons
| Kg(.,u)— Kf(.,u)—Kh| = ||S1|i£1| < Kg(,u)—Kf(,u)— Kh,v>|
_ bor o
< sw ([ oo~ fau) - h|2) (/)
o<1 /€ Q
< A sw ([ loa) 1w - BRE
loll<1
< AP ull Al M fly + Ml Al
M|, 1
Donc si on choisit || w ||> sup( H ||2, —), nous avons
e e
Kg(.,u)— Kf(.,,u)— Kh
L) =KS) <Ky,

avec My > 0 une constante indépendante de €. D’ou

| Kg(,u) = Kf(,u) = Kh ||

= 0. 5.1

]| — o0 | w || (5-1)

En posant u, = %, nous avons || VI(u,) ||= & || Kg(.,v.) — Kf(,,vq) — Kh ||
et par (5.1) nous déduisons que || VI(u,) ||— 0. Puisque || w, ||= 1, alors (u,)

converge faiblement vers un certain us dans Hg(Q) et u, — us dans L?(Q). Alors

— Kg(.,u,) converge faiblement vers us — Kg(.,us) dans H}(Q) et

— Kg(.,us) = 0 puisque || u, — Kg(.,u,) ||[— 0. D’ou

—Auz = amyug — Bmaus . (5.2)

D’autre part, comme || VI(u,) ||[— 0 et || u, ||= 1, alors < VI(u,),u, >— 0
et donc < u, — Kg(.,un), up >— 0. Ainsi || un ||* = Ji 9(2, up)tn, — 0 et par
suite [o g(x, up)u, — 1. Or u,, — wus et g(.,u,) — g(.,us) dans L?(Q), donc
Jog9(x, up)u, — [ g(z, us)us. Il en résulte que [, g(x, us)us = 1, us # 0 et par (5.2)
on obtient que («, 3) € ¥(my, ms). Ce qui est en contradiction avec (o, 3) € I'm; ms)-
D’ou I'estimation a priori. [ ]

Preuve du Théoreme 5.1. Par les Lemmes 5.2, 5.5 et I'invariance par homotopie
du degré de Leray-Schauder, nous obtenons

d(la — H(0,.), B(0, R),0) = d(Is — H(1,.), B(0, k), 0).
D’une part, on a pour tout u € Hg(Q), (1 <||u||< R), VI(u) # 0 et donc

d(I,— H(1,.),B(0,R),0) =d(Is— H(1,.), B(0,1),0).
D’autre part,

d(I;— H(0,.),B(0,R),0) = d(I;— H(1,.),B(0,1),0)
= d(VI(«, ,my,ma,.), B(0,1),0).

Par le Lemme 5.4, on a d(I4—H (0, .), B(0, R),0) # 0. Par suite il existe ug € B(0, R)
tel que H (0, ug) = ug. Ainsi ug est une solution de (P). u
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On pose I = Fal) UL (4 4)- 1l est clair que I est non vide

Corollaire 5.1. Si ap < y4(7) < agA p.p et fy <v-(z) < foA p.p, avec (o, ) €
T, alors (Py) admet au moins une solution

Preuve. Soit my(z) = “’E—E}m) et mo(z) = %ﬁm), alors (my,ma) € B et (o, fo) €

[ (imy1,ms)- Par le Théoreme 5.1, on obtient le résultat. [ ]
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