
小笠原藤＊郎

（昭和団年 11月 5日受附）

L. Kant.orovitchは計址函藪をもつベクトル束の諸積の型を考秦I.,,, 計量

による牧飲と束論的牧飲との闘係に就いて論及してゐる~)本稿に於ては，彼

の考哀した Ra型及び R、型空間を梢一般な形に於て論じ，彼の所論を張化

し．一般な形に於ける R、和空間と著呑の導入した Ki型 Frechet束(I)との

本丙的同義を明かにする。また，本稿の所論を Orliczの空間(3) (0)に適用

して， (0) 空間は常に蒻完備であることが判つた~o

§1. Ra堕及び R、堕空IIJ。

定● 1. (1• 完全ベクト）V束は，その各要素”に次の庸係を浦足する計址函

藪 p(x)が定義されてゐるとさ， Ra堕空間と呼ばれる。

(1°) p(x)~0, x=Oのときに限り印）=O 

ぽ） \xi 釦 y\ のと言 p(x)~p(y)
(3゚） x .. ~o が n→ 00 のとき輩調に z に (o)牧欽するならば，

p(x,.)→ p(x) 

(4°) 0$:r,:,S 石~..., lim lim p(x,.+,, ―x,.)=O ならば，{~}は (o)-有
II p . 

界である。

注在。 Kant.orovitchの所論では，<l>(2o)の代りに，此より張い條件ー一

!xi <!YIならば， p(x)< p(y)一ーを使つて凡型空間を定義してゐる。

p(¥ x,. ¥ v I x .. +1 I v…vlx.l)→ 0 (n,m→十00)のとぎ，”霧→O(k)と書く
ことにすれば，

定環 1. Ra咆空間は Ki咽“正則＂ペクト JV束である。且つ，石→0 (o) 

とz,.·-• O(k)とは同義である。 ： 

（間）先づら→O(o)とする。 11.. •Vl:r,,I と『l< と 11.. ! 0となる 0 従て
p;,;,. 

(1) L. Kantoruvl血： R釦 uellMath., 亀t(1937), 121-1邸．特IC18. 
(2) 小笠犀●夭郎： 本紀賽， H(昭 18),236-以8.
(3) S. llanlm,'1'~ 山.01如 tiotuli叫aire•. (1932) 227-228. 皿
(4) 本鶴の鷹驀は，小笠順●次尼： 傘鯛麟上重學麟麟會 NS(疇 17)1'30-1488. MT  (疇 17),
1612-1619に麟つてとる、）

(6) L. Kontorovl血： 鯛編， 1ヽ7.
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(30) から p(y,.)-•O. 一方 p(¥l",.J V ¥ Xn+l I V "'U  IX,,. !)~p(y ..)となる故に，

lim p(!x,.!v¥心 1¥v・・・ulxm1)=0,即ち x,.—• O(k) となる。逆に””―•O(k)
"• 111-++oo 

とすると， Y... ,,=Ix .. ¥ V ! ,l',. I I IV…; x..,,, Iとirlけば， Yn,p+q-y,.,.,,;-:; y,. 十 p,q• 従

て， limp(y.., p+q-f/,.,p) ;<::; lim p(y,.+p,,,)=O .. 故に (40)により 11.. = Vy,.,,, が
p,q••+OO p,q ► +OO p 
存在し， p(y,.)→0が成立つ。 (lo),(3o)を使つて，比↓ 0, 即ち X,.→ 0 (o)が

成立つ~•>凡咽索間の Ki 咽" }E.Jtlj "を證明するには，次の二つの命題を

證明すればよ ~~2)

(i) x..,,,. ↓ O(m-+十00)のとき， x.. ,'",. → 0 (o) (n→ 十00)なる｛叫｝が

ある。 ~ 

(ii) 正要素の埒加超限グI]X1 <x2 <…＜石く…は可附番集合である。

さて x..,.↓ O(m→十00)とする。,.. ↓0なる正藪列{,,.}を考へ， 日然散

列｛叫｝を

"-x..,,,.,. vx  .. +1, ..... +iv…Vな,,,... ,.+,,) < r,., n, p= 1, 2, 3, ... 

なる様にとることが出末る。故に x.._'",.→ 0 (k) (n→十00).即ち x,.・.....→ O(o) 

が成立つ。次に (ii) の超限列が非可附番とすれば，或る正敷 c に登jし，

点ぃl―心>,を滴足する第二級の超限順序散 aが無敷に{j-在する。之より

a, <a2 く…を取出し， zヽ,.<a なる•第二級の超限散 a を考へれば， x.,. <む

となり {x.,.} は (o)有界となる。の=~な＇と irlく。このと言， '<p(生+1―

z、霞） ~p(x—心→0 となり矛盾が起る。以1:によつて凡型空間は Ki 型

“正則”ベクトJV束になる。

次に凡翌空間が氏型“正則＂ベクト JV束になる條件を調ぺやう。 Ra

翌空間に針しては，定理 1の證明中で述べた様に (i),(ii)が成立つから， Ks

型“正則”になるには，

(iii) 0~ 均 ~Xt~ …は，任なの正敷列 i瓢↓0に登iし， iみ→O(o)の

R とき， (o)有界である。
が成立つか否かを調べればよ ""~3)

定璽 2.Ra咽空間が比型“正則”ベクト JV束になる條件は，大の (50)

が成立つことである。

(1) L. K皿い血血：胃上， 149,鸞竃 33.
(2) 小笠••M: *肥賽， 11(昭 le),237. 騨註 (4).
(3) 小笠．．夭戴： ●蝙， 287鯛註（ヽ）．
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(5'') 0 :"S; Xに;i-11~... , Jim Jim fl(. 柘,)==oのとぎ， {x,.}は (0)-11界であ
A↓ 0 "► +"' 

る。

（證） 0 名 x,~な名…なる要索夕l」{x,.}を考へる。 A.. ! 0なる任店の正藪

列{).,.}に針し， A,.x,.ー•0 (o) とする。今 limlim p(A心＞ヽ＞〇とすれば，“゚fl-++oo
暉藪ク'IJn戸工く・・・を p(A,,x,.,,)>,; なる様にとることが出末る。 n,,~n<

Hp+Jに登tし，必=Avと沢くと，必↓〇，然るに， limp(必心こ面ip(Aみ，）こヽ
となる故必x,.—•O (o)は成ー¥'f.しない。逆に limlim p().x,.) = 0とずる。 A,.↓O 

“゜ fl➔+oo
なる任；心の正散列 {A.. }に登iし，・11 <i2 <… 1 

をp(A、ゲ...)<―,mー1,2,3,… 
2" 

が成立つ様にとる。このとき， p(A、r、v…vA、X; )~p(A、町 ）＜ 
霧鶉+l .. +,, .. +がI "•+p+l 

1 
2" 
となるから，定理 1により， A,,.x、fl+l→O(o) (n→ + oo) となる。 i,.~p

<i .. +I のとき， ).~l'p;;; 入、,.x、鶉+l となる故， p→+ooに針し， iみ→0 (o) とな

る。以上によつて，二つの命題 (iii),(5°)の同義が證明された。故に本定理

が成立つc

定環 3. (l")-(3'')を渦足するペクトJV束は，更に次の條件 (60)を浦足す

るときは，凡型空間となり，".iEJllj "性の非本義的公理を浦足する。

(6°) O~x,~ むこ…， limp(x,.) < + ooのとき Vむが存在する。
（證） (60)から¢完全ベクト JV束となること，及び (40)の成立つことが容

易に判る。 E,.,n=l, 2, 3, ... を正姿索の集合且つ各瓦は (o)-有界でないと

する。 E.. から"{j限個の要素を取り出し，その上端ヰを p(む）＞＂なる様

にすることが出末るc 何;ff,斯様な石が＃在せずとすれば， E,.の可附番債

の要素の上端となる要素の}I呵附番培加超限列の存在が容易に判るから (ii)

に矛盾する。 p(X1VX2V…しな）>nのため {x,.}は (o)ー有界でない。即ち

(6°)が成立つときは，“正則＂性の非本義的公理が成立つ。

定遷ヽ. Ra咽空間では，次の各命題は互に同義である。

(1) p(x.)-• 0ならば，常に x,.→ 0 (•) 

(2) p(x.)→0ならば，常に P<I XI u I x,. I)→ p(x) 
(3) 正藪ヽに贄して正戴 aが定まり， p(z)< a, p(11)くaならば，嘗に

心＋＂）＜ヽ・

(4) {z.) に贄し， p~鶴―x)→〇なる zが存在するならば，常に＂，綱→
+ooのと言,M一心→0
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（間） (1)→ (2), p(心→0 とすれば {x,.}の任店の部分列は 0に (o)-牧依

する部分列をもつ。故に (30)を使つて， (2)が成,'f.っ。

(1)→ (3). (3) が成立せずとすれば， p(x,.)-•0, p(y,.)-• 0, p(x,. 十比）;:::,; Eン0

なる {x,.},{y,.}及び正敷 eが{J'.在する。然るに (1) により，拓→0 (•), 

比→0 (•), 従て x,.+y,.—•O (•)となる。故に (3") を使つて p(xサ加）→ 0 と

なり矛盾が起る。

(2)→ (1), (3) -• (1). p(x,.) → 0 とすれば， (2) 或は (3) により， i1<¼<···
1 

を P<IX、,.lv・・・vlx; I)<--, n, p=l,2,3 ..• なる様にとることが出末る。
n+p'n 

従て和→O(k). 定理 1を使つて，和→O(o)を得る。｛な｝の代りに，そ

の任なの部分列に到しても，同様のことが云へるから，む→0 (*)である。

(3)→ (4) p(x,. ―x)→0 とすれば， (3)を使つて， n,m→+ooのとき，

心—x,..)=p((x,.―x)+(x-x,,.))→ 0. 

(4)→ (3) (3)が成立せずとすれば， p(Xn)→0, p(y,.)→ 0, p(な十Yn)~E> 0 

なる {x,.},{比｝及び正藪eが仔在する。 X1,-y1, 均，ー訟…なる要素列を名

へれば，計:fd:pに闘して 0に牧飲するから， (4)によつて， p(Xn+y,.)→0が

得られ矛盾が起る。

定● 2. 前定理 4の條件 (1)ー (4)の何れかの成立つ凡型空間を比型

望閏と呼ぶ炉

鶴● 1.<鸞）凡型空間に於ては， p(むーな）→0 (n,m→十00)ならば， p(:r,.— 
—•一ー•
-x)→0なる zが唯一‘つ=.tふ
（證） 前定理に述ぺた條件(:1)を使って ．＜ , i1 t2 <…を p(JX・ 一X・I, "'11+1, ＋・・・

+Ix、-x、n+p いが1I>< 1 ―, n,p=l,2,3, …なる樟にとることが出末る。従て
” 

(40)により孟Ix、,.-x、鱒+IIが1雌する。故に丸→x(o)なる zがイf在する。

~Xi. ―x)→0及び p(x,.—z、.>→ 0 に條件(3) を適JI) して， p(x,. —x) → 0 を得

る。斯檬な zが他に存在しないことは，條件 (3)から容品に判る。

鸞遷 I. (1°), (2"), (3°) の成立つ (I•完全ペクト JV束が R、咽空間になるた

めの條件は，次の條件 (70)が成立つことである。

(T') {x,.}に贄し， p(x,.-x)→0なる”がIi在するための條件は， p(x,.— 

(1) L. Kantororitcb: 饒鍋， 161.
（勾 L.Kantorovltcb : H上， 1砥定環潤．
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1,.) -• 0 (n, m→ +co)なることである。

（證） R、咽空間に針しては，定理 4及び補題 1により (7")が成立つ。逆

に， (1°)ー(30)を浦足する (1-完全ベクト）V束に到し， (7°)が成立つとする。こ

れが R、咽となるには，定義から， (40)の成立つことを云へばよい。 0$;功

:Sx2~ …， Jim p(x,.+Pーな）=Oとする。 (7゚ ）を使って p(x,.→)→0なる”が
11,p-100 

紐する。な→ の正部分 (x,.ーかを考へると， p((x,.ーか）$; P((x,.+1ーか）

:S p(x,.+1 -x)→0となる故， (x,.―か=O,即ちむ$;xとなり， {x,.}は (o)-

:fj界である。故に (40)が成立つ。

§2. R、型空間と Frechet東。

鶴● 1. ベクト JV束 Xが計拙函敷由）により F型空間(I) を作るとき，

計贔による牧飲を稜へないやうに計：[1¥: の適常な複更により F—束 (Fr如het 束）(2) 

になる條件は．計l1-1: l'oによる牧飲と相針一様(*)敷：欽が同義となることで

ある。

（證） Xが計J,l:的牧放を瑳へない様に，計址 p'(x)により F凍になつたと

する＾このとき， p' による計址的牧欽と相針一様（＊）舟：倣とは同義，(3)従て

Po による計賊的牧依と相針一様(•)ー牧飲とは同義になる。逆に Po による計

址的牧依と相登トー様（拿）—牧飲とは同義であるとする。今 p'(x) を

p'(x)=l.u.b. (心）： lxl~lxl) 

に依つて定義すると

(1) 0 :s; prJ..x) $; p'(x) < + oo, x=Oのときに限り p'(x)=O.
(2) . Iが:£Iがならは， p'(x)$; p'(y) 

(3) p'(x+y) :£p'(x)+p'(y) 

(4) pJ. 心→0ならば， p'(心→0

が成立つ。

このうち (2)の成立は自明。 p'(x)=+ CIO とすれば， Prl..な）>n, lx,.l:;;;;I雲1

なる｛な）が仔在する。 Poほ）~;巫）より， P{:")>1. 然るにー;-:s;
lzl 
n より，心）―•O (n ―•+co) となり矛眉が起る。故に (1) が成立つこ

(1) 8. 珈 h: 饒・編， 狐

(2) 小笠犀●大郎：本紀賽， 1量（咽 18),磁瓜
(3) 小笠..夭鴫： H上．鵡＆ 定糧 1.
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とが容易に判る。 (3) は， lzl~I かty\ なる任在の z に到し， x', y'を必＝

Z+ ("'¥ IX¥, Xこ =z—("'\I叫， y'=z-x' なる様にとる。明かに， Ix'¥:S: Ix¥, I y'¥ 

:;_;; I y ¥, 且つ

Po(z)=po(x'+y') :;S Po(の')+Po(Y')~p'(x)+ p'(y) 

従て p'(x+y)~p'(x)+p'(y) となる。 (4) は， Po(X,.) →0, p'(x,.) > i > 0なる

(x.}が存在するとせば，椴定から， 1在;,.¥名）ln lu I. A,.!OなるIF.散グljA,. 及び

Xの要素 Uが仔在する。 p'の定義から， pJ.丸）>i, I丸 iで¥Xi霞 Iなる｛丸｝
が存在し．瓜•丸）→ 0 が成立つことになり， p(丸）>tに反する。

以上により， Xは p'(x)により F来になる。

定環1. R3型空間に到し，次の命題は互に同義である。

(1) R、型空間である。

(2) 計祉的牧飲を襲へない様にして．適常な計情函散により F 咽空間

になる。

(3) 計址的牧飲を襲へない様に，適償な計航函散により F凍になる。

（岡） (1)→ (3). X を R、知空間とすれば， §1定珂 4により,E.W. 

Chittendenの定理(I)を援用して.xぱ距離函散の麻入により計閤化可能であ
る。この距階函藪を d(x,y)とすれば，角谷m_ Birkhoff<3>の定珂により， d(.i:,y) 

=d(x-y, 0)を満足をするものとしてよい。 Xに於ける計：此的牧飲は相対一

様(•)喝激と同義であるから，補題 1 を使つて， (3) の成立が判る c

(3)→ (2) 日明。

(2)→ (1) Xを凡咽空間とし， pJ.x) により F祁宅間になつたとする。

p(x,.)→ 0, p(y,.)→0 とすれば， pJ..む）→o. p,jy,.)→ 0, 従て Pu(心十y..)→ 0, 
故に p(x,.十 y,.) → 0 となる。 ~1 定理 4 により， X は R、型宅間である。

本定理から， R、型空間と Ki型 "IF.Jlll"F凍とは，本四的に同義となる

ことが判る。

§3. 檎as空閏と凡堕空間。
●● 1. p(¥ x Iv I Y1)~p(x)+ p(y)の成立つ Rs咽空間はR、型空間である。

（開） p(む）→ 0 とすれば， p(x)~p(\Xに心H j)~p(x)+p(む）から， p(\xlv

(1) E. W. Chittenden: Tra111. Amer. Math. Soc., 18 (1917). 161-166. 
(2) 角谷饒夫： 曹嶋畢士駐紀事,11 (昭 11),82-84. 
(3) G. Blrkhoff Compcllltlo, M属th.,a (1936), m -430. 
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！り）→p(x)が成立つ，故に §1定理4により， R、型空間になる。

鴨題 2. 條件 (a)

(、l) xny=O ならば， /1(:t Vy)= p(x)+ p(y) 

を洲足する Ra刑窄nuは R、型空間である。
（證） p(¥ XI V I y ¥)+ p(¥のInI Y ¥)=p(x)+p(y)及び前補題 1から。

四

條件（、ヽ ）を洲足する Ra型（従て R、型）索間の構造を調ぺる。先づ (1(.x)

が1i界値をとる場介から始める。

定環 1. 條件（＂）を渦足する Ra型窄間は， p(x)が1f界値をとるとき，輩

位をもつ抽象 S空間になる c

（證） 次の (1),(2), (3) が成立つことを云へばよい~1》

(1) 正要索"T.i,>0に闘する特性要素の全開の作る完全フ'-JV代敷を A

とすれば p(x)は A上で完全加法的である。

(2) x,.nな =O,(nキm),n=l,2, ... のとき， Vx,.が存在する。
II 

(3) x.n咋=O,("~ ~)なる非可附醤個の x.>O はH在し得ない。

このうち， (1)は條件 (u) から!'tnJ] である。 (2) は， p(叫 ~c とすれば，
ti ti 00 

~p(x,) = p(:S年）::; C. 故に ~p(:r,.) さ C. 従て Jimp(x,.+x .. +1+・ …+x.J=O. 
ft,ffl・>OO 

§1, (4°)を使つて VながH在する。 (3)は，非可附番な Xaが仔在するとせ

ば，或泥散 cに対し， p(x.)>,; なる x.が無藪に仔在する。 x,.,n=l, 2, 3, ..• 

をかヽる要素とすれば， C~p(Vむ） =~p(x,.)= + oo となり矛盾が起る。以

上によつて本定理は證明されたc

さて， p(x)がu界値をとらない場介は，條件（、ヽ）により，かヽる R3翌空
間は，抽象 Sゲ因間の正規部分空lllJになる。

散列の作る (8)空間， [O,1]上の可測幽敷の作る (S)空間は，何れも， K、

咽 "}Ej{lj"であるが，"lEJllJ ,, 性のJI,本義的公理を浦足してゐない。従て

計．ば：的牧飲を墾へない様にノ JV ムを荘入して珈nach 空間となし得な "'~I) 抽

象 S窄間に就ても，このことは一般に成立つ（即ち1i限次元となる場合を除

いて）。

鯛1.131 2'u) を宣散 u~O に針し定義せられた賓函藪で

(l) 小笠ば●＊郎： 本紀賽， 11(昭 18),41-161. 79, 14, 摯位をヽつ綸象 S聾閏は，具●
的な (S)喧111で衰現される。
(2) 8. Banach : 箭褐， 233.
,3)" L. Ka叫噂IIJltab:鶴鵜 1狐
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(1°) T(u);?: 0, . u=Oのときに限り， T(u)=O

(2") T(u)は連禎な培力噂散である。

(3v) Jim 7'(2u) <+oo 
t<HOO T(u) 

I 

鑓足するとする。 [O,1]上の可測函散 rp(t)に到し， Pr(,P)= 1 T(l ,p(t) ¥)dtと
゜定める。 p7,{rp)< + 00 なる r<t>の全開は， (liJ値な函散を恒等視するとき，

o—完全ベクト JV束を作る。 P1{'/') を計r11:函散と名へたとき，かヽるベクト JV束

をらで表すことにする。 ,pny=Oのとき，明かに， pr(,pvy)=pr(,p)+ 

pr(y)を湖足する。 JimT(u)= + ooの場介は， §I定理 3により，“正則＂
’‘ ► too 

性の非本義的公理を滴足する。且つ， LrはR、型空間になるから，許！化を適

嘗に定めると， F-束になる。 JimT(u)< + ooの場合には，本衣定理 1を援
1'HOO 

川して，らは.,11上の (S)空間と同義になる 0 • 

鋼 2. T(u), u~0, を例 1の(}o), (2o)及び

(3°)' 

を渦足するとし，

Jim T(2u) < + co e 
u ► +O T(tt) 

散ljlj ,p 主 (~1ぷ，…）に対し， f勺•(,p)=i:員bと定め，例 1
1 

と1叫様にして， l1・を定義する。 hは比咽空間になる。

鋼 3. Orliczの空flJJ。

M(u)を一oo<u<+ooに対し定義された凸函散で次の． M(-u)=M(u) (10) ．
 

(20) 

(30) 

1 1 lim--M(it)=O. lim--M(u)=+oo 
u刈 U u->+'"'U 

．
 

lim 
M(2u) 
< +oo 

11->+00 M(u) 

を滴足するとする。 M(u)の補函散 N(u) を，叫2:0のとき， N(v)=max
o<w--: +oo 

[uv-M(u)], v < 0のとき， N(v)=N(-v)と定めると， M(u)が(l°),(20)をi沿

足する凸函散であることから， N(u)も (lo),(2'') をi逍足する凸函散になる。

然し一般には N(u)に針し (30)は成立しない炉 [O,l]上の可調函藪に対し，

例 1の記法に従つて， LMをおへる。 'fEL,, に登tし，

(1) Z. W. Blmbaum u. W. Orlicz: St叫laMath., 3 (1931), 1 67. M(u)が成正戴 9に
”し,M(u11) $ QM(u)M (v)を瀧足↑るとaは，植直戴 N(u)は (3')を瀾足するe



ii~ 量をもつペクトル束に111するニスの注意 3公

Ii'I'll= l.u.b. (J: ,p(t)w(t)dt; J: N(w(t))dt一1)
と定めると， LMIまノ JVム II,p II によって Banach 束になる ~I) この Banach 束

を (OM)或は箪に (0)で表さう。 LMは KO型“正則＂なる故に， (OM)は

k岱間，従て弱完備である。 N(u)が (30)を浦足する場合には， (OM)の共翻

御II]もK-空間となるから (OM) は Banach空間として正則 (regular,re-

flexive) である~ll

例 4. 列空間に対しても，例 3に登j應して同様のことが云へる。但し (30)

の代りに

M_(別
(3°)'Jim  < + oo 

". ► 。 M(u)

を使へばよい。また，（一oo,+oo)上の可測函敷に到しては， (30)の代りに，

(3')と (3'')'を一絡にした條件

(3'')" M(2u)名CM(tt) なる正散 Cがイj-在する。

を使へば，同様な結果が得られる。

本研究に於て賜つた御懇切な御指洋に針し，前田数授に深謝する。尚本研

究は，文郊省科序研究代の補助によってなされたものである。

(1) W. Orlicz: Bulletin Acad. Polonai晒，(1932),207-220. A. Zygmund: TrigotlotMtrial 
Series, 1935. 96-97. 

(2) 小笠屈藤夭郎： 本杞晏 12(昭 17),82, 定踵 2.
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