
波動幾何匁による宇宙論に於ける光の数學的

表現に就いて

竹野兵一郎

（昭和 18年 5月 4日受付）

§1. 緒論。 波動幾何學的宇官構造諭(1)に於て中の某本方程式は

k r沖＝―r沖
2 

で£腿へられる。 此の犬の完全積分條件式

Kjklm=炉(gjmgkl-gilgkm) 

を解くことにより四次元時空の計拡

(1.1) 

(1.2) 

d惑＝―rr-2dr2-r2d02-r2sinりd¢2十岱dt2,(a=打11-kデ） (1.3) 

応定まる・。 此の gけをJHひることにより (1.1)の解中が得られ，この中から

粒子運勁抵密度ベクトJV 1.,liが得られる。 更にこのかに対し是宝を特徴づ

ける條件式

［如JutJr-o=O

を附け加へることにより星虞の粒子連動祉密度ベクト JV

｛忙＝（一pe―kt+qekt)akr,研＝研=O,

ut = (pe-kt+qekt)戸， (p~O, qこO)

(1.4) 

(1.5) 

が得られたのである。而して星霙の氾勁，_,,clフ、だの速度距離閥係等はすべて

此のベクト JVを某として論じられてゐる。

然るに此の四論に於ては光を表はすものとしては，暫定的に，従来の一般相

翌論に於ける息想を偕り，その進路が四次元時雰内の測地零線であるといふ

ことを似定して之をもとヽして論じられてゐるのであつて，波動幾何學的見

地より見たる光とは何そやといふ問題は未だ十分に解決されてゐるとはいヘ

ない。

一方波動幾何學の根本息想に従へば物理的景としての計婿は， d感を一次化

して得られる ds三ridがを状態函敷中に作川せしめた所の ds中によりi腱へ

られ，所謂長さの測定値たる 1化紺はその作）廿素 dsの固有値として考へら

(1) 本紀要,8 (1938), 193, (W. G. No. 28)以下。
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れてゐるのである。従ってこの息想に従へは光としても嘗然この dsを用ひ

て一般相釘論に於ける光の式犀=Oを一火化し，皇に朕態翫数中に作川せ

しめて得られるところの式 ds中=Oに開聯する定義を採用するのが自然であ

ると考へられる。

本論文に於ては一つの試みとして之等のことを出来るだけ考慮して宇店論

に於ける光の理論を樹て＼見たい。之により箪に光を光線として考へる立場

以外に朕態爾敷の立場より考へる新らしい見方が得られるものと信ずる，一

紅2. 基本方程式と状態函数。波勁幾何學の息想によれば某本方程式(1.1)

は野象となつてゐる物理的時生の朕態を決定すべき恨本法則であつて，その

解である朕態面散中はその時空の構成要素であるところの物質の朕態を表は

してゐるべきものである。従って宇宙論に於ける中は必ずしも星雲とは限

らず，光共の他すべて宇宙を構成してゐると考へられる物質の状態を輿へる

ものであると考へるのが最も自然である。但し吾々の宇宙論はそれを構成し

てゐる物冒の運動がすべてその時空に於ける測地線を典へるといぶ條件のも

とに得られてゐるのであるから，それに賞嵌まらないものは丑々の宇面模型

の構成要素としては考へることは出来ないわけである。

さて同一の函敷中が或は星虞を表はし或は光を表はすことは如何にして

可能であるかといふにそれは次の様に考へる。叩ち吾々の基本方程式は完全

蹟分可能であるからその解中には 4箇の任意常散 ca(a=1, 2, 3, 4)が含ま

れてゐる。そこで最も自然と息はれる方法で星雲なり光なりの特性と考へら

れる條件を尊入し之を常敷 Caの間の條件に麟澤し， この％を代入して得

られた中(:c,Ca)をその構成物質の朕態函敷と考へることにするのである。例

へば星雲については之を表はす特性は (1.4)であり之を％の間の條件に『I

したものが

l1 =l2= Z:i = 0 (2.1) 

である炉即ち一般の解中に翌しこの條件を附け加へることにより宇宙間全

部の星冥の朕態が規定されたことになってゐるのである。この閥係を式で示

せば次の様になる。

［一般解中]+[(ur/uりro=O]=[昂雲の中] (2.2) 

(1) 本紀要， 8(1938), 229, (W. G. No. 30). 
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次節に於てはこの方針で光の欣態を典へる中を定義する。 その他のもの

についてはまだ十分に研究されてゐないぐ

s 3. 光の状態函数。今似に吾々の四次元時空を三次元の空間と一次元の
時間とに分けて若へるときに光には星虞と異つて空間内の任訊の開料を通り任

意の方向に進むものが存在し得ると考へるのか至賞である。そこで吾々は四

次元時生に於ける任意の一桐~J P(り）に於て一つの四次元方向がに進む光を

考へ之を表はす欣態函数を次の如く定義する。即ち P黙に於て典へられたベ

クト JV がに封し

[vi乃中]r=O (3.1) 

が成立するやうに中の中の Caを定めこの C≪ を代入した中がこの考へて

ゐる光の欣態函敗であるとする。従つて常然この光の悦子運動塁密度ベクト

JV(l)は斯様に定められた中より作られたかで典へられることになる。

(3.1)より直ちに V兄=0が得られるから始めに典へるベクト JVがは P慧li

に於ける光OO錐上にあると椴定しなければならない。勿諭三次元の寄間で若

へnは1「：謡の方向をとり得ることはいふ迄もない。以上の、思想を式で示すと
次の様になる。

［一般解中]+[(viri中）z,=O]= [光の中] (3.2) 

次節以下に於ては先づ P幽で光圃錦上に具へられた任窪のベクト ;vviに

母し中か (3.1)を油足する様に沿敷 Caを定め得ることを示し，更に斯様にし

て得られた中より作られるかの性質について研究する。

§4. 條件[viri中]p=O。 光の朕態函敷を前節の如く定義するならば先づ第

ーに常敷 Caをfjrj且けのやうに常に定め得るかどうかが間題となり，しかもこ

の際三次元空間内の一繋れを通り一つの方向に進む光にも種々のものか考へら

れるから或程度の自由度が残されることか必炭となつて来る。火に開屈とな

るのは斯様に定められた常敷 Caを川ひた中より作られる uiの方向が P闘

に於て始めに典へられたりの方向と一致するかどうかといふことである。之

等に閥して次の定狸が成立する。

(1) 星雲の揚合に倣つて光の uiをも矢弧 1)拉子運励鹸密度ペクトルと呼ぶことにずるがこの粒

子なるものゞ物理的意義についてはなほ狩末の研究に侯たねばならない 0
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定理 1. (---,--—+)型の記化を打する時空内に於て任意の宜ベクトノV Vi 

に罰し

v加中=O,(中キO) (4.1) 

が成立するならはこの中より作ら札る叫，叫は何れも viに比例し且 M=

N=Oである。

證明。 (4.1)より
a 

炉ぬ中=O, (炉=h虻）， a=l,・ ・, 4 (4.2) 

但しねはディラックの 4-4行列を表はし又 ihj,(a=l,2,3)及ひ hjは何

れも宜のベクト JVであるとする。斯様なベクト JVの存在することは柴田氏に

より證明されてゐるり (4.2)に九の宜際の形を代入すれば

｛屯（祝ー足）一iも（炉＋信）=O, -i屯（炉ー配）＋も（が十i1>1)=0

屯（炉＋邸）+i屯（炉+iが）=O, i屯（炉ー飼）＋屯W-i州）=O 
(4.3) 

然るに (4.1)より V気=O 即ち区（炉）2=.0 (4.4) 
a 

なる故 (4.3)の上の二式及ひ下の二式は夫々同一の條件を殿へる。又がは

宜のベクト JVなる故飼，翫，燿， '/)4 は何れも宜敗である。故に (4.3)より

-中r_i_= —も =a, c'-に
屯否3

とおくことが出来る。従つて(2)

-i(炉十飼） i(計ーiv4)a=----- -=--- ------
位+i位 炉ーiりi

M=i{―面沖けv2屯十f3屯一屯屯}=O,

N=—紐＋紐—紐＋紐=O

a 

となる。 又加=h虻，れa5=lii妬5とおけば同様に(3)
a 

(4.5) 

(4.6) 

｛が＝屈(1-au.),正 p(a-a), 炉=pi(石+a), 位=p(l十面）
(4.7) 

il15= p'i(l-a互）， it25 = p'(石一a.),u35=p'i(a+a), ・U45=p'(l+1J.a) 

こ＼に p=v2屯十承屯， p'=i(亜2屯一承屯）。 一方 (4.3),(4.5)より

中点＝中沼＝中長＝屯ぅ=O (4.8) 

(1) 柴田隆史： 本紀要， 8(1938), 171, (W. G. No. 26). なほ柴田氏により示されてゐる箕例は
a 4 
h,=h、i=O,(a, i=l, 2, 3) なる形のものであるが上の囲論ではこの制限は必要でない， 従つて--っ

a 

の座擦系で加を榮田氏の慄に選んでおけば任意の宜愛換を施こした後の殷標系に於ても上の理論は

成立する。

-(2), (3) 柴田：叩褐， 173.
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こ＼に年詞ーi叩＋加ーi炉， 1)=詞ーi炉ー桝+i犀．

そこで今屯又は中が 0でない楊合を考へるとど=1)=0となる故之よ

りが：応が：がを計冥することにより容易に

t炉＝口汽 i信＝て！炉， （サ召=p/p') (4.9) 

を導くことが出来る従って直ちに

tぴ＝州，騨＝て'v; (4.10) 

次に屯＝屯=Oのときは屯又はもは 0でない故 (4.3) より直ちに

応が濯：］＝ーi:0:0:1とな．ふ 故に加， i駈を中 -c表はした式より直
ちに (4.9),従つて (4._10)を導苔得る。 證明終り＼

上の證明中の (4.3)より直ちに次の定理を得る。

定理 2. 條件 [v兄中]p=Oは霜敷％の間の 2節の條件を典へる。

従って中炉 4箇の任意常敷を含むときはこの條件炉成立する様に％を

定めることが常に可能であつて，しかも同一の P,がに封し振動敷その他の

異なる種々の光を名へ得る除地炉残つてゐることになる。

なほ本節の定理は吾々の宇宵論の時空と限らす一般に成立する定理であ

る。

各5. 光の進路。 本節に於ては一黙 P(吋）に於て雰ベクト JVViが典へら

れたときこれに依つて定まる光の進路について研究する。 第 3節に於て逃

べたやうに光の進路はその欣態函敷中から作られたベクト JVかによって訊

へらiいる r, 即ち進路の方程式は

d吋 d炉 d⑦3 dが=~=—-~=- -
が u2 ua u1 

(5.1) 

で拠へられるがこれについて次の定理が成立する。

定理 3. 宇宵論に於ける光の進路は四火元時空内の測地雰線である。 又

その進路に泊うては常に uiri中=Oが成fr.する c

證贋某本方程式 (1.1)より (1)

叫/7jM=ku冗， C'_iN=O

然るに P開れに於ては M=N=u如 =Oである。 如こ仙線 (5.1)に沿うては

M=N=u加=Oは保仔される 又 (5.1)が刑地線を典へることは始めより

(1) 本節の定）咆の計鉢については防記， I,参照。
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明らかな所であるから結局 (5.1)は測地零線を典へる。 次に一般の uiに針

する恒等式 uiri中=(M+N叫中 (5.2) 

を考へれば定理の後半の成立することも明らかである炉

この定理の成立することから今度の光の定義が今迄の星工の理論と矛盾し

ないことか分る。

定理 4. 光の朕態面敷中より作られる叫も亦光の進路を典へる。 又

叫r沖=Oがその上で保存され更に tか＝”叫とおけば”は進路に沿うで常敷

である。

證明。 前半は前定理と同様に容易に證明できる。次に

かr囮=(uifl叫此＋知Mu点

故に uifli1i=Oとなり”が常敷となることも明らかである。

次に光の進路(5.1)の形を宜際に定める。計算の便宜上菱換x=rsin(} cos¢, 

y=r sin(} sin¢, z=r cos fJを施し (x,y,z, t)座標系に直して間題を考へる炉こ

の座標系に於ては四次元時空の某本テンソうンは

恥＝一oa0-k効伍戸， g知=O, 伽＝が； ¥g』=-1

炉＝ー訂+k2炉呼， 炉=O,g44=戸； ¥gii!=-1 

（叶＝集炉=y,吋=z;a,{3=1,2,3) 

で典へられる。 この座標系に於ける M 及び uiを (1.3)の座楳系のものか

ら計算すれば

．
．
．
．
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(5.4) 

となる。然るに測地宕線の上では M=O即ち

(-pe-lct+qekt)a= -k2(l1の十l2Y+ l3Z) 

が成立する故之を (5.4)に代入し

u'" = -kl1, u11 = -kl2, 加＝一kl;i,ut=(pe~1ct+qekt)a―-l (5.6) 

(5.5) 

を得る。 之と (5.1)より

(1) (5.2)及び uiui=M'+N'より分る様に M=N二 0と・icir沖=0とは同値である。
(2) 柴田氏の観測系に位関する研究に於てもこの座捩系が使用されてゐる。 柴田：本紀要， 11

(1941), 21. 



波動幾何學による字宵論に於ける光の数學的表現に就いて 169 

定理 5. 波動幾何學にりなける宇宙模型に於て (5.:3)のJ怜標系で杓へるなら

は光は三次元空間内の直線上を進む。なほ光の粒子運動喝しの幻， y,z分値は何

れも常敷である c

但し今は某本方程式 (1.1)の箪位行列の項を 0として考へてゐる。もしこ

れを 0でないとすれば一般には上の ui1こ共通の［天］敗を乗じたものを名い、

ねばならない。

§6. Caの間の條件。 前節の計算により三次元空間内の光の進路だけは

求められたのであるが，本節に於ては宜際に開iP(叫）に}J侭て任窯の右ベクト

JVがを別へたときに仰の間に如何なる條件が定定り，又それから定められ

た la(a= 1, 2, 3), p, q, 従つて iii炉どんな具合に宜際に定まるかを計算する。

吾々の考へてゐる空間は球賢稲であるから計算を簡輩にするため Pは X

軸上にあり且がは叩平面上にあるものとして一般性を失はない。即ち P

の座椋を（閃，o,o, 0), 又が=Oとする 0 がは零ベクト JVである。 故に(1)
4 ✓ ―-- ---
rrv = (l+k袖2戸）(v乎+(vザ， (a=二 ✓i-k2呼）。 (6.1)

さて (1.1)の解中は

ds2= -e2kt(d炉+d忙+d砂）+dt2 (6.2) 

a 
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(6.3)の l初を (5.3)の座標系に髪換すれは(3)

｛いi(雌十k袖唸い）， h.,~-ik炉
4 4 a , (6.6) 
h0=-k砂戸， h4=l;¥h』=-i, (a,rlJ=l, 2, 3) 

故に 州=i(<[-ザ-k翠内，炉＝配，炉=O,v4=-k呼―2州＋炉. (6.7) 

(1) p より viの方向に向ふ光なる故正盤をとる。
(2) 竹野：本紀要， 8(1938), (W. G. No. 30), 225. 

Gn 附；已， II.
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又 P黙の座標は (6.2)の座椋系では (xa―1,0 0 1 
'' le 
log([)である。之等の

値を用ひ (6.5),(4.3)より少し計窮すれば結局

C1=k(-csv1+ic記）11-1, c2=k(-c困十ic店）0―1 (6.8) 

を得る。 こ＼に炉=k匹―1計十f!V4":"0,(賓敷）。

(6.8)を， P,laを Caで表はした式(1)に代入すれげ

p=-q2 {(呼+(v2)2},lr=―_2g_が， l2=-2q炉， l:i=O (6.9) 
. kf3 kf3 

但し q=2k2Cc心 +C4C4)。 これを (5.6)に代入すれば考へてゐる光の粒子蓮動

姑密度ベクトルが得られる。三次元空間内の進路はいふ迄もなく (5.1)より

次の式となる。

1 ・
—- (x —~;) = -y ~z=O 
1 。 2'
V V 

(6.10) 

P に於て始めに趾しへるベクト）V がの v4の『籾虎を反対にすれば逆に向ふ光

となり (6.10)はその主＼である c 従つて光は同じ途を逆に進むもの炉存在

し得ることになる。

特に原黙を務し X軸の正の方向に進む光について考へれは上の結果に於て

序=O,戸=l,v2=0, 州＝炉＝（ら（従って c1= -kc:1, C2= -kc,i・）とおぎ

p=q, l1 = -2q/k, Z2=l:i=O (6.11) 

を得る（、 従ってその粒子運動最密度ベクト）Vは

炉 =2q,炉＝炉=O,iit=q(e1c1+e~1ct)a―1 (6.12) 

となる。 又四次元時空に於ける共の進路は (5.1)より

炉=(I+kx)a―1,y=z=O; (速度 ux閾＝が） (6.13) 

従つて光の進路に沿うては ut=2qa-2となる。之等の結果の物珂的絃義につ

いては牌末十分に研究したい。

~7. 附記。

I. 第 5節の計算に使用される式の説明を兼ねてこ＼に吾々の宇宙模加こ

於て M三中IA中， N三中tA洒， ui=中tA呼， iti5=中「Arir5中， U,.i二中tAr叩］中，

恥"畔ri-Ar叩疇，．．ぃ．．等の:ffする性胃の若干を學げること＼する。 (1.1) 

より

(1) 竹野： ]iii拇， 228.(W. G. No. 30). 



波動幾何學による宇宙論に於ける光の敷學的表現に就いて 171 

k 
r沖t=—中tr.t
2 

(7.1) 

然るに加戸弔A=O,Ari=r.tA (7.2) 

故に少し計算すれば

f?hM=kuh, f?hN=O 従って N=常敷 (7.3) 

/7叫 =kMghi 従って五=4kM (7.4) 

f7h知 =kuhi5 従って /?ch勘 5=kuhi6,『Ui5=0 (7.5) 

17huii=kuhii 従って 17iuii=O (7.6) 

/?h知=2kgh[iUj]5 従って 17iuiぉ=3kUj5 (7. 7) 

/7糾ijk= 3kgh[iUjk]従って 17iuiik = 2kuik . ・ (7 .8) 

/7糾iik5= kuhiik5 = ikDEhiikM 従つて fiiUijk5=0 (7.9) 

几Uijkt=O (7.10) 

/7糾 iiktn= 4kghciUiklJ5 = ikDu氏iikl 従つて戸Uijk/5=kUjkl5 (7.11) 

但し D=  lhjl. (7.4)より M/k及び叫が夫々 deSitter型空間に於ける不

襲抵 v及びベクト）V V/1)と一致してゐることが分る。又(7.5)より f7<hUi)5=0

なる故 u店はこの空間に於ける無限小運動のベクト）Vであり更にこの Ui5の

回轄が kuhi5・'.となることも分る。

(7.3), .. , (7.11)より直ちに

『N~o, □ U;;.,=O; □ u;=k如，口u!i"'=k',,,;;,. ; 
□ Uij=2k加，口Ui3s=2k2匝；口Ui5=3k加，
□ Uijk=3k如記 □M=4炉M,□ uiikl5 = 4k2uwc1s 

こ＼に口三giipぁ． 之等の闊係は (1.1)より分る様に中自身が

□中=k2中
を浦足することに起因するものである。 以上により

(7.12) 

(7.13) 

定理 6. 宇宙論に於て N,iiiikl ; ui, Uiik5, 中； Uii, Uiぉ； ui5, Uiik ; M, uiikl5 

は何れも方程式

□ F=μk2F (7.14) 

の解で夫々μ の 0,1, 2, 3, 4なる整敷値に到應する。

この N と Uijkl,Uiと Uijk5,・ ・ ・ ・ ・ • が夫々同一のμ に到應することは

(1) 竹野：本紀要， 10(1940), 197. (W. G. No. 39). 
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uiikl = -iDeiikzN, u.; ; = -iDeiikt祉，

'l, 
u沿＝―――Eiikl l 
2D 
t如， Uijk=iD和 1czU.5, (7.15) 

勘 k15=iD和 klM

からも明らかである 0 なほ M,N, ui, iu嘉， iuii,iuii5, iuijl" Uijk5, Uiikl, Uijkl5 

は何れも宜の拭である。

叉定理 4に開聯して次の逆定理も成立する。

定理 7. uiと砂とが比例するときは U兄中=O,uぶァ沖=Oが成立する。

證明は恒等式 U加＝叫知=Ml+N凡ui販 =Oより明らかである。

a 

II. (5.3)の座標系に於て {6.6)のんに到應するがは
a 

h0= -io~, h4= -ikxat1―2; ha=kxa, h4=a-2; lhi¥ =i (7.16) 
a a 4 4 a 

a 

又極座標 (1.3)に野應する hilま

1 

hが＝心1-2sin () cos¢, ir cos O cos <P, -ir sin O sin¢, -ikr sin {} cos¢ 
2 

hi=ia--2 sin{} sin¢, ir cos 8 sin¢, ir sin O cos 9, -ikr sin(} sin¢ 
8 

hi=ia―2 cos fJ, . 

4 

, hi=-a―2kr, 

a 

¥h』=-ir2 sin {J 

. . 
-ir sm 0, 0, 

(7 .17) 
-ikr cos 0 

0, 0, ー

（本研究は文部省科隈研究費による）

廣島陸軍幼年學校
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