
ベクトル束論 (II)

小笠原藤次郎

（昭和 18年 5月 4日受附）

著行(/)ベクト）V束研究を通じてその中該をたす凪想は，拙著「ベクト JV束

諭 (I)」(1) に於て提咀した如く，ベクト JV束を表現フ'-;v空間上の連紹函敷の

ベクトル京にて表現し， このlt料閉的ベクト JV束に遮宜'.ll函敷諭的方法を釣用

して，ベクト炉束論の敷術及び一般化を計らんとす考ヘカである。「ベクト JV

東論 (I)_i は，第一編及び第二編からなり，第一絹で捻，表現フニーJV空間とそ

の上の迄禎函敷のベクト JV束との代敷的位相的閥係を鮮明にし，(2) 著省の研

究の足場を仰筐した。完令フ•·-;v代敷の表現プーJV空間に於ては，第一種集

合の).c;揺度集合に対する類似げ，一般の位：相空間に於けるよりも極めて緊密

となり，そのためベクト）V束の表現に於て一般の要素の表現函敷が,.JI:桐密集

合上を除いて:frj晟杭をとることが，著者の研究法に極めて好都介になつた。

＾：：：クト）し•東の完全化，環束の公刈系の位；、［及び表真に著抒の町究法を笥Jll し

て，ベクト JV束の構造研究に寄典した。第二編は主として Banach束研究で

ある。 K.Kantorovitchは，(3) 閲散空間のベクト JV束的構成を目怒して，この

)j両の研究に{fJ!]な多くの概念を導入して新機袖を典へたに拘らず，その研

究法の極めて索1・トであるために，珂畠ば，精緻を訣苔，函敷宰間の在来の研究

浪，叩ち Banach亭間論とは，没交渉であるかの観を宅した。箸者は，再婦的

Banach束のベクト JV束畠的及び Banach空間論的研究により， Kantorovitch

の B2岱間を修正して， K-空間 (Kantorovitch窒間の略稲）の1紐念に想到し

た。 K-立1且」は，弱尤vi/JBanach束として特性づけら札，その任謡の悩間は，列

的弱コムパクトである（） この性質を K—空間に於けるエJV ゴード定現の證明

（こ應用した Banach束は，その共甑 Banach束と共に K空間となるといこ

限り再蹄的である。 Banach空間誨に於て，局所列的弱コムパクト Banach 

空間は再腎的であるか否かは末解決の間門であるが， Banach束に於て肯定

(1) 小笠原珠次郎： 本紀要 12(昭 17),37-100. 

(2) 更に詳しい研究は，小笠原藤次郎： 本紀要 12(昭 18),217--234. 

(3) L. Kantorovitch: Recueil Math., 44 (1937), 121-16fi. 『J49 (1940), 209-284. 
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的に解決される。尚著者は， S.Bochnerの條件 (L)<D を修正して， Bochner

束の概念を導入し，その性質を調べ，工JVゴード定理を證明した。また著抒

の研究法が有効である一例として，抽象 LP―空間， 1:;;;p;;;;+=, の構成に於

て，ベクト JV束にぴー完全の仮定を設ける要なきことを明かにした。

本稿第三編では， K-空間の町究を更に一般化し，ベクト JV束の表現とその

共輛ベクト JV束の表現との闊係を汎函敷の積分表示によつて鮮明にし，之を

利用してベクト JV束が再蹄的なるための條件を求め，特に再蹄的 Bochner束

の具憫的構造を決定し， Hilbert 空間のベクト JV束的構成を典へた。 K—空間

の外に， Banach束研究に有用な K--空間， Bochner束の構成法を一般化した

(Koo) を滴足するベクト JV束の概念及びこれ等を正規部分空間として含む抽

象 S空間の概念を尊入した。箪位をもつ抽象 S究間の概念は，前編に於て，

k—究間に於けるエJV ゴード定理の證明の際に導入したものであるが，今回は

その概念に夏に検討を加へて一般な概念に到逹した。ベクト JV束が抽象 S空

間の正規部分究間であるための條件を求め，尚ベクト JV束がこの條件を淵足

する多くの場合を考察した。箪位をもつ抽象 S空間は，適常な集合上の完全

加法的測度に閥する可測函敷の S究間で同型表現される。 S宰間の部分空間

である LP空間， 1:;;;p<+=,に於ては，要素列の (o)—牧倣は函敷列の優牧

倣を意味し，函敷列の殆ど到る所に於ける牧倣に蜀應する束論的牧倣の型を

定める貼に於て， S空間を抽象した抽象 S空間が必要になる。尚他の隠低に於

て抽象 S空間の概念が有用であることは，次編の積分諭でも明かにする。普

通 Banach 空間論では， 存在定理の證明に範疇定理を援川することが多い

が，(2)著者は，ベクト JV束の“正則性”を存在定理に援用して， (s)空間を環

束を作る Bochner 束として特性づけた。尚本編に於て，二重共脈 Banach

空間が可分となる Banach 束は再蹄的であることを證明したが，これも

Banach 束の著しい性質の一つと考へられる。第四編は，ベクト JV束を値域

とする農廂函敷及び集合函敷の蹟分論の構成を目的とするものである。 Banach

空間に於ける Bochner積分の定義(3)に並行して，ベクト JV束を値域とする黙

幽敷に到し (o)—積分の概念を導入した。ベクト JV束が抽象 S 空間の正規部

(1) S. Bochner : Proc. Nat. Acad. Sci., 26 (1940), 29--31. 
(2) S. Banach : Theorie des operations lineaires, (1932)参照。

(3) S. Bochner: Fundamenta Math., 20 (1933), 262-276. 



ベクト／し束論 (II) 43 

分空間となるときに， (o)—積分は塁富な内容を持つことになる。 K—空間に於

て， Banach 生間論に於ける積分甑念と比較するならは， (o)—積分は Bochner

萩分と Dunford 梢分の中間に位ずる，即ち x(t) か (o)—可萩分であることと

I x(t) I'];" Dunfordの衣味で可積分であるてととが同義になる。抽象 L 索間

では， (o)—精分と Bochner 積分とは同義である。次いで不定 (o)—積分の性質

を杭請し， Radon-Nikodym瑚定理を調べ，抽象 S空間， Bochner束，抽象

L 生間客に於ては，不定 (o)萩分は， (o)宥界，絶到 (o)—連績，加法的集合嗣

散として特性つけられることを證明した。 また Banach空間に於ける不定

Bochner栢分に闘する語家の Radon-Nikodym 咽定判の研究(1)の不備を補

足した。集介瓜散に判しては， Hellinger 型拭分の理論を構成し，直交函敷

による展即定列を記明した。これは背行の害ての研究(2) と多くの類似をもつ

ものである。第五編では，矛厄々の咽の線形作用素の解析的表現を決定する間

町を取扱ふ。この方111iの研究は，(3)禎分論と密接な交渉を持ち，詣家を刺激し

て多くの結果が得られたに拘らず，連紐函敷空間に於ける作用素の表現及び

Radon-Nikodym 咽定珂の研究の不備に原因して滴足すべ苔ものではなかつ

た。跨各は，連頼函敷空間に於ける諧稽の型の綜形作川索の解析的表現を定

め，その一部の結果を應川して，屈所列的弱コムパクト Banach 空間から

k笑圃への（か連禎線形作用素の完全連禎性を讀明した。また訓編に於ける

Radon-Nikodym 咽定狸の研究により， Lv 竺閻， l~p~ 十co,に於ける作用

索表税に閥する諸家の刷空を完全にし， y2卒間から抽象 L2主間への線形

作）廿素に到し， m—連績性と finite normであることの[fiJ義を證f_!JJした。

以上の所為に於ては，複素係敷のベクト）V束を考へることは『代に記法の複

雑化を招くに過ぎないから，宜係骰のベク 1、)V束に局限した。向本稿は，「ベ

クト JV束諭 (I)Jに引績ぎ次の内容からなる。

第三編 Kantorovitch空間

第一窪ベクト）V束の再蹄性

第二莉: Kantorovitch空間

第四編 ベクト JV束に於ける禎分論

(1) N. Dunford and B. J. Pettis: Trans. Amer. Math. Soc., 49 (1940), 323-392. 

R. S. Phillips : 同上， 48(1940), 516-5,10. 

(2) 小笠原藤次郊： 本紀惑， 7(1937), 215-247. 

(3) N. Dunford and B. J. Pettis: 前掲に詳しい文献がある。
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第一ゴ；t 既1迎数の (o)—積分

第二章 Radon-N ikodym型定理

第三章 ベクト JV値集合函敷の積分

第互編作用素表現綸

第一舟'i:CR Vこ於ける作用素

第二章 Lf)(R), 1~p ;S; + oo, に於ける作用素。

第三編 Kantorovitch 空間(1)

第一章ベクトル束の再鐸性

§1. 共輛ベクトル束。

以下 X を少くとも二つの嬰素をもつベクト JV束とする。正線形汎函敷の

差として表される X 上の汎函散 f(x) は (o)—有界であると示ふ。但し本睾

に於て汎幽敗とは， すべて (o)—有界線形汎函数を指すものと定める。心↓ 0

(xa↓ O)に翌し，常に Iiiい）→o (Iii<叫→o)ならは，/(①）は (o)逹績

(Moore-Smithの(o)ー連績）であると云ふ。此虞に <J似打向集合に）品する指椋

である。 X上の汎函数の全開は，周知の様に，完全ベクト JV束を作る。之を

X の共輛ペクトル束と云ひ， X で表す。 X 上の汎函敷のうち (o)ー連頼

(Moore-Smithの (o)這禎）なるものの全門の作る完全ベクト JV束を頌X)

で表す。 X=Xのとき， X は再峠的であると云ふ。 x,x,xの何れをも Z

で代表ずる。諸種の條件のもとに， x,x,x,x等の間の闊係，特に X=Xと

なる條件を求めるのが本章の目的である。本虚に於て杓へるこれ等の諸種の

條件を一括して低かう。

（※） O<咋 X ならは， f(x)> 0なる O<fEZが存在する炉

（↑) 正要素の任意の集合の下端は，その或高々可附酋部分集合の下端で

ある。

(§) 互に直交する高々可附番個の花要索の某合が存在し，それらのすべ

てに直交する要素は 0以外に存在しない。

(1) 拙署，全尻紙上徴學談話貪， 240(昭 17)談話 1060に本銅の所論の概要が載つてゐる。

(2) この條作を譜j足するベクト八束は，明かに，アルキメデス的である， このことは以下繰返 L

て注意しない。



ペクト／し束論 (II) 45 

（ヽ%-) 靡々可附番個の正要素 f,,EZ炉存在し，すべての 1:,,に対し， f,,(国）

=Oならは，；t:=Oである。

(uo) 如何なる汎函敗も (o)ー連禎である。

(a) 如何なる汎函散も Moore-Smith の (o}—連績である。

（化） 0 二約三的く…がすへての。―~JEZ に翌し， limfい）＜十 00 な
n 

らば，,~位に V叩が存在する。
n 

(11) A を任衣二要素と共にその上端を含む正要素の集合とする。すべ

ての。 ~JEZ に蜀し， 1. u. b. (f(幻）： XEA) <二十 00 ならば，常に

V(叩幻A) 鱗存在する。

以上の條件中 Zに闊係した命題に， Z 全 x,x,xとして得られるものを示

すには，條件を表す記観の右下に夫々 1,2,3を添へる 0 例へば， (fi)に於て，

Z=Xとしたものは， (11)1で表す。

補助定理 1. X が（※） を沿J足すると送， すべての 。三fEZ に封し

f(xo)~0 となる，r店X は m。 ~o である。

證明。 （叫 >Oが矛盾を起すことを示す。（※）を使って， f((xoL)> 0な

る一つの。<.. 八Z をとる。 (x。)ーの直交要素の全盟の作る X の部分雫間を

凶ふと（叫ーの張る線形部分空間を X。とする。 X。上で汎函敷 g(x) を

”弐＋入い）＿，功cX1 に蜀し， g(x)=V(い）＿） と定めると, I g(:i:) I~f<l ,r [). 
Hahn-Banachの擬大定理(1)を使つて，この不等式を保存して g(x) を X 上

の汎函敗に搬大し，その正部分をとり，之を h(::i;) とすれば， 0三h三f.故に

hEZ. 然るに lしの定義から， h(x。)=-h(い）一→） <Oとなり矛盾が起る。

以上。

補助定理 2. X 炉（※）を油足するならは， XEX,0~ 丘Z に釘し， J(x+)

= 1. u. b. (/'(叫： o~r~f, f勺z).
讃明。 0 ニf':Sf とする。明かに f'(x)~f'い） ~f(叫）．『を造営にと

れは， f'(x)=f(叫）なることを示せはよい。 X の乳[5分空間 Xi,X2を夫々叫，

”ーの生成する主イデヤ JVにとり， X1,X2の販る線形部分空間を X。とする。

X。上で汎函敷 f'(y)を， y=y叶狛， Y1EX1,Y正ふ，に髯し『(y)=f(y1)と定め

ると， 1『(y)I三f(lY [). 次にこの不等式を不髪に保つて， f'(y)を X 上の汎

(1) S. Banach, Theorie des operatio1しslineaires, (1932), 28. 
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鰍敷に搬大し，(1) その正部分を同じ記脱 f'(y) で表せは， O~j' 三f, f'(x)= 

f(x+) となる。 以上。

X の共板ペクト JV束を X で表し，咋X に封し，託X をど(f)=x(f)に

ょって定め， xとどを恒等視し， X を Xに埋蔵する C

定理 1. X炉 Xの部分ベクト JV束となる條件は， X か(※)1 を滴足する

ことである。

證明。 補助定理 1,2から。 以上。

補助定理 3. 廷X を Z 上の汎函敗と考へれは， Moore-Smith の (o)—連禎

である。

詭明。 Zの定義から。 以上。

定理 1の場合と同様にして
A ,::,; 

定理 2. X が X(X)の部分ベクト）噂となる條件は， X が(※)i ((※） J) 

を滴足することである。

謡明。補助定理 1,2, 3から c 以上。

定理 3. X がア）パメデス的ならは， x,xは何れも X <IJ1F. 嵐イブヤ）V

である。

證明。 Xは Xの正規部分空間であることは明か'今 A を Xの正嬰索

の任訊の集合とし， f=supAEXのとき， fEXを示せはよい炉即ち，叩↓ 0 

に蜀し， fい）→ 0 を云へはよ応心 ~e, n=l,2, …なる O<ee:Xをとる。

X の各要素は e に闊して有界な場合を考へればよい。向 X は，ノ）V ム

IIの1¥=g.l. b. (u.; I 叫 ~u.e) で完備として差支ない。 e が恒等的 1 となる様に，

X をビコムパクト Hausdorff空間 9上の有界連禎函敷の全盟で同型表現し，

X の表現函敗を x(p)とする。第二編第四雌 §1の所論を適川し， 0三gEX

に應ずる正則な測度函敷 mg(E)を考へると，

(1) g(x)= J x(p)ma(dE) ， 
gEA とすれは， (o)—連組の定義から， E。= (p; lim叩(p)> 0)と骰けは，叫(E,。)

=0が得られる。然るに mf=V(m0; gEA) なる故に mAE。)=O, 従て (1)

を使へば

(1) S. Banach: 前褐， 28.

(2) 第一嗣第一章 §2補助定理 3.
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limf(心）= lim叫 p)mAdE)=O
• ・11『 Ln

となる。故に X は X の正規イデヤJVである。 X に封しても同様の論法で

虞明される。 以上。

定理 4. X を(§)を満足するアJVキメデス的ベクト JV束とするならば， x,
Xの何れも（↑)を湖足する。

證明。先づ Xが輩位をもつ場令から始める。 e>O を X の箪位とし， e

に翡して打界な X の要素の全骰の作るベクト JV束を Xeとする。 e を恒等

的 1となる様に， X をビコムパクト Hausdorff空間 9上の連績函敷（非栂

密集合」：：を除いて1f限値をとる）のベクト JV束で同咆表現し，而も XeIま欄

密な―仕界連績函敷族で表現される様にする。詢定理の證f]Jj中の記法を踏襲す

ると，訳Xe,O~gばに野し，

(1) g(x) = j x(p)mo(dE) 
!J 

となる。 0~訳 Xに封し，叫＝のハneとすれば， gEXなる故， g(;r)= lim g(叫）．

従て任店の咋X に蜀し (1)式が成立つ。 A を X の正災素の任絃の集合と

し， f=八(g;g EA) とする,Aは二要素と共にその下端を含むとしてよい。

1四＝八（叫； gEA) か容易に判る。従て m!ln い刷~ なる gnEAが仔在する。

(1)式を使つて

f(x)= j x(p)mAdE)=lim j x(p)man(dE)=lim g,i(x). 
SJ n !J 

この瀾係から f=八gnが判る。 Xに対しても同様である。次に Xが箪位を

イ［しないとする。 X には，互に直交する正要素 en>0の列が;{f在し，すべて

の ell』に肛交する X の要索は 0以外に存在しない。 {en}を利Jl1して X を

連績函敷のベクト）V束で同型表現すれは，同様の論法で證明することが出来

ふ 以上。

定理 5. Xが（各），（※）1, (ao) を油足するならは， Xは (t)を油足し，従て

X 上の (o)—連禎汎函敗は，すべて Moore-Smith の (o)—連禎である。

證明 c 直り定理からし 以上。

補助定理 4. X を(※)i, (a。)を満足する a—完全ベクト JV束とするならば，

Xに列する條件(§)は X に到する (c%:ヽ）1 と同義である。

證明。 （料）→ (~)1 (f)證： h迂 X,n=l, 2, 3, …を(§)の正要素とする。

hn(a)=O, n=l, 2, ... なる正災索虹X は a=Oなることを云へはよい。任
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意の。 ~gEX に到し，主イデヤ JV 別(hn) への射影を gj/, とすれは，釦＝

V(gnnmh,.). 従て g,,.(a)=O. これから g(a)=Oを得ふ故に(※)1により
m 

a=Oである。

（＼ヽ）1→ (§)の謎： （へ斗の正冗素〇 ;;fuEX,n=l,2, ... を考へる，すべて

のfnに直交する O<gEXがイ［在すると似定すれば， g(a)> 0なる（）＜叩X

が介在す（ これか矛盾を起すことを示す， X の各要索は a に闊して仔界な

場合を若へiしばよい。正敷列｛；ツ,}を二互fu(a)<+co なる様にとり， f=

区i』と置くと， Jng=O. 席二編第四章 §1オ冑助定岬 8により， a=aけ a2,
n 

a1na2=0, f(a1)=0=g(a2)なる a1,a2ヵ噌在するnf加）=O, n=l, 2, …と

なる故， a1=O. 従て a=a2となる c 故に g(a)=Oとなり手）化が起る c これ

から X=V汎Un) となる故に，(§)の成立が容易に判る 以上（
'fl, 

/;;) {T—完全ベクト JV束とするならは， X に補助定理 5. X を(※)2を悩足ずつ

対する條件（怜）は X に到する (c¥:ヽ）2 とIr了」義である(

明。 蘭帷助定理の證明に旱 以_L

補助定理 6. X を(※)3 を置止する o—完全ベクト JV束とするならは， X に

蜀する條件(§)は X に対する（立と同義である（

證明。 補助定埋 4の虚1月に準ず。 以上c

定理&. X を（※）2 (虹 を滴足する O—完全ベクト／レ束とする。. ()  X(X) 

が條件(§)或は X か（立 (('-'-")3) を満足するならは， X は (t)を滋足

する完全ベクト）V束にして， X 上の汎圏敗に対し， (o)—連級と Moore-Smith

の (o)ー逮紐とは同義である。

證明 入アが箪位をもつ場合のみを虚明する。他の場合は之に糾じてやn
ばよい。 A を Xの正奨素の11::Jの集介とする。 Aの適常な可[5甘記『!5分集介

の下端が Aの下端になることを示せば，本定理が證明されたことになる c こ

のため， A は二要素と共にその下端を含み，かくe, 廷 A なる奨要素 eの#

在を仮定してよい。尚 eは Xの箪位として一般性を失はない。主イデヤ）V

による方法で， eか恒等的 1なる様に， X をヒ` コムパクト Hausdorff索間

9 上の連禎面敷（非桐密集合上を除いて，仔限値をとる）のベクト）V束で同

咽表現し， XEXの表現函敷を x(p) と定める。⑪ を 9 の閲且閉集介を合む

最小の Borel 族とし， EE~ に罰し， p(E)を E と等一種集合を法として一

致する謁且I牙j集合の特性函敷を表視幽敗とする X の嬰素と定義する。 μ(E)
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は (o)—位相で完全加法的なる故， fcX に封し， mAE)=f(p(E)) と潰くと，

叩 (E)は完全加法的である。 hEXを X の輩位とすれば，叫(E)=Oと E

は第一種集合であることと 1i,J義である'r]>故に， mに可測園敷には⑭ に属する

第一種集合上を除いて一致する連級圏敷か一意に定主る。 m,r(E) は rnh(E)

に閥し紀旦連禎になることから， Radon-Nykodymの定理により，

(2) 町 (E)=f f(p)mh(dE) 
E 

(3) 加）= Lx(p)mAdE)= Lx(p)f(p)mh(dE) 

なる連紹薗散加）か fEX に堂］し一意に完まる ~l) xは完全ベクト JV束なる

ことを利）llして，第一編第二危各 1定判 3により Xは完全ベクト JV束にな

る（ん(E)=r x(μ)mh(dE)と定めると， (3)より
N 

(4) JC1:)= f f(p);?:.:(dE) ， 
を得るり化を抽象 L応間の要素と名へ，企＝八信； XEA) とすれは，凡↓ p 

なる x,,eA がH在する。 Xn~X。なる xucX をとれは， (4) 式を使つて

fい）=limfい）= J f(JJ)f,(dE) ， 
となる似，ド＝んを得，心=1;>;t'n=八（幻： a;e A)が判る(; 以上c

定理 1. X を(※)i, (a。）を禅足する a—完全ベクト炉束とし， X か (s) 或

は X 炉（ヽ ）ヽ1 を満足するならば， X は (a),(t) を滴足する完全ベクト JV束

になる c

諭明。 前定判から。 以上。

ー^ ～補助定理 6. X,X, X は何れも U1hを社{j足する e，

詞明。 定義から目叫。 以上。

補助定理 7. Xが (f,o)'((f,)) を溝足するならば， X は（※）を満足する

a-完全（完全）ベクト JV束である c

證明。 殆ど明か。 以上。

定理 8. X が (P,oL((閏）を， Xば）が(§)或ほ X が (~)2 ((~>a) を満

足するならば， X は (/)'(p,)3を濶足する完全ベクト JV束である。

(1) G. Birkhoff, Lattice Theory, (1940)定理 3.13を使へば， X が完全ベクト /I,束であるこ

とは，これからも判る。

(2) 第一銅，第二卒 §3定踵 1.
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證明。 X 力嘩位をもつ場合のみを證明する。定理 6 により， x=見 (f,)~

のみを示せは充分。 hを Xの箪位とし， hを恒等的 1とする様に， Xをビ

コムパクト Hausdorff 空間 •Q 上の連績函敷のベクト炉束で同型表現し， /EX

の表現函敷を f(p)と定める。 E を Baireの性質をもの 9の部分集合とし，

）） (E)を E と第一種集合を法として一致する閲且閉集合の特性函敷を表現函

敷とする X の要素と定義する。 XEXに蜀し，凡(E)=))(E) (x) と定めると，

凡(E)は完全加法的にして

(4) f(x)= J f(p)凡(dE)
!J 

を得る。條件 (f,)3に述べられた集合 A をとり，炉=V(凡； XEA) とすれは，

凡↑ Bなる叩EAが存在する。（闊従て（闊により，叩↑ X。なる X0EX

が仔在する。 (4)を使つて企＝伶。従て X。=Vxn= V(x; XEA)が成立つこと

が判る。 以上。

定理 9. Xが (a。),（闊を， Xが（怜）或は Xが('¥:ヽ）］を悩j足するならは，

X は (a),(f,), (t)を悩足する。

證明。 定理 8から。 以上，

§2. 共輛ベクトル束の表現ブール空間。

暫< X は(※)3 を油足する完全ベクト JV束とし， A,Bを夫々 x,xの任

窯の空でない部分集合とする。

心 =(f;すべての XEAに列し， lfl(lxl)=O,jEX)

Bヽ =(x;すべての fEBに対し， IJI(xl)=O,XEX) 

と定義する。

～ 
補助定理 1. A~, B"'"'"は夫々 x,xの正規イデヤJVである(

證明。 定義から明かに， Aヽ， B"'"' は夫々 x,xの正規部分宰間である。

9ex を (f;O~f三 g, feA~) の上端とすれば，上端の定義から直ちに，

g(lxl)=O, 炉 A. 故に geAぎ第一編第一掌 §2補助定理 3により， Aヽ

は X の正規イデヤ JVである。次に y=V(x;O~x~y, xeB刈とすれは，

前節捕助定理 3を使つて， Iii(y)=O, f EBを得る。故に yeB竺従て A""'

の場合と同理由により Bゞ は X の正規イデヤ JVである。 以上。

補助定理 2. A が X の正規イデヤ JVならば， A'%'-"""=A.

證明。 定義から明かに A"""~:::>A. {股に A'-"''%""手A とすれは， Aのすべ



ベクト八束論 (II) fil 

ての災素と直交する 0 く訳 A·"-"~ かイf在する。條件(※)3により， J(叫＞。

左る。ぐfいしが｛［在する。 Hahn-Banachの概大定判1mを仙つて， ]EA'"と

してよい。これは炸A'¥;ヽ ヽに矛盾する。故に Aヽヽ:¥,=A加成立つ。

以上
～ 

. iJ, X の正規イデヤ JVならは， B"'ヽ =B.補助定理 3 B 

諭明。 B""'"" :.:i Bは自明。椴に B""""'"=-!-=Bとせは，すべての Bの災素と「直

文する。<、fEB""''-"応存在すふ f>Oの定義から f(a)> 0なる 0<ぃ x
か仔在する。此起こ a は O~b<a ならば f(b) <J(a)としてよい。佃省，

A=(伽； f(aJ=f(a), 0 <a"~a) と似けは， aw 叩A から， f(a)-J(aい叫

=f((a--a, ん） u(a-a/i))~f(a- 叫十f(a -a0) = 0. 従て 0< aa n afJ三a,

f(aばハ叫=f(a)となる C fEXなる故がいA. 従て最初から a=八知と

してよい任訟の。三gEBに闘し， grヽf=Oなる故，第二髯第四章 §1補

助定J凰8により， a=妬 +a2,a1 rヽ伽=0, f (a1) = 0 = g(a2)なる a1,a2カ珀；在す

る。上述 aの性質から約=O.従て g(a)=O,即ち虹 Bヽ ．これは j℃B"'""'" 

に矛）行す心 以上

以上の補助定叫により， A→ Aヽ"', B→ B'-'-ヽ は何れも， G.Birkhoffの

立味の閃窃演符;<2)を定義し，之に蒻して閉ぢた集介炉夫々 x,xに於ける正

嵐イデヤ ;vであるし Aヽ ，ゞ B・'・"'"は夫々 A,Bを合む最小の正規イデ叩Vで

ぁふ Aのすべての要索と直交す炭索の全開を A'とすれは， A"=A""ヽ で

、りる。 lriJ饂こ 8"=B"ヽぷ炉成立つ。 x,xの正規ィ fャだの作る完全ブーJV

代敷を夫々 N,Nと定義すると，

補助定理 4. A'~=A"~,,, B'"''=B'-"'. Aを正規イデヤ戸とすれば， A→A如

により N,N!よ束詞咽である G B を使っても同様のことか云へる。

謡明。 Aバl.f,B虚とし， A に Aや',B に B'"""を闘應させる。

(A""1)'~·"=A""11""=A""·:x-.= A. 

(B'、~)-""'1=B'"'"·'l.v=B11=B.

故にこの二つの対應は互に他の迎封應しこして， これにより N,Nは順序同型

従て束［国咽となる 次に A を X の任意の部分集介とすれは， A',A"に対
～ 

應する N の要素は互に他の補要素であるから，

(1) S. Banach, 府ij翡l,28. 

(2) G. Birkhoff, 前掲， 17.
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A'ゞ =A"-""'=A""'辛 ""''=A-""'.

Bに対しても同様な闊係を得る。 以上。

AENに賛し， Aヽ ！を A に封應する X の正規イデヤルと云ひ， BENに

蜀し， Bヽ を B に封應する X の正規イデヤルと呼ぶ。 A に翌:J應する正規

イデヤ）Vは， f(x)=g(PAx)gEXの形の fEXの全開からなる。従て A に到

して考へた A と線形ー束ー同型である。 o;;gEXに鉗し， JEXが g([xl)=O

ならば，常に f(x)=O となるとき， fは gに闊して絶封連績であると云ひ，

J<gで表す。 gの生成する主イデヤ）Vを別(g)とせば， fE別(g)とJ<gは

同義であることが判る。特に X が箪位 eをもつときは，上述の X は eに

閥する特性要素に限つて；唸支ない。 これによつて絶蜀連粕の窪味は更に月］か

になる。

N,Nの表現ブー）レ空間は， Nぶ「の束同咽から[i,J位相となる故に，釘應す

る黙を恒等視し， 9で表す。即ちふN と A""''ENは 9 の同一の開且1511

集合で表現される。 9 の幽は Pで表すことにする。

先づ， x,xか夫々箪位 e,h をもつとするし正規イデヤ）Vによる方法で， e

が恒等的 1になる様に， X を 9 上の連績函敷のベクト JV束でl五j型表現し，

X の表現函敷を x(p)で表す,Eを Baireの性質をもつ 9の部分集合と L,

μ(E)を E と第一種集令を法として一致する［』の開且IX!集合の特性函敗を

表現函敷とする X の奨索と定める。 µ(E) は (o)—位相で完全加法的である C

斯様な表現及び p(E)を (.Q,e, μ)で表す。 Xに到しても同様にして (SJ,h,))) 

を定義する。此虞に於て fEXの表現幽敗を f(p)で表す。 m(E)=h(μ(E))

と定めると， m(E) は非負完全加法的にして， m(E)=O と E は第一種集合

とは同義である。狐,(E)= f (μ(E)) と定めるとき， mAE)に m(E)に閥して

絶到連績となる故

(1) mAE)= j F(p)m(dE) 
l!J 

(2) f(x) = L x(p)mAdE) = f x(p)F(ti)m(dE') 

となる連績函数 F(p)が fに蜀し一意に定まる炉 F(p)三 f(μ)なることを示

さう。 (2)を使って

(1) 第一編，節二章 §1定尭 1.
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(3) (f-lh)_(x)=) 
(iJ;F()))<.l) 

x(μ)(入-F(μ))m(dE). 

尻=(μ;F(μ)<入）と骰く。 (3) より， (f-入h)_([xl)=O と μ(E,)n I x I= 0 

とは同義，従て別(U-入e)_)に蜀應する X の正規イデヤJVは別(μ(E,)).

故に fの表現国敗の定義からn) F(p)二!(1-1)を得る。

次に x,xが同時には箪位を有しないとする。 X の正要素の集合 {ea}を

(i) (I. キ0ならば， eane11=0 

(ii) すべての炉に到し， eanx=Oならば x=O.

(iii) 2l(e")に Xの主イデャJV 別（が）が翌應する炉

を悩j足する様にとる。 {h"} も Xに於て (i),(ii)の性質をもつ。 2l(ea),2l(ha) 

に訂應する 9 の開且閉集合を止とし， (Q"'e",炉），（北， h",炉）を若へ，(3)

Ee----:、北に讃し， m"(E)=h"に(E)),mJ(E)=f(、研(E)) と閥く。江X,jEX

の 9上の表現圏敗を x(i1),f (1-1)とすれば，前述と同様にして

(4) 両 (E)=)/(1-1)加 (dE), EC  Q" 
E 

(5) f(x)=f曲）!(1-1)加 (dE), 江別(ea)
Qa 

を得る。因で高々可附番個の項のみ 0でない絶判牧紋級敷の和を表すもの

とすれば， fEXに封して

(6) .f(x)=~L"x(p)f(p)町(dE)
を得る。

以上は X の表現を出骰貼として X の表現が杭分表示によつて得られる

ことを示したが，順序を逆にしても I咀］様の結果を得る。上述の様な表現法を

汎函数の積分表示による方法と呼ぶ。以上を定理の形に欄めて，次の様に要

約しやう。

定理 1. X を(※)3 を満足する完全ベクト JV束とする。 x,xの正規イデ

ヤJVの作る完全フ｀ーJV代散は束I百1型にして，連禎函敷のベクト JV束での同型

表現には，正規イデヤJVによる方法と汎函敗の積分表示による方法とは全く

同義である。

(1) 薗用文友，小笠原藤次郎： 本紀要， 12(昭 17),17-35. 

(2) 一殷には， X (/J主イデヤルに X の主イデヤルが封應しないことに注意。

(3) ea, huを夫々 SJa IT)特性函敗とする捺な表視である。
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定理 2. X を(※)t, (a) を料足する完全ベクト）V束とする x,xの正規

イデヤだの作る完全プー）V代敷は束詞型にして，連紐紹数のベクト）V束て(IJ

同咽表現には，正規イデヤ炉による方法と；凡函敷の禎分表示による方法とは

全く [~iJ義である

證明。 前定直且から。 以］・・0 

定理 3. X を（叫を~'.:'直する (J-完全ベクト JV束とす八 X と X に劉し

定理 1が成立つ。

證明 C 定理 1及び前節定列 6から。 以上。

定理 4. X を ("'")3 を樅足する a-完全ベクト炉束とする。 X と Xに蜀

し定理 1か成立つ。

明。 詢定理の詞明と同様。 以上

定理 5. X を (ao),('-")1を滴足する a-完全ベクト JV束とする，定JIド2が

成立つい

證刊］。 前定列の麿明と詞檬c 以_1・.o 

定理 6. X を(※)1 在憎屑足し箪位をもつ K6一咽“叩l!J"ベクト JV束(I) と

すれば， Xは條件 ("'"'Lを沿'J足する。

證明。 本節の記決を踏嗅する。 (i),(ii), (iii)を満足する {ea}を Xの刈1位

0 に隅する特性要素の集合にとることか出来る X'/J, K6― J料“正則"なる

故か＼る {e"}は高々可附番集合としてよい。 X=V~{(ha) なる故， X は條件

(§)を訂足する。 §1補助定理 5により， X は ("'"hを満足する。以上c

§3. 再蹄的ベクトル束。

先づベクト｝り束 X 炉再鑓的，耶ち X=Xとなる條件を求めやう。

定理 1. X=Xのための條件は， Xか (a),(Phを， Xが (a)を糊尼する

ことである。

閤明。 必要條件の證： XEX=X, JEXに野し， f(x)=x(f) なる故， §1

補助定理 3により， X は (11)を沿足する。 X=Xから， X も (11) を詔直

する。 §1補助定理 6を使へば， X か (i9)3を満足することが判る。

充分條件の證： xは (a),(凡従て(※)i, (a) を沿足する完全ベクト JV束

なる故，前節定理 2が笥JIJされる。前節の記法を跨襲して，

(1) "正則,,はペクトル束の正則性を表すために使用ずろ 0 Banach空間の正則性（再蹄性と f,,]

義）は耶に正則で表ずことにする。
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(1) f(x)=区j曲）f(p)町 (dE), 咋 X, feX. 
a Qa 

(1)から，））"(E) (e")=町 (E),E c::::: Q,, を得る。任謡の。 :SEcXをとる。

mHE)=E())a(E)), Ee  Q" と置くと， Radon-Nikodymの定理を使って，どに

対し一窯的に連麟面敗 E(¥-1)茄定まり，介X に劉し，

(2) m名(E)=J E(t1)m"(dE), EC  !J,, 
E 

(3) ど(f)=翠JQ』(t1)mi(dE)=~J Qaf(p)ど(p)m0(dE)

を得る,.,JJ,, 上でど(μ)と一致し，他に於て 0となる連禎幽敷を E"(t1) とす

る。

f f(μ)国）町(dE)Qa 

ば X上の正汎函敷を定める。之をど"cXとすれ且，明かにど=VE". すべ

ての (l に対し， i;"eXを云へは・,xが (f,)3を沿り足することから，廷X が得

られる。 min(ど"(t1),n)を表覆面敷とする X の囲素を x,, と庄は，叩M=

min (i;"(ti), n) o 

然るに

f(x,,) = j'f(p)叩 (p)町 (dE)
珈

なる故，匹f(心）＝しf(t1)/;(p)m"(dE) を得る。 (f,)3により， V叫 eX. x= 
” 

V心とすると， f(x)=守(f)となり，知X が判る。以上。
?I, 

定理 2. X が（立を満足すると苔， X=Xの條件は， Xが（叫， (P,0)1を，

Xが (a)を濶足することである。

證明 定理 1及び §1定判 9から。 以上し

定理 3. Xが(§),(吋を滴足するならは， X=又の條件は， X 炉 (a。),

(f, 心を， Xが (a。)を満足することである c

證明。 定理 1及び §1定理4,定理 9から。 以上。

定理 4. X が(§)を揺足するならば， X=X(I)條件は， X が (a),<miを

Xが (au)を滴足することである。

證明。 定理 1及び §1定理 4から。 以上。

定理 1の證明法から次の諮定理の成立は明かである。

定理 5. X が(※)3を満足すれば， X は X の正屈部分広間にして， Xの
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すべての要素に直交ずる Xの要素は 0以外に存在しない。

定理 6. X=Xの條件は， X が ({1)3を茄足するこもとある。
~' 

定理 7. X=Xの條件は， X 炉 (a),({1)1を満足することである。

定理 8. X が再蹄的ならば， X の任衣の正規イデヤ JVも再蹄的である。

定理 9. X を(※)1を満足するベクトノV束とする o X を Xに珂歳すると

き， X のすべての要素と直交する X の要素は 0以外に存在しないための

條件は， Xか (a)を満足することである。

證H几 必要條件の證： xの正嬰索の集合 {e"} を

(i) い噸ならは， e"ハ砂=O

(ii) すべての a に到し， eaハx=Oならば x=O

が満足される様にとる。 X を X に埋蔵するとき，明かに (i)は成立つ。 (ii)

に就いても， mを Xの任意の正要索として成立つことか證明されふ次に

どを X の任意の正炭素とし， fil(ea)へのどの射影をど(1 とし，匂＝が nne11

と謹く。翌(f)は Moore-Smithの (o)ー連粕である。然るに匂(f)=lim翌(f)

から Ea(f) も Moore-Smithの (o)一連績である。 VE"=E から， ~1 定珂 3

により， E;(f) も Moore-Smith の (o)—連讀である 0 叩ち X は (a) を訊足す

る。

充分條件の證： xを X に埋蔵する。 Xは(※)1, (a)を油足するから，

X の生成する X に於ける正規イデヤ）Vは， X"'""=(O)'=Xとなる (Xと X

に前節の所論を適月］する）。故に X のすべての要素に直交する Xの嬰素は

0以外には存在しない。 以上い

定理 10. X と X とがベクト）V束として詞型にして，咋X に蜀應する

X の要素をると書くとき， xny=Oならば珀(y)=Oを詢足するとする。こ

のとき X は，珀(y)を内禎（の， y)とする Hilpert累間になる。

證明。 Xは條件(※)3を満足する完全ベクト）V束なる故， X と詞咽な X

も同様である。 X の正規イデヤ）Vにの→元によつて生ずる X の正規イデ

ャ）Vは，前節の訟味に於ける蜀應する正規イデヤ）レである。之を證明するに

は，正嬰素の yに翌し xへy=O と歪(y)=O とは1骨義なることを示せばよ

い。即ち，即）=O なるか>O が在在しないことを云へばよい。歪。(xo)= 0, 

Xo>Oとする。 m咽に）とせば，釦E?2{(祝）．故に汎函敷の定義から， x(叫=O.

A を X。の直交要素全謄の作る正規イデャだとすれば本定理の椴定から，
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か A ならば i(叫 =O. 任衣の廷 X は，冗＝功十的，功€逍（叫，幻2EA の形に

許かれるから，かfa'.i1)= 0, 従て Xo=Oとなり矛J行炉起る。 X の正要素の集合

に｝を前定岬の條件 (i),(ii)を祁足する様にとる。｛四｝も條件 (i),(ii)を満

足し，~{(初）は汎(ea) に対應する正規イデヤ）Vである。 X は X 上の汎函敗

と考へて，、 Moore-Smithの (o)ー連頼なることに注謡して， X の表現 (Qa,炉，

炉）から川枝すれば，袖節と同様にして(I)

(4) が(y)=叫x(p)y(p)町 (dE)
a !Ja 

の形に壽かれることが判る。此羞に x(p),y(t1)は 9 上の訊リの表現幽敗で

ちる。町(E)It fJ,, 上の完全加決的測度にして町(E)=O と E 炉第一種

梨合とはhiJ義である。今 (x,y)=x(y)と杏くと， (x,y)が内甜の性質を持つこ

とは， (4)式から明かでちる。主た，

(5) 
~ 

叫 <p(p)国 (dE)<+co 
a !Ja 

なる連紐薗散叫1)をとれば・,<p(p)は X のある奨素の表現函散であるいこれ

け:,<p(l,J) >: 0とじてμ・¥[明すれば充分である。 (5)から rp(J.l)は高々可附番個の
n 

生，上を除いて JJaJ: -c 0 となる。加をそのよ現飽敗叫1-1)か，区出上
i-1 

で min(<p(J.1), n)に等しく，他の歴炉では 0となる様な X の花要素とする。

任底の。；；；；yEXに聾し， (4)式から

1 

（）喜(y)~にし/(W町 (dE)}:f (y, y)と

故に Xに於て Vx,,,炉存在する。之を元とすれは， x=V叫なる故， x(p)三

rp(p). 故に X は (x,y) = x(y)を内積とする Hilbert空間である。以上。

定理 11. X を蹴位 eをもつベクト JV束とする。 X が X とベクト JV束

として同型にして，幻X に翌謳する _xの嬰索ををと書くと呑，の＞〇な

らは，元(x)> 0を滴足するものとする。 てのとき X ほ，珀(y) をふYの内

禎 (x,y)とする Hilbert宰間になる。

澄咀 o xの表現 (fJ,e,)))を考^ ，ヽ m(E)=))(E)(e), 叫 (E)=))(E)(x) と置

けば，加Xの表現函数を fj(p)とすると，

(6) 叫 E)=) x(p)m(dE) 
E 

(1) 汎飢陵の精分夫示による方法。本国第一序 §2,53. 
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(7) り(x)= j y(p)~;(p)m(dE) ， 
なる連禎函敷 x(p)か X に図し一意に定まる。 x(p)の全閤による 9 の分離

空間を 9。とすれば， 9。は討=(μ; x(p)=x(J.10), 咋 x)の形に書かれる集合

吋を繋れとするヒ三コムパクト Hausdorff雰間である o x(p)の全鴨は完全ベク

卜炉束を作る。 x(p*)=x(p)と害く。 X と X との同型から， 9。と 9 は同

位相になり， P に判胴する Qu の縣観を Tp とすれぼ， x(Tµ)= が(p) か成~つ。

今料 TJ.1なる桐CJt1o炉存在するとせは， p。の迎償な近傍 U をとれば， pcU 

ならば， p$~(吋；柘 EU) となる。故に U 以外の屈れで 0 となる表現函敷を

もつ O< か€又を若へれば，叫))元(µ)=O. 故に x(x)=O となり矛厨が足る c

故に限 Tpが成立つ。 T は位相的罰應であるから， Tμ は JJの唯一漿れから

なる集合である。故に島= Qにして Tは Pを Pに対應させる桓等的縁換

に外ならない。故にすべての xcXに門し，の(μ)= x(μ)となり，前定罪と同

様にして結論に到達する。 以上。'

定理 12. X を箪位をもつ K;;型‘‘正叫"ベクト JV束とすふ X=Xな

るための條件は， Xか (P,oh,Xが (ao)を滋足することである L

證明。 定理 1,§1定理 5から。 以上(

§4. 弱位相。

ベクト炉束 X に弱位相を導入しやう。 (x; I fi(x)-f;(x。)I <e i=L 2, …n) 

の形で害かれる X の部分集合を x。の泥傍と定める。此誕に f,:EXとするじ

この近傍系により定義される位相を弱位相と云ふ Xが（※）1 を滴足すると

せば， X はこの位相化により Hausdorff空間となる。 X の部分集合 Aが弱

位相でヒ‘ゴムパクト，コムパクトなるに従って， Aは夫々弱ヒ＂コムハクト，弱

コムハクトであると云ふ。 X からの要索列｛ぬ｝は，すべての JEXに封し

limf(⑰）が有限確定のとき，弱基本列であると云ひ， limf(xn)= f (x。)なる

誓 X が存在するとき， {xn}は X。に弱牧敷すると云ふ。易い態本列が常に弱

牧倣する X は弱完備である云ふ。 A からの要素列が常に弱牧倣部分列を含

むとき， A は制限的列的弱コムハクトであると云ひ，もし A の要素に弱牧

倣する闊5分列を含むならば， A は列的弱コムハクトであると云ふ。

定理 1. X を(※)1 を油足するベクト JV束とする。 X の任意の賑間が弱ビ

コムパクトなるための條件は， X か (a)を淵足する完全ベクト JV束なること

である。
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證町 必嬰條件の訂： A を X の正要素の任意の集合とし， A の下端

の存在を示す。 A は二要素と共にその下端を含むとしてよい。各咋A に

賢し， (x';x'~ こx,x'EA) の弱位相での閉庖を A(x) とする。有限個の A(x)

ば常に共通奨索をもつから，すべての A(x) に共通な要菜％がイi在する。

容易に打る様に， 0;;;JEX に針し， 0 三f(x。)~f(x), 汀 A. 故に心は A

の下界である。 Xi を岱 ~x。なる A の下界とせば， f~O のとき， f(xo)~

f(叫 ~f(x), 幻 A. 然る任謡の正敷 e に罰し， f(x。)~f(x)~f(叫+e なる

廷 A か{f在する故， f(叫 =f(叫，即ち心＝叫を得る。故に X。は A り下端

である 次に的↓ 0とすれば，同論社喜： f(叫→0 が云へる。故：こ X は

(a)を淵足する完全ベクト炉束でをる。

充分條件の諭： 任意の O<aEXをとり， A=(x;O~x~a, 咋 X)と置く。

各正嬰占 /EXに宜悩間 [O,f(a)] を塁］應させ，その直積を作ると， ビコム

パクト Hausdorff生間を得る。廷 A(ここの猿空胴(/)聞 {f(x)} を打應させ，

か＼る幽よりなる集合か閉ぢてゐることを示せばよい。どをこの集合の任窯

の集積貼とし， [O,f(a)]に於けるどの座椋を E(f)と定めると，とは X上

の正札訊数を決定する。之を同記腕どで示す。 0~ ど(f)三f(a)のため， E(f)

は Moore-Smithの (o)-連績になる前節定 5理により，丘A. 故に A は

弱ビコムパクトてある。 以上。

定理 2. X が（ヽ ）1 を滴足するならば，次の各條件は互に同義である。

(1°) X の任意り腐間は列的弱コムパクトである

(2°) X の任意の脳間は弱コムパクトである。

(3°) X の任窯の属間は弱ビコムパクトである。

(4°) X は (a。)を滴足する a—完全ベクト炉束であるた

(5°) X は (r1)をii:i'.直する完全ベクトだ束である。

證明。 (20)→ (40)訓定理の必要條件の謳明に泄す。

(40)→ (5°) ~1 定理 7 から。

(50)→ (30) 定珂 1から。

(30)→ (20) 自間 c

(5")→ (1°) 0 < eEXに拇し， A=(x ; 0~x ;$ e, x EX)と置き， A が列

的弱コムパクトなることを示す。 eは X の輩位として一般性を失は

ない。 X力渭1位 hをもつ場合から始める。 §2の記法を踏嬰する。 X,
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Xの表現， (SJ,e, μ), (SJ, h,)))を考へると，

(1) f(叫=f曲）f(p)m(dE). 
Q 

咋A とせば， 0~x(p) 三 1. {xn}を A からの任揺の列とせば， ・μr積分函

敷空間の性質から，郊分ダIJ {夜）と 5J上の連績国敗ど(μ)が仔在し，打界

なf(p)に到し，

(2) 岬fに）＝しc(p)f(p)m(dE).

0;;:; E(p);;:; 1 なる故， E;(p) は A の要素どの表現鰍敗である。任紅の。 ~fE

X をとる。正散 eに対し，充分大な正敷 M をとれは，) f(p)m(dE) 
(¥J ;f(¥1):、M)

ぐ€'. この性質を使つて，容易に limfに）=f(E)を得る。 X が箪位を有し
n 

ないときも，同様な論法で證明される。 以上

定理 3. Xが (rl),(f,hを滴足するならば， X け弱完備である（

證明。 ｛叫｝を弱基本列とし，肛 2の記法を踏襲して，

(2) f(x)=~) 幻(p)f(p)m"(dE).
a !J,, 

E を Baireの性質をもつ， 9の任窪の乳!5分集合とし， f,じ），豆(f)を次式で

定義する。

(3) 

(4) 

応）＝吋，a朽~(p)f(p)ma(dE)

どE(f)= Iimf E(x.,,) 
n 

f 及び”を固定すれば， fE(X),豆(f) は完全加法的集介餡敷である。 Pf柘分

函敷空間の弱完備性から， f(p)が見上で1f界ならば，

(5) 豆Ef._f)=j E(p)f(p)町 (dE)
叱E

となる 9上の連績函数と(p)が一森的に定まる。任謡の JEXに判し， !;(p)f(p)

は Qa上で可蹟分である。 f2: 0, /;(p) 2: 0, j) E JJ" として示せばよい。尻＝

(p;f(p)<n)とせげ， (5)から，

/;gaEn(f)= fど(t1)f(p)町 (dB:)
gfl尻

を得る故， n→十 oo とせは

(6) fg}f)= J /;(~1)f(p)町(dE)
g 
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となり， i;(p)f(p)は Q,,上で可精分である。任衣の fに対し (6)が成立つこ

とが云へるから，豆(f)の完全加法性から， (6)式を使って

(7) /;g(f)=叫i;(p)f(p)町 (dE)
a !Ja 

(8) 国 (f)=叫と(¥.i)f(p)加 (dE)
a Q E 

を得る。これから ~L,,1 i;(p).f(p) I加 (dE)の牧倣が判り， §2定理 1の證明

に於ける最後の論怯により， i;(p) ・ X の要素の表現函敷なることが判る。

この要素を託X で表すと， f(叫）→f(E). 即ち X は弱完備である。

以上，

定理 4. X を條件（吋を涵足するベクト JV束とする。 Xが弱完備なる

ための條件は， X が條件 (r10),(f, 心を滴足することである。

證明（， 必要條件の護： 0~ 凸二咋二…，且すべての O<feXに罰し，

limf(xn) <十 oo とする。このとき｛叩｝は弱某本列となる故に，椴定により，

に｝は或応索 m。cX(こ弱牧倣ずる。容葛に Xo=V仰が云へるから， Xは條
n 

仲 (/iohを揺足する。詞様にして，叫↓ 0とすれは， f(叫 →0が云へる。皿

ち X は條件 (a。)を滴足する。

充分條件の證： fjり定理 3及び sl定且l9から n 以上。

定理 5. X を條件（※）］を拗足する K;型‘‘正則"ベクト JV束とする炉

X の任意の脳l社］は，弱ヒ‘‘コムパクト且列的弱コムパクトである。前次の條件

(1°) X は弱完備である c

(2'') X は條件（闊を滴足する r

は加こl1iJ義（こして， この何れかか成立つと苔，次の (30)が成立つ。

(3°) X の任謡の主イデヤJVは， K6型“正則”である。

噸明。 §2 定理 6によつて， X の主イデヤJVは條件 ("'-)3 を淵足する。

故に定岬 2を使へは， X の任謡の顧間は弱ヒ｀コムパクト且列的弱コムパク

トである。 X の K6型 ":rE則"性を使へは， X の任揺の可附番個の要素

は， X の主イデヤ JVに含まれる。故に定岡 4によつて， (1'')と (20)とけ、同

義である。次に (2") > (3°)を議明する。 X が箪位をもつとして證明すれば

充分である。従て O<f,.EXが存在し， fn<l幻l)=O n=l, 2, 3, ... ならは

(1) Kantorovitchり意味の正則1こは“正則",Banach空間の正則（再蹄的と同義）には部に王

具IJと料く。
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x=O となる 3 今第一級及び第二級のすべての順序数に到し定義せられた正

要素の増加超限列針く心＜・・・＜叫＜…が存在するとせば， f几い）＝．几（四1)

=・・・, n=l,2,3, ... なる順序散 aが存在し， ．＝心+1=・・・なることが云へる。

従て矛盾か起る。次に 0~ 功 ~X2 三 a立三…が任窪の入n→ 0 なる正敷ダリに賛

し， A凸 →0 (o)なるに拘らず， {Xn}は (o)宥界でないとする。 limf(叩）=+oo 
n 

1 
なる O<fEX か存在する 0 入，,=—- ー と選ぶと，）1 → 0, limf(A, 心）=1 l+fに ）、n

となり，入ふ→0 (o)に矛盾する。故に Xは K6型 ":iE刈;,である炉 従

て (30)が成立つ。 以上。

§5. Bochner束

ベクト JV束 X が次の條件を沿足するとき， X を Bochner束と呼ぶ。即

ら 0<fnEXが存在し， n=l,2, 3, …に対し

(10) 心↓ 0 ならば， limfnに）=O 
m 

(2'') o~ 功 ご ⑫ 三… limfn(X,,,)<. + oo 附 ==l,2, 3, …ならば， V心 が
,, し ,n

存在する。

この定義は，第二編第三章怜 1で具へt::Bochner 取の定義を書虐換へた

に過ぎない。 Bochner束は， K6! 屑‘‘正則"ベクト JV束である炉定義により，

Bochner束は條件 (f,o)を満足する。紺節定理 5を使つて

定理 1. Bochner 束は弱完罰（こして，任訟(/_)¼~/I\J 且弱ビコムパクト且列的

弱コメパクトである

が得られる。

以下再蹄的 Bochner束の情造を調べやう。 SJを完全ブーJV代敷 A の表

現フ"~;v空間とする。 9 上の有界連績函敷全懇の作るベクト JV束を L とす

る。 9 の一闊tp をり， L 上の汎函敷 f~(x)=x(p) を定義する。八(x) jJ'> (o)-

連績のとき，即ち叩↓ 0のとき，’常に叫(p)→ 0 となるならは， Pを連績黙，

然らざるときは不連績鮎と云ふ。 aEAに驚應する 9 の閲且閉集合を <t(a)

で表すと，
00 

補助定理 1. l-10 応不連績隠出なるための條件は，叫↓ 0,).10 c II Ct(a,Jなる
1 

a戸 A,n=l, 2, 3, …が存在することである。

證明。 t1。を不連絨黙とすれば，心↓ 0, lim x,i(t1u) > a> 0 なる如EL と
n 

(1) 本紀要， 12(昭 18),237頁脚注 (4)参照。

(2) 本紀要， 12(昭 18)243頁 §3に怖箪な證明がある。
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正敷 0か仔在する 叩↓ 0は，第一種集介上を除いて x,,(p)↓0 とlriJ裳であ
00 

） るから， (P;叩(μ)>a ()J/牙l庖を Cf(いと歓くと，仇↓ 0, μ 託 lf{f(叫となる。
1 

逆に松に於てか＼る伽EAが存在するとせは，叫(p)を Cf(a11)の特性函敷

とすれば， +loが不連筐黙なることを示してゐる。 • 以_f:。

L を含む連禎函数のベクト JV束のうち， K6型“正則"なものい存在すれ

ば，連績貼と Q (/)孤立期は同義（こなる炉

補助定理 2. JJ の各盟れが連禎期ならば， A は有限フ~~;v代散である。

諒明。 XELはノノレム：I x II= 1. u. b. l x(¥-1) Iにより Banach束となる。し狐↓ 〇
¥J 

とすれ且， 9 の各原屑が連讀隠似なら且， Diniの定理(2)により， II心 II→ 0となる。

A が1f限ブー炉代敷でないとすれば， annam=O (nキm) なる〇＜伽EA

か仔在する。叩= V四とすれば，叫↓ 0 となる。然るに llx□12; 11 a』l=lな
碑こn

る故 Ii 心 II —→ 0 に反する 0 以上。

補助定理 3. A か原子的要索(3)全含まないときげ，不連級盟れは到る所鷹密

である。

證明。 前袖助定理を使って c 以上。

Bochner 束の定義に表れる fn はじ(x)~f,叶 i(x), x::>:O として］区とない。

何者，凶j・，を新に f,,とすれはよいから。以下1:,.,J. こり阪定を満足するもの

とする。

補助定理 4. X が再節的 Bochner束ならは， X は廣義の列空間である炉

拾闊le X が版義(/)列亨間でないとすHは， O<eEXなる正要素 eか仔在

し， eに閥する特性要索り作る完全ブーノV代敷は原子的要素を含まない。これ

が矛盾を起すことを示すには， eを X の掌位とし，且 f1(ixl)=Oならは常

に炉=0となる場合に證明すれはよい,xの表現 (fJ,e, μ)を考へ， ni(E)=

f心(E)) と骰くと，

(1) fn(x)= i x(l,J)fn(p)m(dE) 
SJ 

(1) 拙苫： 本紀要， 12(昭 18),217-234. §5. 

(2) A. D. Alexandroff: Recueil Math., 50 (1940), 307--348, 326, 定理 8.

(~) n E .t1が原子的であるとは， a>Oにして， Clミbなる峠A は， a又は 0に阪ることで

ある c)

(4) X が炭義の列喉間であるとは，互に直交する｛四｝が存在し，任意のぉ EX は，幻=~Ar1C"
a 

｝害かれることである。但し此虚に高々可附番個の入(1 (/)み 0でないとする。拙著：本紀要， 12

図 18)~照で
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と書かれる連績函数 fn(lJ) が存在し， 1 三f,,(µ)~f,叶 1(1-J) となる。 1:tJ杭分函敷

空間の性質から，連禎函敷 rp(μ)が存在し，各 f,,(μ) に詞し， f,,(μ)三Anrp(μ)

なる正敷入n が＃在する。故に恥に於てすべての j~,(µ) かイ［限値をとる様な

PoE SJが＃在する。任謡の JEXをとると，

(2) f(x)= j x(p)f(μ)m(dE) 
SJ 

の形に害かれる連績函敷 f(μ)か存在する。本編第二章和 3柚叫J定判 2 を使

1 
へは， If(μ)I<~f,,(µ) なる正敷 0 と f,, が＃在する。逆にか＼る f(μ)によ＝、

゜つて (2)式で定義される f(x)はJEXである。 X は K6咽“正則"なる

故に， Poは不連禎黙である。ど(f)= f (Po), f EX とすれは， ~(f) は X 上の

汎函敗であるか (o)—連禎でない。従て和 3 定理 1 に矛J召する。 以上。

補助定理 5. Xか再蹄的 Bochner 束ならは， X は打限次元か列空間で

ある。

證明。 補助定狸 4により X 且廣義のタIJ空間であるから， X の正要索

ea> 0の集合 {eりを次の (i)-(iV)を祐'4足する様にとる

(i) (1fけのと送 ean e0=0 

(ii) すべて(I_) l'に対し， ellハx=Oならば， x=O

(iii) 任謡(/_)幻X は， x=区入屈（但裔々 1:tJ附岱個I}_) An (IJみ。 -cない）
a 

と書ける。

(iv) f,,(x) = L以ぷi)' c~n+l) こ C~n>, Cし~> I―t 0父員 1.
心 +1)
G 

今 (a.;C罰1)=l= 0)か如I附香集合とすれは，い (r1;c~1>~1~0) を，各 (_"n -; n = 
C 
(m) 

％ 

n=l,2, …)が打界なる様にとることが出来る炉故に (ean;n=l,2, …）の生

成する主イデヤ炉は (l) 空間と線形—束— I司型になり， (l) が再趾的とになりオ

盾が起る。 1覗］様にして (a;c~2> =卜 0),…(a; C~n) ーf= 0) は何れも高々 ・1--11附香にな

ることが譴明される。故に X は有限次元か列空間である。 以上，)

補助定理 6.Bochner束 X が列空間にして，咋X 及び f,,に対し，
00 

(1°) x=~ 入，凸，但し e"nem=O, (n吋二 m),en> 0 
1 

(1) 正敗 M1を充分大にとれば， I1=(a;-:~::-:;;;Mi, 位1)→）は非可附番となる。非可附番

集合 Im-Iが定義されたとと， Imを， M、i'を充分大にとり J,,,=(a; c~ こ~)1), a€ Im-1 が非rlJ附

番となる様に定める。互に異なる仰， n=l,2,…を an€Inなる様にとればよい。

a)  
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00 

(2') j~,(x)=~imc闊）， c\r:+l) こ心 ~0, m, n= 1, 2, 8, ... とするし
1 

X 力平紐硝的なる］こ尺）の｛条件（了、，如何に m1く叫く・・・企とるとぎ

(3'-') 心1~> > 0, p=l, 2, 3, ... 

(40) (竺）i> ; p=l, 2, 3, …）は nジn。ならは有界である。
C,11 

がl叫時に成立つn然散 noが仔在しないごとである(

證明。 必炭條件のい登： X を再蹄的とする・, (30), (40)か成立つ叫か存在

するとせは， (emp;p=],2, ...)の生成する主イデヤ JVは (l)亭間と考へられ

る沙ら， (l)か再峠的となり矛盾が起る(

充分條件の謹：ムに闘して (o)有界な Xの要素の全膿をふとすれは，

ふは布限次元か (ni)空間に線形ー束ー同形であつて， X=区ふとなる。ど

を XJ況;(/)正汎幽敗とする。和 3 定理 3 により，とが (o)—連績なることを示

せはよい。即ち各ふに於てミか (o)ー連絨なることを云へはよい。ふtか1f

臥次元ならは， E(/_) (o)-連禎は自咀なる故に， Xnかi'fl晨次元でないときを考

へる n=l,心=1,m=l, 2, ... と1股定して砂：明を進めて一般性を失はない。

X の表現ノーだ空間を 9 とし， f1か恒等的 1となる1汲Xを連禎函敷(/_)ベ

クトノV束でl1iJ甜！表現する。 X は閑位をもジ Ks一咽“正則”なる故に， 9 の

連紙黙と弧立勁は一致する 0 J,」の不連禎黙全開からなる某合を fJ'とすれは，

JJ' は SJ (JJ非桐密な閉部分集令にして，それ自身ブー;v空間にして， Q--Q'

はいj附雷である。その貼を 1,2, 3, …で表せは， m に於ける匹fnの表現幽

敷の値は入，几9 心である。 P€ sJ' に於ける訊j~(/)表現函敗の値を x(p),fn('p)

-1: 表すと，條件 (40)により，尻=(μ; fn(JJ)= + 00, fl€ .521) と骰けは， En は

I牙］集令にして， Si=::8 Enとなる。 ピはふ上で！応凡函数を表す故に，第二編

第四り'i: いの所論により， J』上に正則な測度幽数叩(E) か定まり，ど(f)=

塁μ.,,月f(lJ)1ns(dE)と青かいる。但し位は皿に於ける fの表現幽敷
SJ' 

り値-cある。加(Q')=O なることをぷせしよ，礼(f) はふて (o)—連級になる。

叫国） >O とすれは， mt<E』>O なる n か存在する。 今 9i=fnnJf1,

j=l, 2, …と附けは，

どUn) こ E(g;)~jmr;(E』 ,)=1,2, 3, … 

となる故にど(j~J= + co となりふ］看か起る。 以上。
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定理 2. Bochner束 X が再趾的なるための條件は， X ヵ噌限次元か或は

列空間にして， fnに到して補助定理 6の條件が成立つことである。

證明。以上の補助定迎からし 以上。

本定理により再鯰的 Bochner束の種々り例を典へることが出来る。例へは

(s) 空間は共の一例である。尚 (s)—空間は環束として特性づけられろ，叩ち

定理 3. 箪位 eをもつ Bochner束が eを積箪位とする環束を作るなら

ば，打限次元てあるか (s)翌中］である。

證明。 Bochner束 X 応箪位 eを積箪位とするならは， X は［限次元で

あるか列空間である少 X は列空間であるとし，補助定珂 6及びその讃明中

の記法を踏襲する。各 n に就いて， fnに闘して (o)-1f界な汎函敗の全盟 Xn

がい艮次元なることを示せば充分である。今或ふがい般次元でないとし矛

盾の起ることをボす。 こりためには， n=l,c冑＝・!-0, ni=l, 2, …としてよ

い。 e炉 (1,1, 1, …)となる様な X の表現を若へると，すべての nに判し
00 

て，ミ心<+oo. X が環束を作るから，任登のの=U砂 2,...)EXに到し，
m-1 

00 CO 

区1入ml]}心<+ oo. p=l, 2, 3, …. II咋 ={SI仁 ¥Pc誓戸と骰くと， IIX llv ;;;; 
m~I m .J 

和 IIのIIいなる正敷 rvり存在が容易に判る。 X は 1はllv< + oo, p=l, 2. … 

なる（）ヽ］，知…）の全盟と岩へられる。之から X は次な和 3り (Koo)を蔽足
JJ 

するベクト炉末になる。 XはPが允分大なるとき霜にエ1入"'Ip-1 Cは））＜十 co,
m-1 

なる（入1ふ，…）の全開からなる，次章各 3定理 3を使って， X ぃ"J間 lj" 
00 

でないから，区 1入m因燿）く十oo,p=l, 2, 3, ... が成立しない X (/)迎素炉＝
mo 1 

01人，．．．）が存在しなければならないことになり矛盾か起る。 以上＿

定理 4. X を Bochner束とすれは， Xも Bochner束である。

詔明。 fn Iこ閥して (o)-1f昇な X 上の汎国数の全恨をふとすれば，
00 

ふ □ふート1にして， X=::8ふである 。北=l)((f1), 叫＝汎(f,Jハ".l!(fn-1Y と

する ~2) Xは叫の直和であつて任窯の fEXは，高々有限個の氾への射

影のみが 0でない。叫上では，ふの共範ベクト JV束は抽象 L空間にして，

それらの共通集合が，叫上での X の共椀ベクト JV束である。 これから X

が Bochner束になることが容易にii印めら札る。 以上。

(1) 本紀要， 12(昭 18),246頁，補題 3.

(2) 彰は逍の各要繁と直交する要素の全骰からなる花規イデヤルを表す0
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第二章 Kantorovitch 空間

~1. K--空間。

ベクトノV束 X の各要素 X Vこ寅敗 II訓I"/J遠且應し，條件

(i) 仄112;0, 幻=O(/)と苔（こ限り llxli=O

(ii) I心十叫 ~hll+IIYII, II紐 ii=¥},I llxil, 但し}.は官散

(iii) I X ピ臼 Yi ならば， II の ll~llyll

67 

を満足するとする。 Xがノ JVム !!xiiに蒻して完備ならは， X を Banach束

と呼ぶ。 Xが條件

(K-) 功こ心:;::;::l, 叫こ・・・ ~o ならば，｛叩｝は弧牧倣ずる

を悩直するならは， X は，町かに a-完全ベクト）V束にして次の條件

(iv) 叫↓ 0 ならは， 1叫 1:→ O 

を油足す心。辿に Xが (iv)を満足する a-完全ベクト JV月いならば， Xは (K-)

を沿直する。 (K-) 尋；11 足する Banach 束を K-—空間と云ふ炉 K-—空間と

K6一咽"TI: 則"な Banach束とは同義である少 (K-)を満足する X は，ノ

JV ムによる完備化により K-—空間になり <3>, X の属間は，この完備化で影携

を受けない。故に X げ

従て

(K--)6 A を二棗素と共に共の下端を含む正要素のイ「應(/)集合とせは， A

を（［個集介と考へて， A は Moore-Smithの衣味で強牧倣する。

(iv)0 Xii↓ 0ならは， II叩 II ,o. 
を悩直する。

Banach束に於てt:t,(oF1f界線形汎函敷と有界線形汎函敷と同義である c

以下之を箪に汎函数と l乎ぶ

定理 1. X を K 芸周とすれは， X vJ主イデヤだに封應する(4)Xの正規

イデヤ Jレ且主イデャ JVで あ る 従て X ぶ箪位をもつならは， X も摯位を

もつ。
ー・ ・- • 

(1) 本舵要， 12(昭 18),241頁 §2.

(2) 本起要，屈上 §2定理l2. 

(3) 本紀要，同J-.§2定理 3. 痕位のない均合も本定理は成立つ。 （證） X の完備化を x,
とする 。<::X ;'S心， X0EX,XEX1ならば，咋Xか成立つ。 XnこXn+l三0,XnEふなる {Xn}
を考へ，正数 eに到L,p(叫ー幻i)< eなる。:<xieXをとり，砂＝叫＾呪 と骰くと，硲~EX,
p(Xn-X、;.)sp(:r1-xi) < e. {x;,}は基本列を作るから，｛叩｝も J;l;本列を作る。故に｛ぷn}は張股

絃する。

(4) 第一章 §2, 52参照。
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訪明。 A=別(e)を X の主イデヤ炉とし，之に到應する X の正規イデャ

JVを B とする。 B=V叫(ha)の形に書く。此虚に (lキ,1のとき haハ似=O,

~(h") に劉應する A の部分正）Jiイデヤ JVに， Aが主イデヤ）Vなる故，主イデ

ヤJVである。之を別(e")と憫く。此鹿に炉を eに閥する待性奨素にとれは，

aキ0のと苔 e''nefl=O.X は "j£叫"であるから， 0でないがは高々 Pj

附番である。之を e"n,n=l, 2, …とし，正敷列｛入，,}を工入,.han力ゞ 強牧飲

する様にとり，この和を h とすれは， B='2((h) となり， B は主イデヤ JVで

ある。 以上。

定理 2. Banach束に於て次の條件は互に詞義である。

(1°) (K一）

(2°) (K-)に於て眼牧倣に弱牧倣で置き換へたも(/_)

(30) 如何なる汎函数も (o)ー連禎となる O—完全ベクト JV束である

(4°) (K-)u 

(5°) (K)a vこ於て弧牧紋を弱牧紋釘笥き慎へたもの（

(60) 如何なる汎訓敗も Moore-Smithv'> (o)蓮柘となる完全ベクト JV束

である。

(7°) K6―叫'1"正且lj"ベク l、JV束である。

(80) 任邸の1版間は弱ビコムパクトであるぐ

(9") 任意の属間は弱コムパクトである

(10°) 任意の脳間に列的胆コムパクトである。

訪明。 (1())→ (20)→ (30), (40)→ (5')→ (6'、'),(1う）→(7")→ (4')-> (1°), (8°)→ 

(9°), (10°)→ (90)は［！咀。

(30)→ (1°) xの悶位球 rは X による弱位相でビコムパクト Hausdorff

笠囁りである。 rに｝蒻する正要素の全盟を loとすれは， 1;)もヒ、コムパクトで

ある。功 ~x2> … >O とすれば， m。=八叩と似くと，．［（ぬ）→f(xo), f(xり，』）を

％を固定し， f を I~i 上で襲化させれは，几上の連級幽数である。 Dini ()_> 

定理(1) を使って， f(x.,,)-f(x。)=f(ぬ一Xo) は Fo上で一椋に 0に牧倣する c

然るに II心ー叫=l.u. b.f(xn-X。)なる故に，｛心｝は強牧倣する c
feI'。

(60)→ (4") (3°)→ (10)の證明に準ず。

(1) A. D. Alexandroff: Recueil Math., 50. (1940), 307-348. 定矧 8.
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(70)→ (Su) 前定理及び第一章 §4定理 2から

(90)→ (3") 第一窄各 4定理 1の謳明法による。

(7°)→ (100) ]測定岬及び第一章 §4定瑾 2から。 以上。

定理 3. 箪位をもつ K-—空間は，必要もらば，ノ炉ムの襲更により， (iii) を

(iii)' I X I < I y Iをなら， IIのll<IIYII

で,i梵巻換へることか出末る。

證叫 n 定岬 1 を使つて，共艇索/7¼) の箪位を h とする。必要あらば，ノ JV

ム 11::c:Iの代りに，新に II⑦il+h(i, り！）をノ JVムと定めればよいc 以上c

定理 4. 11r分 Banach束は， (iv)応成立つとき K--索間になる，

證明。 X を (iv)を悩尼する可分 Banach束とする。 Xが K一ー空間なる

ことを示すには， X が完全ベクト）V束であることを云へばよい。 X1 を切断

による Xの完全化とし，どをふの任意の要素とする 0 A=(x; x~t;, のEX),

B=(u; y三I;,叩 X)と骰くと，八(y-x;xEA, yEB)=O. A,Bは可分であ

るから，容易に ?fn―叩↓ 0, 釘 ~X2~ ・・・， ?h~?h~ ・・・なる叫EA,y,,EBが

{Y. 在する。 II叫一X11apII ;;S II Yn―x,,, II -> 0. {叫｝の弧牧倣極限はどに外ならな

い。故に X1=X即ち X は完全ベクト）V束である。

定理 5. (iv)aを油足する Banach束は K竺芯間である。

證「リ］。定哩 4の證鳴法から 0 以上。

定理 6. K--案間に於て可分部分集介の張る部分 Banach 束は K--~間

である C

悶明。 殆ど自明。 以上。

定理 7. X か箪位をもつ K 魯囁］の共甑 Banach束ならば， Xは完全ベ

クト JV束にして，次の條件を油足する。

(10) 正要素の任衣の集合 A に翌し，窃々可附番部分集合 A。が存在し，

A 炉 (o)ー有界ならば， A とA。は同じ上端をもち， A が (o)-;fcf界でなければ，

A。も (o)屯界でない。

(2°) 0~X1~ 勘ニ・・・， {iぶ ll}が1r界ならば， V叫炉;{j.在する。

證fl)]。 (10)は第一喉 §1定理 4 と同様な方法で護明される。

(20)は共椀 Banach束に判し常に成立つ性質である。 以上c

（注滋） (lo), (2o)から次の性質が存在する。 X の部分集合 A は，心→0
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なる任意の正敷列 V"Jに月し， V工｝，叫.EA,が＇常に (o)敗倣するならば，

(o)—布界であるゞ

次節に述べる K空間に昴しない K--空間の一例として， 0に牧倣する敗

列全開からなる (c。)—空間を果げることが出来る c

K--空間とその共腕 Banach 束は，第一咲 §2 の所論から，同じ表現フ~~

JV空間をもつ。この性間は後で使ふ。

~2. K-空間。

X を前節の條件 (i),(ii), (iii)を満足するベクト JV束とする。次の條什

(K) 0~ 妬 ~X2~...'{IIX,, 11}か有界ならば，｛叩｝は他し牧倣するし

は，明かに次の二條件が同時に成立つことと同義である n

(iv) 心↓ 〇たらば， llxnll→ O 

(v) O~x1~X2 ニ・・・，｛：！心 II} が打界ならは， V叫加存在する。
ti、

(i) (ii) (iii) (iv) (v) を満足するベクト JV束を K—空間 (Kantorovitch 空同）と

稲したり） K-木間は K6 咽 "IE則"な Banach 束と同義である~;!)故に條件

(K) と次の條件

(K)a A を二凄素と共にその上瑞を合む正要素の集合とする。 A がノ

JVムで有界ならは，：ff向集合と解して， A は Moore-Smithの邸味

で｝諏倣する。

とは同義である。 K-空間は勿論 K二察間である。前節定理 2と同様にして，

(K)及び (K)a に於てり鼠牧倣と弱牧倣とを憤苔換へても同義な條件を得る。

k—空間を Banach 宰間論的に特性づければ，蒻完傭 Banach 束と云ふことか

出来る四

(iii)の代りに，前節の條件 (iii)'を油足する Kー屯間を Kar:itorovitchに従

つて凡型雫間(4) と呼ぶと，

定理 1. 箪位をもつ K竺灌］は，必要あらばノルムの憂更に tり， Bz咽生

間になる。

誘明。 前節定理 3 の證明法による r 以上

(1) 第二編，第二章 §1.

(2) 本紀要， 12(昭 18)241頁 §2.

(3) 第二編第二章 §1 応理 2. (證明は本編第一章 §3定J咀 3或はその證明法に従へは紅罰に
なる）。

(4) L. Kantorovitch: Recueil Math. 44 (1937), 121-165. §9参照。
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定理 2. Banach束に於て次の條件は互に同義である c

(1°) Banach空間として正則（再蹄的の意）である C

(20) 共輛 "Banach 束と共に K—空間である。

(30) 局所弱ビコムパクトである。

(40) 局所弱コムパクトである。

(50) 肋所列的弱コムパクトである少

71 

證明。 (1 o), (2o), (3o), (5o) の同義は既に證明した(2) (40)→ (20) を示せば

充分である X を局所弱コムパクト Banach 束とする。 0~ が1~心三・・・

II叫11,:$ c, n=l, 2, ... とすれは，｛叩｝の弱集積戦“（）力昇f存する。 O~fEX

に引し， limf(叩）=.f(叫従て位意の JeX に潤しこの等式が成立つ。故に

に｝は弱牧倣する。従て X 且 k—空間である。次に X の箪位球のうち正

涎索の全料見を r0とすれは， 1;。は X による弱位川により弱コムパクトであ

る。前節定岬 2(3°)→ (10)の鵞明同様 Diniの定岬を使つて Xか條件 (K)

を滴足すること，即ち Xが K空間になることが云へる 以上。

定理 3. X か K空間なるための條仲は， X が X の (o)—連績汎圏敗の全

髄からなることでもる。

澄明。 必要條件の證： 第一章 §3定珂 7から。

充分條件の閲： O~x1 三約三・・・， I! 叫 l:S:c,n=l,2,3, …とすれは， O~Je:X

に剌し， O~f(叫） ~cllfll なる故， Iimfい）が仔在する。従て任衣の f に封

し， Iimfぬ）は有限確定である。之を ~(f) とすれは，ど ex. 第一章 ~1 定

判 3を使って，知X. 故に X は K空間になる。 以上。

補助定理 1. 共甑 Banach 東に於ては， K-空関と K-—索間とは同義である。

證明。 共疵 Banach束は條件 (v)を涵足するから。 以上。

定理 4. Banach束 X の共椀 Banach束 X が K-空間になるための條件

は， X を Xに埋戴するとぎ X のすべての奨素と直交する Xの災素は 0

以外に仔在しないことである。

證明。 第一窄 §3定理 9から。 以上。

定理 5. Banach束 X に於て，ノ炉ムで有昇な要素列から常に弱某本列

を取出し得るとき， Xは K空間である。

(1) 第二編第こ穿 ~3 定理 3 に於ける局所弱コムパクトは，局所列的弱コムパクトの意である。

(2) 第二紺第二章 §3参照。
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證明。 几↓ 0. f,,EXとする,!If叶→ 0でないとすれば， ilfnll:::どヽ・o>0, n= 

1, 2, ... なる正敷 0か存在する o fn(叩）ン o>O,訊,>o, llx□ l=l なる X か

らの列｛叩｝が仔在する。｛叫｝は弱某本列を作るとして澄支ない。 E(f)=

limf(叩）と定義する C E(f) か (o)-連粕なることが判れば，ど(.f,J~a. n-,oo 

として limE(fn) = 0~J となり矛眉が起る。以下 !;(f) の (o)翌紹の證明。
n 

X は Banach束であるから，各叫炉 eに闘して有界となる X の正喫素

eが存在する。 fn―>0 (o)とし， Ifni<h なる正嬰え~heX をとり， h に購

して打界な X の要素の全麓をふとする（ ふの表現 (Q,h,v) を考へ，

m(E)=v(E)(e), m,cn(E)=v(E)(叩） と散けぱ， m(E) は完全}J/1注的， ni,,,11(E)

は m(E)に闊して紐墨「連紹てある。 feふの表現幽敗を{(μ)と閥くと，

(1) mり,(E)=J叩 ().1)m(dE)
E 

(2) fい）=J叫）f (p)m(dE) , f EX,, 
fl 

なる有界な連紹函敗心(p)の{{在が判るしすべて Cl)fEふに刀し， limf(心）

＝ど(f)となる故に， L-案間の弱完俯から，

E(f) = ¥ E(p)f(p)m(dE) 
.Q  

たる連績絢敷ど(p) が存在する。この式から， j~→ 0 (o)とせげ， E(f")→0が

容易に判る（， 以上0

定理 6. Banach束 X に於て， X の任意の英素か X の要素列の弱極限

(Xの弱位相による）として表されるとき， X は Kー岱間である

證明。 詢定理と同じ考へ}jで｛叩｝を作り，ととして {x,,} の弱集禎励

(Xの弱位相で）の一つとすればよい。

定理 7. X を Banach 束とする。 X 応 K委fl¼J なるための條件は， X (I) 

可分部分 Banach 束が X の a—完全部分ベクト JV束となることである。

證明。 {fn} を合む可分 Banach京を考へ定虹ll5の證明法を少し修而す

れば得られる。 以上。

定理 8. 可分共椀 Banach束は K空間である。

證明。 X が可分な Banach束 X は定埋 5の骰設を濶足するから c

以」：。
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定理 9. X か可分な Banach束 X は Banach立間として正刺である Q

澄朋。 Xが可分なるTI父， X も可分である。前定理により， x,xは共に

k空間になる。従て X は正間，故に X は正則である。 以上。

定理 10. X と尺が Banach束として同咽な可分 Banach東 X は正則

である

證I肌 定即 9から。 以ート。

定理 11. X をその共椀 Banach 束とが Banach束として同咽にして，

咋 X に対應する X の要素を元と書くとき，”ハy=Oならば元(y)=Oを油

足するならば， X は Hilbert空尚にして， x,yの内積 (x,y)及び Xのノ JVム

II訓Iは夫々，珀（リ）， l団(x) で具へられる。

證明。 第一拳 §3定理 10 により， llxlド=(x,x) を示せはよい。 lx,y)I= 

I歪(y)! ~II 歪 11\lyl!=l\xllllYII. 従て（ふ x)~[Ix\匹．一方 llxll=iJ(x), hl¥=lなる
_1 

YEX を考へる。印）＝（い） ~(y, y)心，がこlull(x, が従て IIのII;;(の，x)2

如こ !Ix112 = (x, x). 以上。

定理 12. (i)-(iv)を油足する 11-完全ベクト炉束がノ JVムによる完佃化によ

り K竺間になる條件は， 0 三 X1~X2~ ・・・， lim:1 Xn II < + 00 ならば， 1imll心一
n.m 

．叩11=0を満足することである。

證明。 必淡條件であることは， K-空間の定義から明かである。充分條件で

あることを示す。 X を (i)-(iv)を満足する (7-完全ベクト JV束にして本定理

の條件をも悩足するとする。 X の完備化をふとすると， X1は K--空間で

ある¥1)今 0三功三鉤三・・・， limllxnll < + oo なる X1からの要素列 {xn}を

1 
若へると， II 叫一益 II<~, 0 ;:s; 咋三叫+1 なる X からの要素列の存在が容易

n 

に判る炉 liml¥叫一心11=0 から，幻=lim心なる咋ふが存在する。明かに
,1 1,m 

｛叫｝はのに限牧倣する。故にふは K-空間である。

§3. 條件 (Koo)

ベクト JV束の各要素 Xに貨敷 IIX llv, p= 1, 2, 3, が野應し

(i) Iはllvこ0,x=Oのときに限り， IIんllv=O,p=l, 2, 3, … 

(ii) げ十y¥¥p:$ llxlし+IIYllv,IIJ. の1い=I入!llx加，入は宜敷

(1) 本紀要， 12(昭 18)241頁 §2定理 3. この定理は部位のない場合も成立つ。

(2) 同上，参照。
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(iii) I叫三 IYIならば，訟LIP三！濯lip

を欄足するとき，計絨函敷

p(x)=ミ 1 llx¥lp 
7' 匹 1+11かIp

に閥し完伽ならは Frechet束でちる少 limp(x.,,, —も℃）=Oのとき，｛心｝は mに
n 

強牧倣すると云ふo (i), (ii), (iii)及び次の條件

(Koo) 0 ::;xi~ 窃二…， lim¥¥心!!p< + oo, p=l, 2, 3, …ならば，｛叫は
n 

強牧倣する。 ‘ 

を油足するベクト炉束は， Ko型‘‘正則"Frechet束になる炉條件 (Koo)は

次の二つの條件

(iv) 叫↓ 0ならば， II訊ふ→0 (n→ co) 

(V) 0 ;;s; Xr三X2三・・・， limII心llv<+co,p=l,2,3, ... ならば， V叩が

仔在する。

で骰き控へてもよい。 Bochner束， K魯：同等は， (i),(ii), (iii), (K"')を1i灼尼す

るベクト JV束である。 (i),(ii), (iii), (Koo) を計仕足するベクト炉束を『{しに (K=)
11 

を浦足するベクトル束と呼ぶことにする。 ~llx:しを新（こ 1は111' ととることに
i~l 

より，必要な場合には， IIのIIパ三IIのllp+1と仮定することが出来る。

先づ X を (i),(ii), (iii)を悩足し， p(x)に闘して完仙とすれば

捕助定理 1. X が適常な計址により Banach束になる條件は，すべての

咋 X に翌し，区叫lのlip<+00 なる正敗列 {az,}がイf在することである。
p 

證明。 必要條件の證： x力ゞノ）V ム 1はIIにより Banach束になつたとす

る。 Banach 束に於ては，ノ JV ムによる牧倣と相蜀ー椋(*)—牧倣は同義であ

る炉この性質から llX llv Iまノ）V ム llxll に闘して連績になる。故に II のllv~

叫 xii なる正敷％が存在する。従て正数列 {ap} を ~avCv < + ooなる様

にとれば，すべての xEXに対し，工叫lxllp<十ooとたる。
p 

充分條件の證：区叫lxllp< + oo, XEXなる正散列｛叫がイf在するとす
1J 

る。 llxll=エ吋lxl以と定めると， X が］い）V ムとする Banach束にな
p 

ることは，容易に確められる。 以上。

(1) 本記要， 12(昭 18),235頁 §1.

(2) 本紀要，同上。 240頁例 1.

(3) G. Birkhoff, Lattice Theory, (1940). 定珂 7.21.



ベクトル束論 (II) . 75 

補助定理 2. X か II 創lv~Iは 111,+1, p = l, 2, 3, …を滴足するとき， X上の

線形汎函敗 J(x)に闊し，次の條件は互に同義である。

(1°) J(x)は Pに開して連績である。

(2°) J(x)はある II叫いに闘して連績である。

論明。 (10)→ (20) 正敷 c を p(x)< sならは， If<ぶ） l~l なる様にとる。

Pを充分大にとり，区
1 II x II,, s ----—--~-<ーにとる。しまた正敷 0 を llxll1,<o

n>p炉 l+llx伽 2

のとぎ，ゞ
v 1 11割In s 

--―-―--- - < 
1 2n l+I頃II、,. 2 

なる様にとると， II叫Iv<o ならけ・, p(x) < e 

従て ¥f(x層） I :s; 1となり， f(x)は llxllvに闘して連績になる。

(20)→ (10) 殆ど自明。 以上。

補助定理 3. Xが氏型“正則"になる條件は， (K。)を瀾足することで

ある。

謡明。 充分條件であることは，上で説明したから，必嬰條件であることを

示す,. 0 ご X1~ 的~ ・・・, lim ix冨加 <+co,p=l,2, …とすれば， limlimp(入Xn)
n ,-> J n 

=Oとなる。故に｛心｝は (o)ご仔界になるから<1)x= V切が存在する。 Xの,, 

“正刈"『Kから｛叫｝は Xに相謁一様収紋する故， limllx,. ―xllv=Oとなり，
n 

條件 (Koo)が成立する。 以上。

以下 X を (Koo)を滴足するベクト炉束とする。

定理 1. (Koo)を濶足するベクトノV束は，弱完俯にして，任立の厖間は列的

弱ゴムパクトでおると同時に弱ヒ＂ゴムパクトである。

證叫， X を (Koo)を油足するベクト JV束とする。 X が氏型‘‘正則"

であること，及び補助定理 2より， X は前章各 1に於て説明した條件(※)b

(a), (P,)iを油足する。故に前章 §4定理 1,3により， X は弱完備にして，そ

の任謡の脳間は弱ビコムパクトである。前章 §2定瑶 6を使へば， X の主

イテ｀ヤ JVは條件 ("~h を満足する。故に麻りな §4 定理 2 により， X の任窯の

顧間は列的弱コムパクトである。 以上。

定理 2. X が (Koo) を揺足するベクト JV束にして， II幻LLV三IIx!lv+h p= 

1, 2, 3, ... が成立つとぎ，次の條件ほ互に同義である。

(1°) X は Banach束である。

(1) 本紀要， 12(昭 18)238頁條件 (IV)参照。
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(2°) X は Banach束である。

(30) 任意の。 ~f□X, n=l, 2, 3, ... に対し，区 (I几几が (o)-牧倣する
” 

正敗列い｝郎存在する ~1)

(40), 充分大なる pに潤し， X は llxllpをノ JVムとする K案間でちるし

證明。 (10)→ (20)→ (30), (40)→ (10) は自明。 (30)→(40) を證明すればよ

い。況で X 上の (o)有界線形汎函敷のうち， iixlいに町、て迎栢なるもの

の全開を表す？このとき，兄=Xn+l=…なる nか存在する。何行，か＼る n

が仔在しないとすれば， o<lip e xip, Jip+I $ xip, なる八＜む＜・・・が打在す

る。正敷列｛叫を ~(J』りが (o)敗倣する様にとり， J=エ fl』りと骰くと，
p p 

JeXpなる PはイJ・在しない。補助定理 2により，矛盾が赳る。ふ=Xn+l=・・・

とすれば， p~n に翌↓し， llx訟=Oと x=Oとは同義である。 llx転によりふ

に導入せられるノ JV ムを lifllp で表すと， p~n ならは，ふ）と Xp+I は Banach

空間として， Banach(1)邸味で同型-c:あるり故に叫はllv+lさllxllバ三llxllv+1な

る正敗％が＃在することになり，條件 (Koo)は， 0;$ X1 5c X2 :'S…， lim lixmll,, 
rn、

<ooならば，｛％｝はノ JVム II心に闊し"(5剖牧倣すると [ii]義になる。即ち

X は II 心をノ JV ムとする K—空間であふ 以上。

定理 3. X が (Keo) と涵足するベクト JV束にして， llxllv~llxllv+i, p= 

1, 2, 3, ..• が成立つとき，次の條件は互に同義である。

(1°) Xは氏型“正則”ベクト JV束である。

(2") 充分大なる P に針し， X は llxlいをノ JVムとするjf:則（再蹄的と

同義） Banach空間である。

證明。 (10)→ (20) 前定理の條件 (30) か成立つから，前定I用の (40)が成

立つ。故に §2定理 2により，本定踵の條件 (20)が成立つ（

(20)→ (1°) §2定理 2から。 以上。

本定理を Bochner束へ菊用すれば，

定理 4. X 炉 K6―型“正則"な Bochner束 X は布限次元であるぃ

が得られる。

ふを !Ix加に閥して連禎な線形汎函敷の全骨□とする。

定理 5. X か (Kco) を洞尼するベクト炉束にし---C,兄， p=l,2, 3, ... が
- -

(1) { ap}は Uu}に依存して愛化する。

(2) G. Birkhoff, 前掲，定珂 7.21を使っで、
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K6咽":ff: 則"ならば， Xは再鮎的，即ち X=Xを欄足する。

證明。 X は (a),(f,)iを悩足する。 t/[Jll)J定理 2 を使へば， Xは (a)を磁

足する。故に麻(jIヽ;"i:§3定狸 1により， X は再趾的である。 以上。

例 1. _Q を完全加法的測度 P,(E)の定茂された集合とする， 9上(/)p, ー可

事 I敗叫t)のうち， IIバ＝｛しlの(t)Iv P,(d叫<+ oo, p=l, 2, 3, …を揺足

するもの全陀を X とすれは， X は條件 (Koo)を消足するベクトル束である。

定理 5により， X は訂競的である。 X は，少くとも或正敷 (I. に劉し，紐判

値の (l+a)采ヵ； {1-可私分となる 9 上の /1--i:tJ測函敷の全盟からなる。零測

度集合を法とする {1-t1J詞集合v.> Boole代数は有限てないと似定する。 この

とき，定埋 3を使へは， Xは“正則"でない。炉可栢分な {3--llJ測函敷の全

瓢ま， K6咽"J暉 IJ"であるから， f,-可積分函敗で，如何なる正敷 a に到し

ても，そ Cl) (1 +a)来い企i:tjー州分でないもの存在か判る。椅吼のため， !J=

[O, l]. f,(E)を Lebesgue測度とする。 Lr,0 <r < 1で絶聾値の r乗が可

積分な可測蘭数の全恨とすれは， Lr Iま K。型“正則"ベクト JV束である。

叫 =Jは(t)I'" dt とすれば， P1に闊して連組な線形凡函敷は trivialなも(/)

を除いて存在しないことは，上述から尊かれる。椴に存在するとして， f(x)を

fりに闊して連紐，即ち (o)—連嘉i線形汎国数とすると，容易に判る様に， J(:t:)=

『叫t)f(t)dt と害かれる可積分函敷 f(t)が存在する。 f>Oとして矛盾の起

る゚ことを示せはよ豆適嘗に正敗 0をとれば， E=(t; f(t) 2; o)の測度はJf:

である。故に任店ののELrに到し， x(t)は E 上で可積分である。然るに上

述の説明から， E上では，紀翌値(IJr乗が可積分であるか，任意の正敷 aに

月し， r(lい）乗がい［忙分でないものがある。 r(l十a)=lなる a>Oか打在

するから，矛J佑が起る。

例 2. (s)—空間は Bochner 東である。定理 5 により， (s)塁間は両趾的で

あるが，定埋 4により共面ベクト；v束は“正則"ではない。

定理 6. Bochner束 X から條件 (Koo)を油足するベクト，RV束 Yへの線

形作用索 U(x)に就いて次の條件は互に同義である少

(1°) U(x)は正線形作用素の菜として表される。

(1) 本巫理は本紀要， 12(昭 18),244頁，定J阻 1の披張てある。
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(2°) U(x) (o)は連績である。即ち (o)—牧倣列を (o)-!枚紋ダリに襲換する。

(3°) U(x)は（＊）淀禎である。即ち(*)牧飲列を（＊）敗倣列に髪換する。

證明。 (10)⇔ (2°) Kantorovitchの定理からし:>

(20)→ (30) 自明。

(30)→ (1°) U(x) を（＊）蓮禎とする。 O<aEX を任意にとり， a=ミXi,

0 <xi EX なる a の分割に封し，区 IU(叫 Iなる形に書かれるすべて(/)
n 

n 

区 IU(xi) Iの集合を E とする。 Yi;Y圧 E なるとき， Yi 釦 ~y3FE なる Y3

炉存在する炉 E炉<o)-1r界でちることを示せばよい,Eが (o)-有界でない

とすれば， Yn<妬 +1,y, 心 E なる (o)看界でない {y,i}か仔在する。今 {f,,}

を油意 §5 Bochner 束の定義に表れた正汎函散ダ1Jとし， 正敷列 ｛％｝ を
00 

区迅f,.(a)< + oo なる様にとる。 L で， X に於ける主イデ叩V 汎(a)([)要

索”のうち，区O.nfn(¥囚¥)< + 00 なるものの全憫とすれは， Luは llxll=

~a,Jn(は I) をノ）V ムとする抽象 L—空間である。 U(x) は， La から Y へ(/)

作用素として（＊）—連級である。従て 11u:い=1. u. b. (I! U(x) 11/J; II ,i_・11三1,XE La) 

と凶けは， IIUl¥p<+00. i応こ y=区¥U(叫 Iに堂↓ し， IIy ii/)~Ii U llv (凶II心ID

=llUl¥p¥la¥¥となる。従て lim¥ly,.¥¥p<+coとなり， VYnが-N在することにな
n 

り，矛眉か起る。. ' '以上。

定理 7. Bochner束 X から X への線形作川素について，前定珊が成立

つ。

證明。 前定理から（う 以上。

以上は， Bochner束と K塁間との傾版として，條件 (Koo)を悩jJ立するベク

トJV束の概念に到逹した。 K二空間の倣張を考へるため，次の條件

(K-) X1~X2~ …こ0 ならば，｛叫｝は眼牧紋する。

を考へる。

定理 8. (i), (ii), (iii), (Kー）を滴足するベクト JV束け、 Pによる完佃化によ

り， Kr,ー型“正則"Frechet 束になる ~3) このと送厖間は完備化（こより，影梱

を受けない。

(1) L. Kantorovitch: Recueil Math, 49 (19.:10), 227頁，定理 s.
(2) L. Kantorovitch: 同上，定理 11の證明参照。

(3) 之を (K)を滴足するベクトル束と呼ぶ。
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證明。 §1の所論硲照炉 以上。

定理 9. 前定岬vゴ }j入- / →'----ミ(,各 llx1いが， 0~X1 二ゅニ・・・， Jim II :i.・" llv < + 00 な

らは， limII叫 一 叫 心=Oを油足するならば，完備化は，條件 (Koo)を満足する
n,m 

ベクト JV束である。

磁 叫3 前揺i定理 1,2の譲明法による。 以上。

席一"i'ii:§1 で述べた條仲 ('"'h を満足する o—完束ベクト JV京 X を名へや

う。 ('l.")2 に表れる1f汎函敷を．几(x) とし， IIX llp=f~(I の I) と謹くと， llxlいは

本定理{/)似定を訊'.j足する。このとぎ

= 
p(x)=区 1 ・f11(IX ¥) 

1 211 1 + JP(I X I) 

による X の完備化は Bochner 束になる。故に條件 (~)2 と條件 ('l.~)3 とは

詞没である。

定理 10. ("''\;)2 を）］屑足する o—完全ベクト JV束に於ては， (o)—連頼 (o)—有界

線形汎釣数は Moore-Smithの (o)-連頼である c

證明。 上述の記法を使ふ。 X を c~)2 を硲足する¢完全ベクト JV束とし，

f(x) を任揺(/)}F,線形汎尉敗とする。上述の p(ct:)+ f(¥記）を新に計贔函敗に

選べば， Xの完備化は Bochner束になるから， f(叫 /:tX 」~.-C Moore-Smith 

の (o)這禎なることが判る。 以」:a

§4. 抽象 S空間c

完全ベクト JV東炉次の二つの條件

(μ) 任謡の花要素 a>O(ご閥する特性嬰素の全開からたる完全ブーJV

代敷は， 0ならさるすべての炎索に正値を典へる完全加法的計凪函

敷をもつ炉

(~o) XnへXm=O(n宇 m) なる叩， n=l,2, 3, …と共にその上端 V叩
n 

を含む。

を櫛足すると苔，抽象 S空間であると云ふ。

定理 1. 完全ベクト JV束が柏象 S 空間の正規部分卒間となるための條件

は，上述の條件(μ)を満足することである。

(1) 本編第二衣 67, 脚註 (3)参照）

(2) G. Birkhoff, Lattice Theory, (1940), 43の飢語を使へは， a>Oに闘する特仕哭素の仝骰

は連績的計量プ ・， ール代藪 (contmuousmetric Boolean algebra)を作ると云ふに外ならたい
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證明。 必要であることは，抽象 S空間は定義から條仲(μ)を訊1足する故

に，その任意の正規部分空間も條件(μ)を淵足することから明かである。次

に充分であることを證明する。 X を條件(μ)を揺足する完全ベクト炉束とす

る。 X の主イデヤJVの作る炭義のブーJV代敷を P, X の正規イデヤ JVの作

る完全フ•·-;v代敷を N とすれば， P は N の部分束である。 N の表現フ、一

JV空間を g とし，その貼を Pで表す。 P の高々可附番個の嬰索の上端とし

て表される N の要素の全整を N。と置く。 X炉條件 (p) を油足すること

は，任意の ~EP に封し，(~; ~;;:::: 汎， tヽeN)なる完全フ・-ーJV代敗炉，その

0ならぎるすべての正要素に正値を腿へる完全加法的叶砒幽敗をもつことに

外ならない。 12(E1¥7;。を任意にとると，別=V叫，叫へ訊n=O,(n=l=m), 叫 EP,

n=l,2, …なる形に書かれる。(~; ~~ 叫，お豆V)に＃在する上述の完全加

法的叶祉凰敷を m,,[お］とするとき， 1E散炉 n=l,2,... を区A,,m,,[2し］／、十 00

なる様に選び，お ~12( なる任意の i1EN に到し， m[ll.;J= :8 入 nmn[~(/1. rゞ1l1]と

定める。明かに ~>O のとき， m[~]> 0 となる。故に(~ヽ；が三~, ~EN) 

は， 0 ならざるすべての要素に正値を典へる完全加法的計梵函敗をもつ完全

ブーJV代散になる。 !2 り）非桐密部分集合上を除いて1J阪値をとる 9 上の連

禎函敷叫,)のうち， (i.1;<p()J):4=0)の1札:-J包が N。の要素に蜀應する旧且1牙l集

合となるものの全膿を Y とする。 Y は，明かに完全ベクト ;v束にして， Y

の主イデャ炉の作る炭義のブーJV代敷は N。と束同型になる。従て Y は，

條件 (11)を滴足する。己r,<pm=O, (n -: しrn)なる <pE y (こ翌し，炉=Vい (!J

上の連禎園敷の作るベクト JV束に於ける上端を表す）と置くと， (p;乎(JJH-eo) 
の閉庖は，容易に判る様に， N。の要素に翌應する開且閉集合になる。故に

<pE Y. 従て Y は抽象 S空間であ ふ今 X から正要素 ea>0の集合を次

の條件

(1) a t P, ならは， e'1n砂=O

(2) すべての eaに蜀し， e乃立=Oならは， x=O

を祁足する様にとる。主イデャJV 12l(e") に封應する f] rj_J閲且附集合を北

とし， e"か島の特骨．圏敗となる様に， X を 9上り連級函敷のベクトノV束

で同型表現する。咋X の表現函敷を幻(p) で表すと， x(p)は Yに属する。

”との(p) とを恒等視して， X を Yに埋戴すれは，明かに， X It Yの正規

部分雰間になる。 以上，
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（注謡） 本定判の證明に於ける記法を踏襲する。任意の逍 EPに対し，別＝

〗偉ハ ~((ea)), 且 fl・'sf,のと~. (filハ 2[(ea))n ('2(へ別(eり）=O. 條件(μ)

により，別ハ別(e"')> 0なる ea は高々可附番．である。従て任窪の廷Xに

吋し，叫）は，料々.rtJ附番個の Qa を除いて， iら上で恒等醐こ 0になる。

叫ENii としても同様りことか云へる。故に <pE y は， (v:<p(J.l)+o)か弟一

種集介を法として，高々可附番個の Qaで被覆される如き， 9 上の非桐密集

介上を除いて有限値をとる連粕訊敷として特性づけられる。 こiしからも明か

麟に，_xが抽象 S生間ならば， X=Yが得ら礼る。また上述の抽象 S空

間 Yは， X の表現の如何に拘らず一定たものである。 Y を X の搬大抽象

S空間と II予ぶことにする。本定埋の證明中に述べた様に， X か條件(μ)を満

足することに， Pに於て，任意の ¥J!E p に射し，（お；史3;;;; 20が 0ならざる

すべての災素に正値を輿へる完全加法的叶貨函敷をもつ完全ブーJV代数とな

ることと l1.1J義である。従て各（お：ぉ；；；；汎(ea))かこの飩質をもては充分であ

る。特に X か箪位をもつ場合に次の補助定理を欅げて似かう。

補助定理 1. X を吼位 eをもつ完全ベクト JV束とする。 e (こ闊する特性

要某の全開からなる完全ブーJV代敗が， 0 ならざるすべての要素に正値を典

へる完全加法的計尺員数をもつならは， X は條件(μ)を満足する。

定理 2. X を抽象 S空f且」とすれば， X は 応 型 “ 正 則 ” ベ ク ト JVにし

て，次の各條件は互に同義となる c

(1°) X は箪位をもつ。

(2°) X は K6型‘‘囀,,ベクト；噂である。

(3°) X は Frechet束になる。

両明。 Xが K6一唱“正則”ベクト ;v東になることを示すには，そ(/_)任意

の主イデヤJ噂'>Ki―型"JF. 則”ベクト Jり束になることと云へば充分である。

X ilJ任紅ii)主イデヤだも抽象 S空間なる故に， (10)→ (20)を示せばよ炉 o

(1°)→ (2o), (lu)→ (30) (/)恙： eを X の箪位とし， eか垣等的 1 とな

る様， X をその表現ブーJV空間 9 の連禎函敗のベク 1、JV束で同型表現し，

咋 X の表現極l敷を x(p) とすれは， 9上の非桐密集frを除いて:--ff限値をとる

連禎函敷は何れもあるかX の表現函敷である C eに闘する特性要素の全監

からなる完全プーJV代敷に，條件(μ)により，存在か保證される完全加法的

計益函数を m[x]とするoEを 9 の任磁の Baireの性質をもつ部分第合と
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するとき， E と第一種集合を法として一致する開且閃集合の特性幽敷を表現

函散とする Xの奨索を p(E)とする。且llち表現 (Q,e, p)を若へる。 m(E)=

m[(pE)]・とすれば， m(E)は jJの完全加法的測度圏数にして， m(E)=OとE

が第一種集合とは同義になる。 Po(x)=J I x(p) I 
SJl+lx(p)I 

m(dE) と定義すると， X

は K6回“正則"Fr釦het束になることが容易に云へる炉

(20)→ (10) 定理 1(/)澄明中の氾法を踏襲する。 Xが K6咽“正則"べ

クトノレ束なる故に， {e"} は高々可附占集合である少故に條件(~。)を使へは，

X が蹴位をもつことが判る。

(30)→ (1°) Xが計輩函敗 p(,e)をもつ Frechet 束になるとする。クに理 1

の證明中の記法を踏襲する。 {e"}が非可附番集合とすれば，或涸賞な正敗 0

に対し， p(ea)> oを淵足する eaが無敷に存在する。之を e"n,n=l, 2, 3, ... 

とする。 e=Ve''nとすれば，別(e)は抽象 S空間なる故（こ汎(e)は p(x)によ

り，氏型“正則"Frechet束になる。叩=Veai とれ忙くと，切↓ 0 なる故，
i:C:n 

p(叫―>O となる。然るに p(叩） ~p(ean) > i3なる故矛盾が起る。 以上。

定理 3. (1°) K--空間

(2°) K-空間

(3'-') Bochner束

(4°) (Koo)を滴足するベクト炉束

(50) 箪位をもつ K--亨間の共翻 Banach束

(60) 箪位をもつ K竺ミ1月の共朝ベクト JV束

(70) 箪位をもつ Bochner束の共揺ベクト JV束

(80) 輩位をもつ (Koo)を満足するベクJVJV束の共輯ベクト JV束

(90) 條件（ゞ）2 を沿'j足する a—完全ベクト JV束

(10°) 條件(※)1 を滴足する K6-:i月‘‘正則”ベクト JV束

(11'') 條件 (a.。)，（土）2 を淵足し，且箪位をもつグー完全ベクト JV束の共廊ベ

クト JV束

(12°) 條件(※)1を祁足し，且箪位をもつ Kr,―型“正則"ベクト JV束の

共翫ベクト JV束

(1) 小笠犀籐大郎： 本紀要 12(昭 18),235 248. 

(2) 小笠原藤次郎： 敷物會誌 16(昭 17),391-406. §8. 
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は何れも條件(μ)を料足する，従て搬大抽象 S空間をもつ。 (50),(60), (70), 

(8°), (11°), (12")の擬大柚象 S索間は『Jt位をもつ。 (1°),(2°), (3°), (4°), (9°), 

(10°)か箪位をもつ揚合には，その搬大抽象 S空間は単位をもつ。また (lo),

(20)がY1'l.位をもつとき，及び (5"),(6°), (7°), (8°)は，訊位をもつ抽象 L空間

の正規部分空間になる。

護明。 完全ベク・ト JV束ぶ條件(μ)を訊'.j足することを示すには，そのイ「：衣の

主イデヤ JV炉條件(µ)を滴足することを云へばよい。故に•(1°), (2°), (3°), (4°), 

(90), (10へ）に於て最初から吼位をもつ場令を若へiしば充分である。．

(lo), (5o)の場合. xを箪位 eをもつ K---:-空間とすれは， sl 定理 1 に

より， X も箪位をもつ（之を lic,Xとする。 eに闊する特性要索 U に対し，

m[u]=h(u)と置けは， X が條件(μ)を満足することが判る。明かに Xは吼

位 eをもつ抽象 S空間の正規郎分空間になる C また X を計讀 h(IXI)によ

つて完傭化す札ば，訊位 eをもつ抽汲 L空間が得られ， X はその正規部分

空1月になる。次に hに閥する特性要索 gに翌して， m[g]=g(e) と定義すれ

は， X が淵件(μ)を涵足することか云へる c x,xの表現 (JJ,e, μ), (SJ, h, μ) 

を苔へ， m(E)= h(μ(E)) =μ(E)(e) と翫く。 xcX, JEXの表風揺敗を x(p),

f(p) とすれは，

(1) f(x)= j f(p)x(l-i)m(dE) ， 
となる麟，)f(t1)m(dE)が有在し， X は箪位をもつ抽象 L空間及ひlll位， 
をもつ抽象 S空間の正規部分空間になる。

(2°), (6")の島年上(])(20), (50)の場合の特例である。

(4°), (10°)の場合 E X を箪位 eをもち，條件 (Koo)を濶足するベクト JV束

とする。 (Koo) によれる 1 叫いを lixllv~ げllv+I(ことる。 II叫いに闊して運績な

汎函敷の全囮をふとすれば， §1定理 1を使って， Xvが箪位 hvをもつこ

と、ぅ抄云へる。正散 Amp=l, 2, ... をご入p加(e)< + oo なる様にとる。加は

hv+iに閥する特性要素として恙支へない。 X の表現， (Q,e, μ)を考へ，炉X

の表現函敗を x(p)とする。また hv,v=l, 2, …が開且閉集合約の特性函

敷となる様 X を表現し， JEXの表現函敷を f(p)とする。 U を eに闘する

(l) 本定理に於て崇けた例は，すべて trivialでない汎函敷の存在を許ず場合であるが，此等に

応しないものとして， LJ),O<p <l, を學げることが出来る。
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：特性要素とするとき， m[u]=区入vhv(u) と償くことにより， X は條件(μ)を

満足することが判る。 X が箪位をもつことから， X け箪位をもつ抽象 S空

間の正規部分空間になる。 mv(E)=hv(11(E)),m(E)=文A1,(mv(E)-mv-1(E)) 

と沿く（）（但し叩(E)=Oとする）。任立の JEXには， fEふたる兄が朴

在し，

(2) f(x)=~f(µ)xMm11(dE) 
!] 

となることから， Jf(p.)m(dE)が仔在する。 これから X は1介1位をもつ抽象， 
L空間の正規部分宰及び肖1位をもつ抽象 S 空間の正規部分空間となること

か云へる。

(30), (70)の場合は， (4o),(Su)の場合の特例である。

(9") (j_)揚合。 前節最後の所諭から刈1位をもつ Bochner束にJIHJJi成される c

故に箪位をもの抽象 S空間の正規部分空向になる。

(110)の場合。 X を (au), (~")z を渦足し，鞘位 e をもつベクト JV束とすれ

ば， X は Bochner束に埋戴されるから，條仲 (f) を祁足し， X は條件 (u)

を満足する完全ベクト）レ束になる。 X と x(IJ正規イデヤJVか束詞型ブーJV

代敷を作ることから， (90)の場合によつて， Xが耶位をもつ抽象 S宰間の正

規部分笙間となることか分る。

(10°), (12°)の場合。 X を隈位 e をもち條件(※)1 を油足する応型

“正則”ベクト）V束とする← 府屁こ怜 2 定理 6 により， X は（叫， ("\~)2 を淵

足する。故に (90),(110) の場合から， (10"),(12°) の場合に翌する結果が得

られる。 以上。

箪位 e をもつ K-—空間の阪大抽象 S 空間を得るには， p(x)= : -~X , Ii に
e+¥x1 ; 

ょって完備化を行へはよい。 K—空間， Bochner 束， (Koo) を揺足するベクト JV

東に蜀しても同様である。

今 X を肌位 e をもち條件(~。)を満足するベクト JV束とし， e が恒等的 1 と

なる様 X をその表現プーJV空悼j Q 上の連絵幽敷のベクト JV米で固型表現

し， XEX の表現極！敷を叩(p) とする。條件(~。i により， X の硬索の表現函

敷の全盟は， 9 上非桐函集合上を除いて有限値をとる運禎函数{/)全慨からな

る。このと送次の補助定理が成立つ。
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補助定理 2. {心｝か (o)—牧紋することと，第一種某合上を除いて lim 叩(p)
n 

が有限節定とは同義である。

虚明。 叫→の (o)とすれは，第一種集合上を除いて， lim叫 p)=x(p), 従て
” 

lim 叫(p) は有限確定である。この逆を示す。叫~o としてよい。第一種集合
n 

上を除いて lim心(p)は有限確定とすれば， 1.u. b. 叩(p)は第一種集合上を除い
n n 

て ~{f限である。故に第一穂集合上を除いて， x(p)=lim 叫(p), 坑(p)= 1. U. b.Xn(p) 

なる蓮頼函散 x(p),Xo(P)が{i在する。 Xn三x。なる故，｛叩｝は (o)-id-界，従て

Xn→ X (o)が判る。 以上。

定理 4. Xを抽象S卒間とし，定理 1の腎明中に述べた X の表現を考へ，

紅 X の表現廊敗を x(p) とする。 X からの要素列｛叫｝炉 (o)敷激すること

と，第一種集合上を除いて lim叫(p)が有限確であることとは同義である c

證明。 補助定開 1を使つて。 以上。

以下條件(~。)に就いて少しく調べて見やう。

定理 5. X を(~。)を満足する Banach 束とすれば， X は有限次元であ

る。

閤明。 Xが有限次元でないとすれば， annam=O(n---;=m)なる 0<anEX 

n=l, 2, 3, …炉仔在する。 Ila』l=l としてよい。(~。)により， VnanEX. 然

るに IIVnanllこna』l=nとたる故矛眉か起る。 以上。

定理 6. X を図）を沿足する応型“正則"Frechet束とする。 X は

箪位をもつ K6型“正則”である。両 Xか有限次元でないとすれば，“正

WJ"性の非本義的公理(1)を満足しない。また X が Banach束になる條件は，

叩認元になることである。

證明。 X の計は幽散を p(x)とする。定理 2の證明と同様にして箪位 e

のイi在が云へる。 p'(叫 =p(~+t-T) と閥くと， X は p'(幻）により， K6―瑚

":if則" Frechet 束になるが， 0~功三物こ…が (o)宥昇でないと送は，

lim limp'(ら）＞〇となることか容易に確められる。故に X は K6型‘‘正
,l->U n 

則”である少 X が有限次元でないとすると， ennem=O (n叶一 ni) なる

ein > 0, n=l, 2, 3, ... か仔在する。 En={pen},p=l,2, ... とすると，各 Enは

(1) L. Kantorovitch: Recueil Math. 44 (1937), 121-168, §5. 

(2) 小笠原藤次郎： 本紀要 12(昭 18),235-249. 



86 . 小笠原膝次郎

上方有界でない。如何に E几の有限部分集合 E,; をとるも， E~ の上灌は

p, んの形に書かれ， {p設n} は(~。)により (o)-1T界であるから， X は非本義

的‘‘正則"性の公理を満足しない。定理の最後の部分は前定理から明かで

ある。 以 上

定理 7. (※) I, (~o) を沿足する Kr_;ー四‘‘正則"Frechet束は1l限次元で

あるか， (s)ー空間になる。

證明。 X を(※)I, (~。）を悩足する K6―咽“正則" Frechet束とすれば，

前定現により蹴位 eをもつ，従て eに講する特罷硬素の全↑麿 A か肛子的

・ブー）V代敷なることか云へれば， X の KG-型“正則”性と條件（ゞo)から，

X は，有限次元か (s)—空間である。前窪 §2 定理 6 の謁明から判る様に，

X は，到應する X の正規イデャJVが主イデヤ JVとなる X の主イデヤJVの

高々可附香個の上娼である。故に X か箪位 hを持つ場合に證明すれは充分

である。表現 (Q,e, p)を培へ， m(E)= h (,u(E)) とii梵くと， m(E)=OとEか

第一種集合とは同義である。 のEX の表現銅敷を幻(i1) とすると， h(x)=

j⑦ (p)m(dE) となる。 x(p) は 9 上非桐密集合上を除いてイ［限値をとる任訊， 
の蓮禎［崩敗となり得るため，零測度集合を法とする nじ可測集合は打限ブーJV

代敷になる。従て Ai主有限である。故に一般の場合i:t,Aは，高々 'μJ附将個

の原子的要素で生成されたブー炉代敷である。 以上。

定理 8. (~u) を湖足する Bochner 束は，有限次元であるが (s) 空間であ

る。

證明。 前定理を使って。 以上。

定理 9. 條件 (Koo) を覇足するベクト JV束が條件 (~u) を禎'4 足するならは，

有限次元か (s)宰間である。

訪明。 定理 9から。

弟四編ベクトル 束に於ける積分論

第一章黙函数の (o)斗貴分

§1. Riemann式積分。

以上

本章に於ては，断り無き限り， X は少くとも二つの要素をもつが完全べ

クト JV束とする。宵憚間 a~t~b 上で定義せられ X を値域とする函敗
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x(t)を考へる。 x(t)に適用し得る賞鰍敷に於ける稼分概念の最も簡箪なもの

は， Riemann式積分であふ甑間 [a,b]の分割 J

(1) J : a= to < t1 < t2 <… <t,,=b 

を考へ，百， i=l,2, ... n を t-1~ てi~t,ーなる様に任意にとり， Riemann和

S』(x)を

n 
(2) Six)=区(t仁―ti-1)Xに）

,~1 

に依つて定義する。 1.u. b. It,、-ti一日を分割 J のノ JVムと云ひ， It.1 Iで表す。

I jn 1-~o なる 1「立の分割列｛山｝に到し， {S4n(x)} が {Jn} のとり }jに無

閥係に X CJ一嬰素に (o)一牧倣すると言， x(t)は-μJ積分であると云ひ， との

(o)—牧倣極限を x(t) の [a, b]上の積分と云ぴ

(3) J: x(t)dt 

で表す C

この積分定義が＇常に鏑用し得る函敷のうち，此虞ては，相判一様連禎幽敷

と (o)屯界菱動叫敗とを様入しやう。

定理 1. .rf炭素 e力泊在し (x(t)に依仔する），任謡の正敷 eに到・し，正散

aが定まり，

lt-t'¥<u ならば， ¥ x(t)-x(t') I < ee 

を沿足するとき， x(t)は e(遭して一様連績，或は輩に相封一様連績である

と云ふ。

x(t)が eに閥して一様連績たらは，その定義から， x(t)のとる値の集合は

(o)有界である，且 e'?eなる e'をとれば， x(t)は e' に嗣しても一椋連級

となる故に，すべての tに討して Ix(t) \~e が成立つものとして一般性を

失はない。 x(t)の外に y(t)を相判一様連績とすれば， x(t), y(t) は共に同一

の eに闊して一様連禎としてよい c 今 z(t) を各黙 tで x(t), y(t) の上端

(join)を値とする [a,b]上の函敗とすれは，

¥・z(t)-z(t') I~I x(t)-x(t') I+ I y(t)-y(t') I 

のため， z(t)も eに開して一様連績になる。また， a(t)を任衣の宜数値連績

函敗とすれば， a(t)ル(t) も相聾一様連績になる。之を要約すれは，

補助定理 1. 相判ー採連績函敷の全濃はベクト JV束を作る。 a(t)を官敷値
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連紹函敷， x(t)を相対一様連績祠敷とすれげ， a(t)x(t)は相判ー粽連禎函敷で

ある。

が得られる c

今 x(t)を eに闊して一様連績とし， ix(t) ¥ ;$ eとするい定義 1に於ける

様に c:,iJを定める。分割 J及ひ J

(4) J': a=t~ ごせ<・・・<t~,=b 

のノ JVムを aより小にとり，二つの分割 Ll,d'の分割黙のプ忍門を分割黙とす

る分割を JJ'で表し，

(5) JJ': a=t<< t~'< … <t似 =b

とすると， SAx),SAの）は

n" 
S,i(x)=~(t~'-t幻）x(そ,;)

l 

n" 

S」,(x)=区 (t~'-t~五）の（叶）
1 

の形に者かれる。 Ii百一召I<Zoなる故に,()のとり方から， Ix(てi)-x(号） ¥ <2se. 

従て

n" 

I SAx)-S4, に） I;:::: ::S(t『 -t『~1) I x(r=J一 幻Cr;)I < 2e(b-a,)e 
1 

となる。これから 1山 I→ 0 なるとき， {S,jJx)}は {Jn}のとり方に熊閥係

に X の一要素に eに闊して一様 (o)散倣することが判る。 X の主イデヤ

JV 別(e) を e が恒等的 1 となるやうに， ~((e) の表現ブーJV空「I\J Q 上の連

績鈷敷のベクト JV束で同型表現し， XEX の表現函敷を x(μ)或は紅）で表

すと，上記相対一様連禎幽敷 x(t)に判しては，精分定裳の怒程から，すべて

の PEJJ Iこ劉し，

(6) 『x(t)dt<1,)= 『x(t)<~)dt
a a 

が成立つ。また， a(t) を任衣の宜敷値連綬函敷とすれば，仙助定珊 1を使

つて

(7) La(t)x(t)d仙=[ a(t)x(t)mdt 

が得られる。 (6), (7) の閥係から，宣函散諭の所論から，相翌一様連績函敷

に闘する定理が尊かれる 0 共の一例として， Fourier 級敷に就いて説明しや

う。
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定理 1. の(t)を相聾一様連績とすれば， n→十 00 のとき，

『cosnt・x(t)dt→ 0 (o) 
a 

『sinnt咄 (t)dt→0 (o) 
a 

89 

訂明。 1『cosnt・x(t)dt・ ~bl a:(t) I dtから bcos nt心 (t)dt は (o)宥界で
a I L b い｝

『ある。 (7)式から a cos nt・x(t)dt<il>= Leos nt・幻(t)n,)dt. 然るにこの等式の右

邊は，各盟仰に於て n~>十 00 のとき 0 に牧倣する。故に cos nt・x(t)dt→ O ［ 
『(o)を得る。 sin nt・x(t)dt→ 0 (o)に就いても同様にして證明される。

a 

叫t)を [O,2rr]上の相腎一様連績函敷とし，

伽=1_『"』(t)dt, 
7r () 

an= J~ 「cosnt心 (t)dt
冗°

1 2,r 
bn = J sin nt・x(t)dt, 

7T 0 
n=l, 2, 3, ... 

により x(t)の Fourier級敷

(8) 化(t),.___,_a。十ミ(cosnt・a叶 sinnt・凡）
2 1 

を定義する。定珊 1により， n→ 十00 のとき，叩→O(o), bn→ 0 (o). ま

た， (7)式を使へば， x(t)1,の Fourier級敷は，

1 00 

x(t)p ,_, a。M+ .:S(cos nt・a.,,,(p)+sin nt・b、nCP)
2 1 

となる故に， a。=an=bn=O,n=l, 2, 3, ... ならは， x(t)三 0となる。 Riemann-

Lebesgueの定珂に某礎を憤く，多くの定理から，相封一様連績幽敷に翌する

定理が得られる。 f,¥jParsevalの閥係に就いて一瞥しやう。

定理 2. Xか『fl.位をもち，炉(t)が存在しmx(t)と共に相対一様連綬ならば，

~'a~, b~, n= l, 2, 3, ... が存在して

(9) 1『"点t)dt=a各心(a;.這）
7r O 2 1 

が成立つ c

證明 0 X の訊位を a とし， aを桓等的 1となる様に， X をその表現

ブーJV空間 9 上の連績函敷のベクト JV束で同型表現する。幻(t), 砂(t) は e

(1) X の箪位を祓剛位とする積である。積の定義に就いては，第一編第三章 ~3 定理 3 参照。
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に開して一様連債とし，尚 Ix(t) I~e, I 砂(t)~e とずる。積の定茂により，

炉(t)(¥J)={x(t枷}2 にして， ec¥J> は非禍密集合上を除いて存限であるし杭分の

定義の仕方から， eゆ）が有限な開~p では， (6), (7) 式に贄應するものが成立

1 2冗 1
つから，宜函散に釘する Parsevalの牒係式から，―-J位(t)<iJJ}2dt= {ao(P)}2 

冗。 2
00 

+2J({a,/p)}彗 {bn(P)}りを得る。故に a5,a~, b! の存在並ひに (9)式の成立

つことが判る。 以上。

然しながら， Parsevalの闊係式を悶に手段とする場介には， Xに吼位(J_){f

在を椴定する必要はない。の(t)を eに閥して一様迎紹とし，且は(t)I ;:;; eと

すれば，主イデ-'¥'JVfil(e)に於て， eを打1位とすれは，炉(t)は霜にイf・在して，

eに閥して一様連績になる。また X に蹴位 aの{f在を考・ヘ， aに閥する積

を必要とするかに見える場合も之を避けゐことい出来る楊介がある。 xiEX, 

i=l, 2, 3, …n とする。 xに箪位叫1:在すると否とに拘らず，｛翠xWを，
n 

~c~=l なるあらゆる宜敗の組｛叫に翌·L, V{区C芯｝として定義する。も
凶 C名=1

し X に輩位 a ヵ叩在し， a を積吼位として埒か存在するならは，{~碕p

は式通りの意味をもつことになる。また， X匹 X,i=l, 2, ... に対して，{t叶}2
1 

00 

が (o)有界のとき，その上端を｛区叶fi-c表す。栢分の延義に於ても， Rie-
1 

mann 和の代りに， A亭(ti-ti-I)叫）}2 をヽ考へ， 1山 1→0のと者の (o)極限
2,r 1 

が， {d.,Jのとり方に無闊係に定まるなら訊u砂(t)dt}2と宵く。 x(t)が e

゜に閥して一様連績ならば，は(t)I ;;;; eとすれば， eを蹟輩位とすれば，『。n感(t)dt

炉存在し， Parsevalの閥係式が成立つから，

定理 3. x(t)を相劉・一様連頼函敗とすれは，

2冗 _1 = _I 

(10) { t J。x2(t)dt}2 =げ＋瓢心}~

か成立つ。

が得られる。 (10)は X に吼位の存在と否とに拘らす成立する式である。同

椋な考へ方によつて，謀（こ閥する Fourier.係敗の閥係式を，ベクトノV値幽敷

の場合に賛評することが可能てある。

定義 2. 任店の t,t'に針し Ix(t)-x(t') I;£; I t-t'laeが成立する正要素 e

及び正敷叩;:;1が仔在するとき， x(t)は a 位の Lipschitz條件を油足する
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といひ， x(t)E Lip aで表す。

x(t) E Lip aならば， x(t)は相翌一様連績函敷である。

Parsevalの開係式に閥する上述の注意により，次の S.Bernstein の定理

か成立つ。
co 

定理 4. x(t) E Lip a, (a> !)ならは， ~(I an l+l b,, I)は (o)牧敏する。但
1 

し x(O)=x(2rr)とする。

證明。 Zygmundの本(1)の證明法による。 以上。

次に1f界（叶襲動飼敷を考・ヘやう。［域間 [a,b]上の函敷ダ(t)に翌し， X を

寄全ベクト JV東として，

定義 3. あらゆる [a,b]の分割」に到し，区Ix(ti)-x(ti-1) I の全骨豊から
i~l 

なる集合か (oVff界のと送，ぉ(t) は有界 (o)ー奥動(2)12あると云ひ，そり上端
I, 

を var.x(t)戌は var.xで表す。
a 

x(t)が [a,b]で打界 (0)-襲動ならば， [a,b]の任意の部分］盛間の上でも有

界（サ繕動なる故に， a;;,c~d~b なる [c, d]に蜀じて var.xが定義せら

れる n f/,j'このとき，が(t) のとる値の集合は (o)オ『界となる故に， Ix(t)にこe,

var.x 三 e なる正挺素 e い什在する。主イデヤ JV~{(e) を考へ， e を［同等的

1 となる様に， ~((e) をその表現ブー）V寮畠J JJ上の連綬函敗のベクト）V束で

表現すれは，各 l)E .Qに於て， x(th> は tの有界菱動函敗にして，第一種集

合上を除いて var.{x(t)w>} = { var幻｝ゆ）となる。この性質を利用しても， a;;;;;C 

三bに打し， var.x+var. 炉 =var心の成立が判る。従て第一種集合上を除い

た各鼠tμI'.:, すべての tE[a,b]に吋し

(11) 

が成立つ。

t t 

吋叫）()1)}={呼.x}い）

分割 J の相隣る分割黙によつて作られた部分l甚間の中から膀手に [tj~, (.], 

... [tj/c, 似］をとり畠し

(12) " ゜ u~。(x(t1,)-x(t叫）

を作り，あらゆる分割 J に対して作られる (12) 式が (o)—有界のとき，その
I> b b 

上端を var.+x(t)或は var.十”と書く。 var.xが仔在することと var.+xか
a a a 

(1) A. Zygmund, Trigonometrical Series, (1935) 135. 
(2) L. Kantorovitch: Recueil Math. 49 (1940), 240. 
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存在することは同義である。これは連績圏敷で表現して為へるてとにより容

易に判ることである"var. ―x=var_+ (-x)と定義すれば，
b b b 

(13) var. x=var_+x+var閲
a a a 

b 

(14) x(b)-x(a)=var_+x-v贔—”
a " 

が得られることも詞様にすれば判る。
b 

今 x(t) を有昇 (o)—菱勁とし，正破素 e を I x(t) I名e,var. x三eなる様に
“ 

とり，上逮の表現を考へふ x(t)に判して作られた Riemann 和 Six) は

(o)噌界にして，各盟~1J を固定して考へると， x(t)いは宜敷値有界繕動鰍敗

なる故に， I,1』→0のとき，

lim {S11n(叫｝＝『叫t)ゆ）dt 
n a 

とたる。従て S11n(x)は {LI,,}のとり方に無瀾係た Xの要素に (o)喝直父する（

故に x(t)は可積分にして，第一稲集令上を除いて， (6),(7)式が成立するり）従

て相封一様連頼囮敷に就いて述べたと同様に，宜散値打昇屡勁歯散に闊する

定狸から，有界 (o)苓ぎ動に闊する定理が導か札る。例を Fourier級散にとつ

ても，定理 1,2, 3に判應するものが成立つ。詞様な議髯を繰返すにII:きるか

ら省略する。

幻2. (o)ー積分とその簡箪な性質。

R を基本集合とし， R を一員とする R の部分集合の作る Borel 族を

~R とし，馬上で非負な 1陀散値をとる完全加法的集合帆敦（之を『飢こ測庶園

敷と呼ぶ） f,(U)が定義せられ，(2) 雰調度集合の任衣の部分集合は St1: に属す

るとする。叫に犀する集合は， (J-可測成ぱ料に可測であると云ふ。 X を完

全ベクト JV束とし， R上殆ど到る所で定義せられX を値岐とする圏敷を

x(t), y(t)等で表す。 R叫有限個の互に共通貼のない.PJ測集合にわかれ，その

各可測集合上で一足の X の要索を値とする幽敗を箪極！敷と云ひ， s(t) 或は

之に指欅をつけて及すことにする。

定義 1. x(t)が殆ど到る所箪函敷列 Sn(t)の (o)-収欽極限となるとき， x(t)

は¢ に閥して (o)ー可測，或は箪に (o)ー可測であると云ひ， iln(t)を x(t) の

b 
(1) これ等から判る粽に積分の定義か適用されるために， var{x(t)り）}<+ooの性質を利用した

r, a 

のであって， var心の存在を必要としないから， X は(}5量6全ベクトルとしてもよいことになるの
a 

(1) 0 </3(R) < +oo とする。
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(o)-可測定義列と云ふc

この定義に依れは，吼極I敷は (o)河測にして， (o)-1:lJ測面敗は線形空間を

作り，幻(t) と共に 1孔:Ct)I も (o)呵測である。また a.(t)を宜可浪饂散とすれ

は， (0P1f測函敗 x(t)に翌し， a(t)⑦(t) も (o)-1:lf測である。

吼幽数 s(t)が ll;,i=l, 2, …n上で夫々 aiなる値をとり， ui防=O,i+j, 

~Ui=R (f)とき，
'-1 

) s(t)1S(dU)=ミ[l(Ui)a, 
R 1 

と定義すふ

定義 2. (o)河訓圏敷 x(t)の (u)河測定義列叫t)を， n,飢 → 十 oo とき，

¥ I Sn(t)-sm(t) ¥ /1 (dU)→ 0 (o}なる様にとり得るとぎ， x(t) は (o)-可積分で
'I! 

麟といひ，このと送の (o)呵訓］定義ダljSn(t)を (o)-積分定接列と云ふ。

} I snCt)→ (t)! 間(dU)-,O(o)から， JSn(t)t°1(d U) は n→+ 00 (/)とき， X の
R R 

長 犀 (o)-収紋する。之を x(t)の (o)釈分と云ひ， (o}-j叫t)f,(dU) 或は

f x(t)(!(d U)で表す (l R 
R 

此虞に述べた (o)—積分が衣味をもつためには， (o)ーポ打分定義列のとり方に無

闘係に (o)—蹟分ガ決定されなければならない。 この要求全沿足するため， X

に制限を加へやう。先づ Xが條件(※)}D 

(※）2 如何なる。 <:.xoEX に到しても，之に正値を其へる (o)—連級 (0)-11界

線｝鉛凡函敗(Xuと共に襲化する）か仔在する。

を面足する場合から考・ヘやう。

，補助定理 1. X ; 汎条件(※)2 を悩足するならは， (o)—訊分は (o)—積分定義

列の女廿Mに拘らす一定である。

證明。 (o)--1-1r積分函敷の線状性から， (o)—可憤分函敷の(t) か叫t)=O の場

合に證明すれば充分である C f(①）を任慮の (o)ー連禎祀線形汎菌数とすれは，

(o)—禎分定義ダIJ Sn(t) (こ蜀し，

しIf(Sn(t)) -f (S成 (t))I間(dU)三1(しIs,/t)-s,nCt) i間(dU))
となる故に

叩門し以t)f,(dU)) = li~f(Lsn(t)f,(dU)) =い(u!,11趾(t))f,(dU)=O

となる。 以上 C,

- - ---

(1) 第玄編策ー卒 s1, 44に條件 (*)2II)説明がある。
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x(t) を (o)呵精分とし， Su(t) をその (o)—秋分定蓑列とする。簡箪のため

x(t)~0 とする。従て Sn(t) 2: 0, n = l, 2, 3, …としてよい。 e几 nem=O,n二im

なる 0<enE X, n=l, 2, 3, …を， sn(t),n= 1, 2, 3, ... のとる値が {en} の生

成する正規イデヤ JVx;。に脳する様にとる。従て叫t)のとる値も X。に属す

るとしてよい。 X0の表現ブ,-JV空間 SJを考へ， X。を SJ上の連績幽敷で

表現し，名 en炉開且閉集合 Qn の特性函敷となる様にする。各 Qn上で

Baireの性質をもつ部分集合 E に封し， p<n>(E) を E と第一種集合を法と

して一致する開且閉集合の特性函散を表現函散とする X。の要素と定める。

か＼る表現を簡箪に (Qn,e,,,, μ<">), n=l, 2, 3, ... で表さう。 XE.X';。の表現函敷

を曲）或は知）で表す。今

(1) 

(2) 

"ip(t, μ)=lim {s,,(t)w>} ,,, 

f(t, p)=ilm {sn(tい｝
n 

と置くと，殆どすべて (l) tに蜀して，豆(t,μ)を Pの幽数と考へれは， V;(t,μ) 

は 9 の第一種集合上を除いて；r;(t)(V)と一致する。 fを (o)這級而線形汎函
00 

敷とし， m<n)(E)= f (p<n>(E)) と附くと，の(t)=~J~(t, μ)万(dE)なる故に，， 
n 

(3) f(x(t))=ミ ri(t, p)m<"!(dE), (殆どすべての tに翌し）

となる。一方し'I(t,Pl P(~!;;- は，
豆畑~JtIJ100Jnmin(max(sm(t)m, .. Sm+v(t)0,>), n)f3(dU) 

と書かれる故に， Baireの鉤敷である Fubiniの定理を使つて

(4) しf(x(t))fl(dU)心｛し(l(dU)jan<ji(t, p)m<n>(dE)} 

＝象{Lnm(n)(dE)L?(t,p)f,(dU)} 

r.p(t, p)に封しても， <ji(t,μ)と同様にして，

(5) しf(x(t)) (l(dU) =享｛し加耀叫R'f_(t,μ) (l(dU)} 

E。=(r;t<ji(t,p)(l(dU)=+oo或は Jq;(t, p)(l(dU) 4 Lr.p(t, p)f,(dU)) 
It 

と買<。 E。は Borel集合である。品が第一種集合でないとすれば， E。Qn



ベクト八束論 (II) 95 

が第一種集合でない nが仔在する。従て(※)2を使つて (4),(5)から矛眉か

尊か札る。放に JJの第一種集合上を除いて，

(6) 0三いい）訊(dU)=し炉(t,p)馴(dU)< +oo 

(7) ;f(t, p)=~(t, l,1) (殆どすべての tに判し）

か成立つ（故に 12の第一種集合を除いた Q' の各隠/ij-1E Q1 に到し，殆どす

べての阻，1it -c: (pに依仔する）， limSn(t)(¥J)は打限節定にして，

(8) lim j I Sn(t)(¥J)-s,n(t)(p) I 1](dU)=O 
n,m->+oo R 

(9) tx(t){i(dU)⑪） = J ?(t, μ){l(dU)= j <p(t, 1-J) f,(dU) 
R R-

今 y(t)を Iy(t) I;;; :r(t)なる (o)--1-1J測函敗とする。 y(t) の (o)呵測定義ダlj

綜(t)を， x(t)り (o)積分定義列 s,,(t)に翌し，

I外(t)I□ (t) 
なる様にとれは， I s;.(t) P,(dU) :S s,,,(t) [3(dU)なる故に，し
iム i,.(t)-,s五(t)I~(dU) は (o)—有L, ある,0l~n,'」Ri ,;,(t),,,-,s~(t)0,, I~(dU) 

が第一稲集合上を除いて 0 となるてとを去へば， s~(t) は y(t) の (o)—禎分定

裟ダりになる。このためには， y(t)~o, 綜(t)2Oとして證明すれは充分である。

訊t,1-1) = lim s~(tいと閥けは，上と詞様にして，！』の第一種集合を除いた Q"
'fl 

の各隠Ii¥J E Q" に劉し，殆どすべての貼 tで(μ に依仔する）。 lim綜(t)ぃは有

限確定であら然るに (8)から ¥JE f,J'に翌し， Pを固定すれば， JSn(t)げ）f,(dU) 
u 

は1月程度紐対連い (equi-absolutelycontinous)となる故に， I外(t)→(dU) も
u 

同程度紐針連紋である。故に加 fJ'Q"ならは，

lim f I綜(t)<v>-s~Jt)⑪） I 11(dU)=O 
n,m->+co R 

となふ従て s~(t) は y(t) の (o)—禎分定義列である（）故に

定理 1. X を條件（※）2 を瀾足する完全ベクト JV取とする c x(t) を (o)—可

積分函敗とすれば， Iy(t) I~ は(t)I なる任意の (o)—可測函敷 y(t) は (o)—可稼

分である。

陪明。 J:述から。 以上。

本定踵から (o)ー有界な値をとる (o)—可測函敷は (o)—可精分なることが判る c
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定理 2. X を條件(※)2 を満足する完全ベクト JV束とすれは， (o)河精分

幽敷ん(t),y(t)等に封し

(1°) x(t) は任窯の可測部分集合上で (o)—可積分である c

(2°) uを可測集合とすれば，

し(x(t)+y(t))P,(dU)=jげ(t)P,(dU)+Ly(t)f,(dU) 

しr1.x(t){!(dU)=ajJ幻(t)建(dU), a. は常敷

(30) は(t)iも (o)呵積分にして， 1:tJ測集合 U に贅し，

1J幻(t)f,(dU)1~) I x(t) I f!(dU) 
I u u 

(4'') (o)呵測函敷］。(t) が殆どすべての靡litに於て (oVlif測嗣散 Xn(t)

の (o)—牧倣極限にして， Ix。Ct) I 二~x(t), I x,,(t) I~x(t) なる (o)-1=1T積

麟い(t)か存在するならば，可測集合 U に到し， ¥j・バt)111(dU)I 
u 

＝で］はCt)I紐(dU)にして且

u J戸0(t)P,(dU)=(o)-l杷し叩(t)P,(dU)

證明。 (1 o), (2o), (3o) は (o)—可積分の定義から自明である。 (4') を證明す

る。定理 1により，幻o(t),Xn(t) は (o)—可積分である。叫t)~0, x,Jt)三0の

とき證明すれは充分である。また U=R として謡明してよい。上述の記法

を踏襲して，”゚ (t),叩 (t) に蜀する ip(t,μ)を炉o(t,μ), 孔(t,t1)と壽けは第一

種集合上を除いて， 0~ 炉。(f,μ),'Pn(f, +J)~ 炉(t,μ), 且

(10) 

(11) 

J X。(t)邸(dU)ゆ）＝炉o(t,~1) 鱈(dU)
R し叩(t)~(dU)c,,-t;;,.(~p) ド(dU)

如(t,p)=lim q;,,,(t, p)と瀾く。殆どすべての tに対し，第一種集合を除いて，

叫）(t,J = cfo(t, +J)となる故，

しf(x。(t))f](d U) =~{tfl(dU) L,. 屈。(t,p)m"(dE)} 

心｛し町(dE)しcfo(t,p)凩dU)}

同様にして， i'_o(t,l-1) = 1匹祐(t,p)とすると，
n 
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いに(t))fl(dU)= t{し町(dE)し¢。(t,μ)fl(dU)} 

こ札から，第一集合上を除いて

(12) t¢。(t,p)邸(dU)=jばo(t,¥-l)fi(dU). 

ーカ (4)式から

tf  ((x)。(t))fl(dU)=享｛し加(dE)jム¢。(t,p)岬(dU)}

となる故に，第一種集合上を除いて， (12) 式は J~。(t, μ)船(dU) となる。 (12)
ll 

式から，第一穂集合上を除いて，殆どすべての tに対し， limVi,.(t, ~) = (f。(t,p) 

となる故に， (10),(11)から第一種染合上を除いて各 Pに列し，

li;;ri J Rx,,(t)fl(dU)り）= t:1・o(t)(i(dU)<,,) 

となる C, -}j J閾書n(t)μ(dU)こしx(t)1'1(dU) のため， t,c,.(t)fl(dU) け (o)-有

界なる故に (40)の成立が判る。 以上。

(o)河積分函敗の(t)に到し， jx(t)μ(dU)を馬上の集合国敷と若へるとき，

x(t)の不定 (o)-積分と呼ぶ。

定理 3. X を條件(※)2 を満足する完全ベクト JV束とする。 x(t)が (o)河

積分ならは，その不定 (o)嶺分は (o)—有界な値をとり，任意の fl(U』→ 0 な

る可測集合列 {Un} に対し，

(0)-li,:n J叫x(t)鱈(dU)=O

澄明。 x(t)こ0の場合に證明すれは充分である。上述の記法を使つて，第

一種集合上を除いて，

しx(t)駅(dU)<~)=j凡'q;(t,)-J)間(dU), n= 1, 2, 3, … 

：。なる故に， l~mlu,,幻(t)p(dU),,,-oを得ふ是から容易に本定理の成立が判

以上。

(o)河積分函敷 x(t)に到し， F(U)=j x(t)fl(dU) と置けは (o)—位相で F(U)
u 

は完全加法的なることか判る。定理 3に於て述べた様に， fl(U几）→0のとき

F(U,,)→ 0 (o) となる。か＼る性質をもつ集合函敷は継封 (o)蓮績であると

云ふ。 U を互に共通励のない有限個の可測集合互， i=l,2, ... , n に分け，
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~F(U、Ji を作る。あらゆる U の分割に翌する ::SI F(Ui川の上端を F(U)
i~l i~l 

の全 (o)ー愛動といひ。 var.Fで表す。明かに var.F;;S J I x(t) I P,(dU) とな
u u u 

る。また var.F=  V(F(U1)-F(U-U1); U2  U'E島） と定義してもよい。
u 

これは連級函敷で表現して考へれは容易に判ることである。 x(t)こ>0として，

(8), (9)式を得た炉 x(t)こ0 としなくとて成立することも容易に9'Uる。 x(t)

の (o)—積分定義列 Sn(t) の何れか炉一定の値をとる可測集合は高々可附番，従

てこれ等を含む最小のブーJV代敷も高々可附番である。之を sr~ とし，炉(t,t1)

=limsn(tいと憧くと， 9 の第一種集令を除いた各閏itiで

I□ <f!(t, ¥.)) I岬(dU)=t闘.(し炉(t,¥.))ド(dU)-Js_i(t,p)f!(dU)) 

また第一猟集合を除いた 52の各四ipで

(13) tx(t)P,(dU)<111= Ji/Ct,¥.))船(dU)

(14) t1 x(t) I (l(dU)n,>= j兄rp(t,p) I f3 (dU) 

を得る。これ等の式は R を Uパ豆でl謹きかへても成立つ。故に varF=

= j I x(t) I鱈(dU)となる。故に次の定地を得る。
u 

定理 4.. X を(※)2を欄足する完全ベクト；国とする。 x(t)か (o)呵積分

：。らは，その不定 (o)拭分の U心上り全 (o)長勁げ、しげ(t)I~(dU) であ

特に R を悩間 [O,2叶，出を Lebesgue可測集合の Borel 族， Pを

Lebesgue測度函敗とする。れ(t)を (o)河積分とし，その [0,2rr]上の (o)-fit

分を『冗x(t)dtと書く， x(t)に蜀し，叩， t1)を上と同様に定義する。 cosnt. x(t), 

sin nt. x(t) も (o)呵禎分にして， a。， an,b,, を夫々 a。= 1『冗x(t)dt, a、,=
7[ 0 

]『cosnt. x(t)dt, 如=-! f:" sin nt. x(t)dt と定義すれは，第一種集合を除，い

た 9 の各晨~J.) で

叫）＝汀zn:?;(t, p)dt, 
冗〇

叫）=1『冗cosnt. ifJ(t, p) dt. 
7[ 0 

b、,(p)=l_『冗sinnt. q;(t, p) dt, 
7[ 0 

n=l. 2, ... 
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が成立つことか云へる。か＼る表現を使へば， (o)—可積分［函敗の Fourier 級

敷のJ叩論を椙成ずることか出来る。例へば， Xが蹟．位をもち，それを積箪位

として炉(t)p; (o)呵積分な (o)呵測函散 x(t)に蜀して， Parsevalの闊係式

が成立つこと応證明出来る。

次に X が條件 (μ)(1)

(μ)任点の正嬰素 a>Oに罰し， aに潤する特1、生返素の全開の作る完全

プ一ノV代敷は， 0 ならざるすべての要素に正値を典へる完全加法的計量

幽敷をもつ。

匂脩足する完全ベクト JV束の場合を考へやう。

.r(t)を (o)呵測とし， s.,,(t) をその可測定義列とする。 enne,,,=0, nご1-m

なる o<e、,EXを適営にとれは，寄測皮集合の上を除いてぶ(t),s,,(t)のと

る値は， e,,.,n=l, 2, 3, ... の生成する正規イデヤ JV x;。にJ蜀する炉故に x(t),

s,,(t)の値は X。に］瓜するとしてよい。 X0の表現フ-ーJV空間 9上の連韻幽

敷(})ベクト JV床で X。を［司型表現し，以前の様に (Qn,eu, 11<nl), n=l, 2, ... を

考へる。條fcj:(、u)により， e、n に開する特性要素の作るフ｀ーJV代敗に定義され
00 

た叶賊幽殷を m<n>[x]とし，」疇敷列 {rL,,}を .:8fl11m<n>[e』<+co なる様に

とり， Baire の性買をもつ 9 の任意の部分集合 E に翌し， m(E)=

0ゞ.11,'n/n>炉 (SJ、,E)Iと骰くと， m(E) は .SJ の完全加法的測度函数にして，I 
m(E)=Oと E は第一種集合とは同義になる。 R と SJの積空間 Rx.SJ を

作り，［叫1時に Pと m の積測度 fJX m を作る。炉(t,μ)=lim su(t)① , r(t, μ)= 
n 

lim叫t)ゆ）と附くと， "q3(t,μ),r_(t,μ)は何れも化<m-可測にして，殆どすべて

" の tに対し，面者は第一種集合上従て m-i則度 0 の集合上を除いて一致す

る故に "q3(t,j.1)ニI-p(t, μ)なる (t,μ)の集合はい犀測度 0-c: ある。同様に

¥3(t,i1)=土 00 或は p(t,j.1)=土00 なる (t,μ)の集合も (3X m—測度 0 である。

故 に 珈 測 0の集合を除いた SJ' の各盟ipE.Q;に蜀し，殆どすべての tで

(pに依仔するo)limsn(t)rn)加有限雌定である。幻(t)を (o)呵積分， sn(t) を
n 

(o)-積分定義列とすれば，殆どすべての Pに聾し

(15) limJ is,Jt)(¥l)-Sm(t¥p)lf3(dU)三 0
n,m R 

(1) 前銅第二字 §4参照。

(2) 次掌 §2の所論を使へば，零測度集合上を除いて， x(t),Sn(t)は X の主イデヤルを値域と

してよいことが云へる。
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(16) J RX(t)紹(dU)<v>=j "ip(t, lJ)岬(dU)
R 

が成立つことが容易に判る。補助定理 1に拇應して

補助定理 2. X を(μ)を満足する完全ベクト炉束とする。 (o)呵積分函散

の (o)ー積分は， (o)—積分定義列の如何に拘らず一定である。

證明。 x(t) = 0 なる (o)—可積分函敷 x(t) に封して證明すればよい。 ~(t, t1) 

は ~xm 測度 0 の集合上を除いて 0 となる故に (16) 式により， j x(t)~(dU) 

“ 
=Oが得られる。 以上。

定理 5. 定理 1,2, 3, 4に於て條件(※)2を(μ)に骰き換へたものが成立

つ。尚 jx(t)~(dU) 三 0, UE馬ならば，殆ど到る所で x(t)=Oである。
u 

證明。 條件(※)2を滴足する場合と同様の方針で證明される。 以上。

(o)—可測なの(t) に到しては， ~x 加可測な cp(t, +')が＃在し，殆どすべての t

に封し，殆どすべての Pで x(t)m=cp(t,lJ)が成立する。か＼る性質をもつ任

意の二つの cp(t,p)は μx珈測度 0の集合上を除いて一致し， x(t)が (o)呵

積分のとき，殆どすべての P に拇し， Lx(t)~(dU)。1)=J cp(t, p)脚(dU)となる。
R 

この性質を使って (o)—可積分函敷に蜀する Fourier 級敷の理論を構成するこ

とが出来る。

以上に於ては， (o)ー可測， (o)—積分の概念を導入したが， x(t) が殆どすべて

の tに鴛して (o)河測幽敷列叫t)の (o)敷激極限のとき，一般には x(t)が

(o)呵測なりや否やは不明である。かヽる x(t)を (o')呵測であると云ひ， x,.(t)

を (o')呵測定義列と云はう。 x,.(t)が (o)-limj¥叫t)ー叫t)¥μ(dU)=O なる
n,m R 

様にとり得るとき， x(t) は (o')—可積分であると云ひ， (o)-Hmj x,.(t)μ(dU)を
n R 

J その (o)—積分と云ひ， の(t)μ(dU) で表す。 このとき，叩(t) を x(t)の (o')-
R• 

積分定義列と云ふ。 (o')—可積分函敷に到しても本節の所論を搬張することが

出来る。此虞には，不定 (o')ー積分は， (o)ー有界，加法的，絶到 (o)—連績なるこ

とを注意して置かう。

§3. Dunford積分との閥係。

R を集合とし，前節と同じ性質をもつ Borel族⑪ 及び測度函敷 μ(U)を

考へる。先づ X を Banach空間とし， R上の箪函敷を前節と同様に定義す

る。の(t)が箪函敷列 s,.(t)の，殆ど到る所に於て，強牧倣極限となるき， x(t)
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は Bochnerの窪味で可測であると云ひ， s,,,(t)を limjIぶ(t)-s.,n(t)II P(dU)=O 
n,m R 

なる如くとり得るとき， x(t)は Bochnerの意味で可積分であると云ふ。この

際前節同様可測定義列，栢分定義列なる概念を導入する。 x(t) を Bochner

の立味で可積分とし， Sn(t)をその積分定義グljとすれば i糾(t)p(dU) は n→

十 C0 のと含， X の一要素に強牧絞する。之を fx(t)p(d;)で表す。 x(t)が
R 

R上でRT国分ならば，可測部分集合 U の上でも可蹟分である。このとき集

合幽敗 jx(t)P,(d U)を不定 Bochner禎分と呼ぶ。
u 

補助定理 1. X を K-—空間とすれば，次の各命題は九に同筏である。

(1°) x(t)は Bochnerの謡味で可測である。

(2°) x(t)は (0P1f測である。

(3°) a;(t)は (o')呵測であ 。

明。 Kーー寮間の性胄から (2")-> (1")は自唄。

(1"} > (2) 可測定義列 s,,.(t) を，裔々炉測度—土の集合上を除いて II x(t) 
1 

-s,,(t) ;1 < なる様にとることか出来る（、これから容易に sn(t)か殆ど到'~- 2n 

る所で x(t)に (o)敗倣することが判る。

(20)→ (3°) fl I月。

(30)→ (1") x(t)を (o')呵測とすると， Bochnerの衣味で可測な函敷列 Xn(t)

の，殆ど到る所，雌牧倣極限となるから，周知の様に x(t)は Bochnerの登

味でr;J汎I]となる。 以上。

x(t)を Bochnerの揺味の可測園散とするoxの共椀 Banach索間 X の任

立の迎某 fに翌し， Uを任謡の可測集合とするとき，

f(F(U))=j f(x(t))P(dU) 
u 

なる X の値をとる F(U)が存在するならば， x(t)は N.Dunford の意味

で可積分であると云て， F(R)を)x(t)P(dU)で表し， x(t)の R上の Dunford
R 

積分と去ふ少

定理 1..X を K-—空間とすれは，可洞函敷 x(t) に判し次の命題

(1°) x(t)は (o)呵積分である c

(1) N. Dunford: Bull. Amer. Math. Soc., 42 (1986), p. 178 (abstract). 
B. J. Pettis: Trans. Amer. Math. Soc., 44 (1938), p. 292. 
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(2°) I x(t) Iは Dunfordの衣味で可科分である。

は互に同義にして， x(t) の (o)—萩分と Dunford 積分は一致する。

證明。 (10)→ (2°) I x(t) I の (o)—積分定義列を s,,(t) とすると， 0~fEX 

に到し，しf(sn(t))-fに(t))1r(dU)こ1(し囚(t)-sm(t)I (i(dU)) なる故に，

い(x(t))r,(dU)= li~.f(J u約，(t)f,(dU))=!(Jux(t)(i(dU)) となり， ix(t) I は

Dunfordの意味で可積分となる。

(20)→ (1°) I x(t) Iを Dunfordの意味で可蹟分とすると， I1 j I x(t) I (i(dU) 
u 

は (i(U)と共に 0に牧飲する。これを利JTIすれば，次の (i),(ii)の性質をも

つ箪函敷列の存在が判る。

1 
(i) 高々 P"測度 の集合だ除いて， llx(t)-sn(t)I[<

1 
2n'=  2n 

(ii) 11 J I x(t)-sn(t) I f,(dU) !! さ 1 国分は Dunfordの立味）
I'R 1, 2" 

(i), (ii)より Sn(t)ヵ,x(t)の (o)-積分定義列なること，及び雨定義の積分値

の一致が判る。 以 I:。

J;(t)が Dunfordの慈味で可積分のとき，不定 Dunford釈分 Jx(t)11(dU) 

のとる値が (o)-有界ならは， Dunford不定積分は (o)-1f界であると云ふ。

定理 2. X を K-—空間とする。 Dunford の底味で可積分な函敷 x(t) か

(o)河積分なるための條件は， x(t)の Dunford不定積分か (o)オ［界となるこ

とである。

證明。 前定理 (2())→(10)の證明に準ず。 以上。

次に X を K;型“正則"Frechet束(1) とし，その計祉函敷を p(x)とす

る。幻(t) が隈函敷列 Sn(t)の，殆ど到る所で， (t)ー牧倣極限のとき， x(t) を

(t)河測と云ふ。補助定理 1に対應して，次の補助定理 2が成立つ。

補助定理 2. X を応型“正則 "Frechet束とすれば，次の各命悶は冗

に同義である。

(1°) x(t)は (t)呵測である。

(2°) x(t) は (o)—可測である。

(3°) x(t) は (o')—可測である。

(1) 小笠旗藍次郎： 本紀要 12(昭 18),235-248. 
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證明。 葡財J定理 1の證明法に準じて行へばよい。 以上。

第三組第二窪 §:3の記法を使つて， X を (K-) を満足するベクト JV束と

する。 X の値をとる集合函敷 F(U)が，任意の fEX に到し， f(F(U))が

完全加法的のとき，弱完全加法的と云ひ， f(F(U))がり(U) に腸して絶溺

連紋のとき弱絶封連績といふ。

補助定理 3. X を (K-)を油足するベクト JV束とする。 F(U)娯 f,(U)に

閥して弱絶対連績な加法的集合面敷ならは， f,(Un)→0のとき， F(Un)は 0

に強牧紋する。

證明。 IIF(U,,)llp―>Oなることを云へはよい前煽第二亦和 3柿助定即を

紐へは， II咋に闊して連績な丘Xに対して f(F(U))は絶対連粕且加法的

なる故に，<n11 F (U,,,) llv→ 0を得る:0 以上。

(o)吋測閾敗 x(t)に野して Xの値をとる集合函敷 F(U)が定まり，任紅

の fばに聾して， f(F(U))= j'f(x(t))fi(dU)となるとき，叫t)は Dunford
u 

の窪味で可積分であると云はう。

定理 3. 定Jljl1, 2は， X に開する仮定を， X は (K-)を満足するベクト

JV束である， としても戊立つ。

證明。 ネrli叫J定珊 2,3を使つて，定理 1,2の證明法に準じて行へばよい。

以上。

次に X を Kー索届］戊は (Koo)を溝足するベクト JV束とする。 X を値域と

する R上の函散 x(t)は，すべての fEXに対し， f(幻(t))か可積分ならば，

弱可積分であると云ふ。

定理 4. X を K空間或は (Koo)を満足するベクト JV束とする。 Xを値域

とする R 上の (o)—可測函敗 x(t) が (o)-1:iJ積分なるための條件は， I x(t) Iが

弱可積分なることである。

虚明。 必要條件であることは明かなる故に，充分條件であることを示さ

う。は (t)Iを弱可積分とする。ん言(t)の (o)-RJ偵分を誇明するには，ば(t)Iの

(o)河積分を云へは充分である。故に x(t)2'; 0として證明すればよい。きた

X は『闘位 e をもつとしてよい~2) Xn(t)=化(t)nne と慨くと， 1叫 (t)I~ne な

(1) Kunisawa: 摩士院紀事。 16(昭 15),68-72. 

(1) 次節補功定理 1参照。
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る故に，叫t) は (o)—可萩分である。 f~O に到し， li四（し叩(t)P,(dU))= 

li叫f(叫 t))岬(dU)=し珀(t))P,(dU) が成立つ。 X は弱完備なる故に，

しXn(t)P,(dU) は， n→十 0 のとき， (o)敗倣する。 故に (o)-limJI叩 (t)-
n,m R 

叫 t)I船(dU)=O. 従て叫t) は叫t) の (o')—積分定義列となる。箪函敷 s,,(t)

を

1 
(i) P,-測度ーなる集合上を除いて P(叫 (t)-sn(t))< 1 

2n = 2n 

(ii) PG I叫 t)-s,,,(t)I岬(dU)< 1 
R )=  2n 

なる如くとると， Sn(t) は叫t) の (o)—積分定義列になり， x(t) は (o)—可萩分

である。 以上。

最後に Bochner 蹟分について一注店を加へやう。

定理 5. X が抽象 L 空間ならば， (o)—可測函敷 x(t) に判し， (o)呵秋分

と Bochner の訊味で可積分とは同義にして，雨義に於ける積分値は一致し，

叫t)が可積分のとき，

Iしは(t)I [](dU) = I II x(t) II (](dU) 
R 

が成立つ。

證明。 x(t)を (o)呵積分とする。 X は抽象 L空間なる故， f(x)=II叫 H-

llx-IIは X上の有界線形汎函散である。故に， f(1,x(t) I)= 11 x(t).11が可蹟分と

なることから， x(t)は Bochnerの意味で可積分にして， 1(fは(t)I船(dU))=

しi(lx(t)¥)岬(dU)を書き換へれは，しIx(t) I鱈(dU)[1=jllx(t)~[](dU) となる。
I R 

逆に x(t) を Bo~hner の意味で可積分とすれば，定理 1 により， x(t) は (o)-

可萩分にして，雨義の積分値は一致する。 以上。

辺． 抽象 S空間に於ける (o)積分。

R, 馬，P等は §2に於けると同様に定義されたものとする。

補助定理 1. X を応型“正則”ベクト JV束とするならば， (o)河測函

敷 x(t)がとる値の全骰は，零測度集合上でとる値を除けば， Xの主イデヤJV

に含まれる。

證明。 Sn(t)を x(t)の (o)河測定義列とする。 s,,,(t),n= 1, 2, …のとる値

の全盟は，高々可附番集合を作るから， X の主イデヤ JVに含まれる。従て零
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洞度集合の上でとる伯を除いて， x(t) のとる値闊 X の主イデヤ JV~こ含まれ

る。 以上。

X を抽象 S案/1¥Jとし， x(t)を任衣の (o)呵測函敷とする。補助定理 1に

ょって， x(t)のとる値は，雰測度集合上でとる値を除いて X の主イデヤ JVに

含吉れる。之を X。とし， e全 X。の吼位として， eが恒等的 1となる様に

X。を連績函敷のベクト JV束で同叩表現する。この表現を (Q,e, μ)とする。 e

に閥する特性要素の企骰~の作る完全プーJV代敷に，條件(μ)により典へられ

る訃址函敷を m[氾］とし， m(E)=m[μ(E)] と定める。 x(t)の (o)河測定義列

s,,』(t)を考へ

f!(t, μ)=Jim s,,(t)仰）

と置けは，料 2により， <p(t,p) は炉 X 節—riJ測にして，殆どすべての t に到し，

x(t)ゆ）と s.,,(t)ゆ）は 9上の函敷として翌↓等（証測度 0の集合上を除いて一致

するの應）である。か＼る性質をもつ任意'.rvp, x m-1tJ測函敷 <p(t,p)は化<m-

測度 0の集合を除いて，且jJち， RxQ上で劉等な函数を無視すれは一慈に定

まる。 <p(t,p)を x(t)の R豆 2上に於ける表現函数と呼ぶ。逆に <p(t,p)を

f, X加可測且殆ど到る所打限値をとる RxQ上の函敷とすると送， rp(t,p) を

表現園殷とする (o)-可測函散 x(t)の存在を示さう。このためには，詢節定理

3 (定理 1に引應する部分）により， rp(t,p) が 釘m呵測集合の特性函敷の

場合に澄明すればよい。このとき，

(1) limりI rp(t, p)ー叫t,p) I d((] x m) = 0 
n Rx!2 

なる 1./Jn(t,i1) を， UxEなる形の打限個の和集合の特性函散にとることが出

来る ~1) らは，史に次の條件を潤足するとしてよい。

1 
(2) (]-測貶 の隻合上を除いて，).I rp(t, p) —叫， }1) I m(dU) <~-1 

2n ,Q 4n• 

明かに， <p.,,(t,p) は輩園敷の表現菌数である。 この箪銅敷を s,,、(t) とすれば，

Sn(t) は殆どすべての掴打で (o)喝〔紋する。この (o)—牧紋極限と殆どすべての諧

で一致する函敗を x(t)とすれは， <p(t,p) は x(t)の表現函敷になる。 cp(t, p) 

を表現厠敷とする (oFl'lf祖I]国敷も対等な函敷を無視すklは一意に定まる。之

を纏めて

(1) N. Dunford and B. .T. Pettis, Trans. Amer. Math. Soc. 47 (1940), 336頁，定理 1.3.3,
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補助定理 2. X を抽象 S 空間とすれは， (o)—可洞圏敷と， Rx SJ上殆ど到

る所有限値をとる f,xm—可測函敷とは，対等な函敷を無視すれば，後者［ま前

者の表現函敷として一訂・一蜀應する。

が得られる。

(o)呵測函敷 x(t)州 (o)呵蹟分となる條件を， x(t) の表現圏散 <p(t,p)を使

つて表さう。 x(t)を (o)呵禎分とすれげ， §2の所論から jx(t)P,(dU)ぃと
R 

し<p(t,p)(3(dU)とは互に針等である。即ち始どすべてのPに聾し， L<p(t,p)f,(dU) 

が仔在する。避にj<p(t,p)f1(dU)が殆どすべての Pに封して存在するとする。
R 

<p(t, p)~0 として j x(t)f!(d U) の仔在を示さう。叫t)=x(t)n ne と附けば，
R 

min (<p(t, p), n)は 切(t)の表現函敷である。以t,p)=min (rp(t, t1), n) とする

と， Xn(t)のとる値は (o)ー有界なる故に，

(3) 殆ど到る所 j x,,(t)μ(dUい=j'Pn(t, p){1(d U) 
R R 

となる。従て殆ど到る所，叫t)-->x(t) (o) 及び (o)-limJ I x,,(t.)-x,,i(t)~,q(dU) 
n,m R 

=Oが得られる。即ち x(t) は (o')河積分である。鯰る（こ X の主イデヤ JV

は氏型"lピ則"Frechet束なる故に，前節定理 3により， x(t)n. (o)—可積

分となる。之を纏めて

定理 1. X を抽象 S 空間とすれは， (o)—可測函敗 :l'(t) が (o)ー可萩分なる

ための條件は， x(t)の表現函敷 <p(t,+1)に翌し，殆ど到る所 Iダ'(t,p)(3(dU)か
.R 

存在することである。且このとき，殆ど到る所 Lx(t)f](dUい=L<p(t,p)(3(dU) 

となる。

炉得られる。

今 R.の外に集合 R'を考へ， ST応 9げを R に於ける⑪ぃ B と同じ性質を

もつ， R'の集合族及び測度函敷とし， R と R'の直積を作り，測度 f,,げの

直積を化信＇で表す。 x(t,t') を RxR'上の (0F1-1J測幽敷とすれは，幻(t,t') 

に贅して， Fubiniの定理が成立つ。

定理 2. X を抽象 S 宰間とすれば， (o)—可測筐噂： x(t, t') が RxR' で

(o)—可積分になるための條件は，殆どすべての t に翌し j I x(t, t')噌(dU1)か

存在し，且 J{fは(t,t') Iげ(dU')}f3(dU)か仕在するこ：である。このと巻，
R R' 



となる。
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證明。 x(t, t') の表現函敗を r,p(t,t', l-1) とする。前定理により， x(t,t') の

(o)呵積分と殆ど到る所 Hrp(t, t', ~))d(µXµ') の存在することとは同義である。
R、<R'

故に笠函敷：こ堂jずる Fubiniの定判を使へぼ，本定可が得られる，： 以上。

Y を K笑間， K芦区間， Bochner束， (K"')を溝足するベクト）V束， (K-)を

悩直するベクト）V束の様に，條件(μ)を渭足する K6― 唱 “ 正 則 "Frechet 

束とし， X をその隣大抽象 S宰間とする。リ(t)で Y の値をとる R上の銅

敗を表すと，

補助定理 3. y(t) か (o)—可測なるための條件は， y(t) を X を値域とする

函数と名へて (o)河机I]なることてある。

證鳳 必逝條件であることは明か-cある。 y(t)を X を値域として (o)-可

詞とする。 y(t)二0 としてよい。 y(t)のとる値は雰測度集合上でとる値を除

いて X Cl)主イデヤ）v W(e) (こ含まれる。 CEY としてよい。 y、n(t)=y(t)ハne

と骰くと， yn(t) のとる｛直は (o)-~行界だる故に，補助定Jjl2の證明から， y,,(t)

げ Y を値域とする函敷と杓へて (o)-"rlJ測たることが判る。従て y(t)は (o')-

可測になる 前節定珊 3により y(t) は Y を値城とする函散と考へて (o)-

可測である。

定理 3. リ(t)か (o)河積分なるための條件は， Iy(t) I'/J.¥ X を値域とする

函敷と考へて， (o)呵禎分にして且その (o)—械分が Y の炭素となることで

ある。

慮明。 必呪條件であることは「月かてある。芯 2の所畠により， y(t)こ0の

楊合に慮附す.tlはよい。前柿助定珊と同じ記法を使へは， ynC t)は，そのとる

質料・(o)看界なる故， Y を値域とする困敷と考へて (o)呵栢分であふ定理

1の訂明と同肛こして， y(t) は (o')呵積分，従て (o)呵積分なることが悶咀

される（） 以上。

RxR'で Y を値域とする幽敷を y(t,t')で表すと，

定理 4. (o)珂測疇 y(t,t')に叫，殆どずべての fに判し， fI y(t, tりi
R' 

げ(dU')か{f在し，且し｛し，Iy(t, t') Iげ(dい}(l(dU)が仔在するならは， y(t,t') 
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は (o)河積分にして

J』~(t, t') d ({3 Xげ）＝し{Ly<t.t寵 (dU')}P,(dU) 

證明。 定理 2の證明に準ず。 以上。

定理 5. y を抽象 L 克間とすれば， (o)—可測函敗 y(t, t') が RxR' で (o)-•

可秋分になるための條件は，殆どすべての tに対し jI y(t, t') Iド(dU')が存

在し，且 j{J iy(t,t')l(]'(dU')}(](dU)か仔在する三/1:ある。このとき，
H R1 

ししy(t,t')d(~X (3') =し{Jwy(t, t1)(3'(dU1)} (](dU) 

となる。

證明。 定理 4により，必要條件であることを示せばよい。 y(t,t')を (o)-

可積分とすれは， §3定理 4により， 11y(t, t') II は可精分，従て殆どすべての t

に到して，！『y(t,t')駅(dU')<十 oo となる故に，殆どすべての tvこ劉して，

し，Iy(t, t') I /3';~U') が存在する。定理 2,3 を使つてし｛しI y(t, t') I (J'(dU')} (](dU) 

の存在が判る。 ． 以上。

定理 6. 前定理は， "Xは抽象 L空間である”を "Xは Bochner束で

ある”に懺き換へても成立つ。

證明。 前定理の證明と［百j方針による。 y(t,t') を (o)—可積分とするとき，殆

どすべての tに到し jI y(t, t')濯(dU1)の存在を云へばよい。 fnを Bochner
R' 

束を定義する正汎函敷とすれぼ（第三編第一章 §5),j j f n(! y(t, t') 
疇 I

d(~ 惰）の存在から，殆どすべての tに野し， f厨几(Iy(t, t') !)/1'(dU'), n~ 

1, 2, 3, ... が存在する。これから，殆どすべての tに針し， jI y(t, t')濯(dU')
R' 

の在在が判る。 以上。

上述の所論を例に依つて示さう。 X として， R'上の殆ど致る所有限値を

とる可洞函敷の作る S空間とする。本節の始めの所論に於て 9 を F と考

へることにより， RxR'上で殆ど到る所有限値をとる可測函敗 cp(t,t1)に於て，

cp(t, t')を tを固定して t'の函敷と考へれば，殆どすべての tvこ針して Xの

要素を定める。 x(t)= cp(t, t')と獣けば， x(t)は (o)呵測である。逆に任邸の可

測函敷はか＼る cp(t,t')によって表現される。 x(t)炉 (o)河積分といふこと

と，殆どすべての t'に対し， fcp(t, t')f,(dU) か存在すると云ふことは同彰こ
R 
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して， i出(t)μ(dU)は rp(t, t')f,(dU)に外ならない。 Yを X の部分窄間としし
て，絶封値の r乗 (O<r<+=)か1:tJ積分となる R'上の可測函敷の作る

L、,. 空間とすれは， Yの値をとる (o)呵測圏敷は，上述の <p(t,t')が殆どすべ

ての tに対し Yの要素を表すこと，即ち， JI <p(t, t') I'げ(dU)<+co なる
R' 

ことにより特徴づけられ，このとき (o)呵積分であることは，JI <p(t, t') I屈(dU)

か Yの要素を表すこと，即ち，し{ti<p(t, t') I f,(dU)}冨'(dU;<+ oo なるこ

とと同義にして， (o)—積分は J <p(t, ns(dU)に外ならない。本節の所論は， y
R 

が R'上の有界可測i咽敗の作る M*案鼠］（針等な鼠敗を恒等視する）の場合

を映いでゐる。此虞に於ては， (o)—可測， (o)—可積分の代りに (o')-1:iJ測， (o')ー可積

を若へるならは，上述の所論が成立つことを以下で示さう。 M*空間は L空

尚の共胴 Banach束なることに注衣すれば， Y を箪位をもつ K―空間の共

輛 Banach束としたときを論ずれは，より一般な理論炉得られることが判る。

以下 Yを箪位をもつ K--_空間の共輛 Banach束とする。前編第二章 §1

定埋 1により， Y は蹴位をもつ。 eを Y の箪位とし，表現 (SJ,e, μ)を考へ

ると， 9 上非穆］密集合上を除いて有限値をとる連頼幽散の全開は Y の1廣大

抽象 S寮間であるし之を X で表し，本節始めの記法を闊襲する u y(t) -c y 

の値をとる R上の函敷とする。

定理 1. yを吼位をもつ K--宰間の共輛 Banach束， X をその搬大抽象

S空閲とする。 Yの値をとる R 上の函散 y(t)に罰して

(10) y(t)が (o')呵謁なるための條件は， Xを値域とする函敷と考へて y(t)

か (o)—可測となることである。

(2°) (o')--1-1J測な y(t)か (o')--1:tJ積分なるための條件は， X を値域とする函

敷と杓へて Iy(t) I が (0)--1:tJ積分且その (o)—積分が Y に属することである。

このとき積分の値は一致する。

證明。 上述の記法を使って證明する。

(10) 必要條件であることは明かである。故に充分條件であることを示すc

y(t)を X を値域として (o)呵測とする。 y(t) の (ci)呵測定義列 s,,(t)を考．

へる。 y(t)のとる値か Yに於てオ［界，叩ち Iy(t) Iこy。なる YoEYか仔在

するならは， Is.,,(t) I~Y。としてよい。従て y(t) は Y を値域として (o)—可測

になる e 一般の場合を證明するには y(t)~0 としてよい。 Yn(t)=y(t)nne
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と置けば， Yn(t) は Y を値域として (o)ー可測，従て y(t) は (o')—可測になる。

(20) 必要條件であることは明かであるから，充分條件なることを示す。

I y(t) I~Y。なる YoE Y が存在せば，その (o)—積分定義列 s.,,.(t) は I s,,,(t) I~y。

を満足する様にとることが出来るから， y(t)は Y と値城として (o)-1:tJ秋分に

して積分の値は一致する。一般の場合を證明するには， y(t)~0 としてよい。

叫 t)=y(t)nne と懺くと， Yn(t) は Y を値域として (o)—可精分なる故， y(t)

は Y を値域として， y,,(t) を (o')—積分定義列とする (o')—可積分函敷なること

が容易に判る。 以上。

今 Y を箪位をもつ K--空間 Z の共輛 Banacl~ 束とする。 y(t)は任衣の

2 に到し y(t)(z) が可測ならば，汎函数として弱可測であると云ひ，また

y(t) (z)が可積分ならば， y(t)は，汎函数として弱可積分であると云ふ。

定理 8. y に就て前定理と同じ｛段定のもとに， (o')—可測函敷 y(t) が (o')

可積分なるための條件は， Iy(t) Iが汎函敷として易が可積分なることである。

證明。 必要條件であることは明かなる故に，充分條件であることを示す。

I y(t) I の (o')—可積分なることを示せば充分であるから， y(t)~b として證明

を進めてよい。 Yn(t)=y(t)nne とすれば， Jyn(t)J~ne なる故に，叫t) は

(o)河積分である。瓦=j y,.(t)f,(dU) と置くと， O~zEZ に対し， IimFn(z)=
R 

li;;1 j R叫 t)(z)岬(dU)=ty(t)(z)紹(dU)なる故に， Fn→F (o)なる FEYがイf

在し， F(z)~j y(t)(z.)船(dU)となる。これから Yn(t)が y(t)の (o')ー積分定義
R 

列なることが容易に判る。故に y(t) は (o')—可積分である。 以上。

定理 9. Zが可分ならば， Y の値をとる函敷 y(t) に到して， (o')河測と

汎函敷として弱可測とは同義である。

證明。 y(t) が (o')呵測ならば，汎函敷として・易が可測なることは， (o')—可測

の定義から容易に判る。今 y(t)を汎函敷として易が可測とする。 z。を Zの箪

位とし， Y の表現 (SJ,e, p)に於て叩(E)= p(E) (z0)とすれば， Y の要素の表

現函敷は伽可槙分である。加可蹟分函敷の全儒の作る L空間を Y1とし，

Yの要素とその表現函敷を恒等視して， Y を Y1に埋蔵する。 z。に闘して

有界な要素の全謄は， Y の共範ベクト JV束を作る。 Z が可分なることから，

加可測集合は飢に閥して可分となることが容易に云へるから， Y1Iま可分で

ある。故に y(t)は Y1を値域とすゐ函敷と考へて， Bochnerの意味で可測と
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なる。従て y(t)は X を値域とする園敷と考へて (o)呵測となる故に，定理

7 を使って， y(t) は Y を値域とする函散と若へて (o')—可測になる。以上。

本定理により， R'の川訊I]集合がげに闊して可分のとき， R'上の有界可測

訊敷の作る M* 外：間を値域とする R 上の扇敷に訂しては， (o')—可測と汎函敗

として蒻可調とはj,iJ義になる。

. ~5. 測度函数が無限大値をとり得る場合。

以上の所倫に於ては，記述を［畠箪にするため， f](R)< + ooとした。ド(R)=

十 oo となり得る場合を考へやう。即ち {3(U) は， ~R の完全加法的非負宜集

合幽敗にして，十 00たる値もとり得るとする。 0< f,(U) < + oo なる Uc:~R

のイf在を似定する C か＼ると苔，けを R の測度函数と呼ぶ,. X を完全ベク

トJVとするとき， R上殆どすべての開布で定義された， X を値域とする函敷を

; r(t) で表す。 x(t) のとる値い1f限個，例へば， a1,a2, ... , a,. にして，各

(t; x(t)=叫， J・=l,2, … kが出に属し， aj干 0 のと苔， r,((t;x(t)=叫）

<+co ならは， x(t)は単函数であると去び，一般に s(t)で表す。 このとき，

J' RS(t)馴(dU)=~p,((t; s(t)=a1))もと定めん但し妬=O のとぎ， p,((t;s(t) 

=a1))a1=0 と定める。 x(t)が輩醐敗列 s,,(t)の殆どすべての應訳で (o)敗倣極

限となるとき， x(t)は（叶可測：あると云ひ＇，特に LISn(t)-s,.,,(t) I 19(d U)→ 0 (o) 

(m, n・->十00)なる様に Sn(t)をとり得るとき， x(t).は (o)—可積分であると云

ぴ， (o)-lim¥ s、n(t)ド(dU)をその R 上に於ける (o)積分と云ふ。 (o')積分に就
.R 

いても同様に定及する。前節までの所論は，この新に定義した (o)—積分， (o')-

積分等にlJし，抵販すること炉出来る（ ？孔に同椋な芯論を繰這ずに過ぎない

から省略する。 こ札涼の滋論が本質的には R の謁度が有限の易合に麟辻ら

れることは次の様にすれは明かである。 (o)—積分の定義から明かな様に，一般

の場合は本質的には R が詞度髯有限な高々可附心個の可測集合の和となる

場合に蹄せられる。 R=区凡， R"Rm=O (n =l= m) R店 StR, n= l, 2, ... 且

,A(R』<+oo とする。 lE敷列｝、,,n=l, 2, 3, …を主ば(R")<+co なる様

にとり，灼(U)=~?."f,(RnU), UE馬と置けば，仰cu)は，出の完全加法的

測度にして，仰(R)<十ooである。 Bの代りに向を使ふことにより，本質的

には， R の測度がm:rしなるときに紬着せしめられる。次衆以下に於ても，所

論を簡単にするため，主として [3(R)< + ooのと送に限る。
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第二章 Radon-Nikodym 型定理

各1. Banach空間に於ける Radon-Nikoydm型定理。

本章に於ては， R,~ 几 0は前章第二節に於て定義せられたと詞じ紅味を

もつものとする。先づ X を Banach空間とし， F(U)を X を値域とする

馬上で定義せられた完全加法的集合刷敷とする。 U=区 Ui,U,Ui=O (i=tj), 

UiE~ なるあらゆる U の分割に封し，区IIF(Ui) IIの上端を U上に於ける

F(U) の全強麦動と云ひ， varII FIi で表すo var II FIi < + oo ならば， F(U)
R 

は有界強愛動であると云ふ。このとき， varII Fil は完全加法的集合歯敷であ

る。今 F(U)として， Bochner不定積分uj'x(t)fl(dU) をとるならば， よく

知られてゐるやうに， var11 FIi = r II x(t) II f1(d;) となる ~1) 任意の完全加法的
u 

集合函敷 F(U) に対し， fl(Un)→0のとき， F(U、,J→0 (1.ifti)<2>となること

と， f,(U)=O のとき， F(U)=O となることとは同義である ~3> {1(Un)→ 0 の

とき， F(Un)→ 0 (弧）を滴足する F(U)は， 0に閥して絶封強連績である

と云はう。 F(U)か 0に閥する Bochner不定積分ならば，上述から明かな

る様に， F(U)は有界強菱動且ドに閥して絶翌抄距連績な完全加法的集合函敷

である。逆にか＼る性質をもつ F(,U)が如何なる制限のもとに Bochner不

定積分になるかに就いては，未だ充分研究されてゐない間題である。これに

蜀する充分條件として次の定理が成立つ。

定理 1. F(U)を有界弧菱動且 0に閥して絶羹↓強連禎な完全加法的集合

函敷とする。次の條件 (1o), (2o) (3o)の何れかが成立つとき， F(U)は X を

値域とする Bochner の謡味でドに閥して-r:tJ19JJな函敷の不定 Bochner禎分

である。

(1°) X は可分共艇 Banach空間である。

(2o) (F(U) . U叩）(4) 

(l(U) 
は制限的列的弱コムパクトである c

(3°) X は局所列的弱コムパクトである（

(1) 小笠原藤次郎： 本紀要 6 (昭 11)52貞．

(2) II F(Un) II→ 0 (n→ 十⑳）の意Q

(3) K. Kunisawa: 學士院紀事。 16(昭 15),68 72. 

F(U) 
(4) 0(U)=Oならば， — =0 と定める，

0(U) 
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誼「lfl。 (1") N. Dunford-B. J. Pettisにより證明された定珂から炉

(2") けに講して11J禎分な宜園散 <p(t) の作る L 索間 L(R) を考へる。

Tep=¥ rp(t)F(dU)に依つて定義さiいる L(R)から X への雙換 Tは弱完全
.R 

連禎作JH素叫こなるから， Tのとる値は可分集合を作る¥,3)従て (F(U);UE馬）

!:、国分集合となる故に R.S. Phillipsの定理により， F(U)は Bochner不定

杭分である。

(3(') a(U) = var II Fil と置けば，（
'F(U) 

u 
—ーグ(u1―; U叫） は制限的列的弱コムパ

クトである。故に (20)により， F(U) は (J に闊する Bochner 不定積分

F(U)=)叫t)a(dU) となる。賓集合函敷に閥する Radon-Nikodymの定理
u 

により a(U)=J r.p(t)(!(dU)なる宜可槙分函応(t)が存在する。化(t)= rp(t)xi(t) 

と骰けば， F(U~=j x(t),B(dU)となる。
u 

(30) の場合の別證明。 /1に閥して可積分な賓函敗の作る L空間を L(R)

で表すと， Radon-Nikodym の定理を使つて， JEX に蜀し， JF((U))= 

J r.p(t)岬(dU)なる <pE: L(R)炉定まる。 X は局所列的弱コムパクトなる故 X

も局所列的弱コムパクトである ~4) また llfll~l のとき， l.t(F(U)): ~vtrliFil 

となるから，足喚町=r.p は X の『fi位球を L(R) の (o)—有界集合に移す。故

に後に證明する定狸によつて<5>Xの打1位球の Tによる像は制限的コムパク

トになる。従て('{;Tf=r.p, JEX) は可分集合となるから， Bに閥して可分

な馬の部分 Borel 放 ~I がイf在し，上述の r.p(t) は甜に闊して可測とし

てよい。 (F(U);U沢）の販る可分部分 Banach喀間を X0 とすれば， X。

は局所列的弱コムパクトなる故 X。は正具lj Banach 索間である c Dunford-

Pettis<6)の誼明鋲に従へば， U国に対して F(U)=J x(t)f](dU) (Bochner 

蹟分）と書ける。任謡の U心に劉し F(U)=j x(t);dU)なることを示せ
u 

よよい。 U国（こ対しい(x(t))/3(dU)= f (F(U)) = j~(t) f3(dU)から， (t;

(1) N. Dunfo叫 B.J. Pettis: Trans. Amer. Math. Soc. 47 (1940), 323-392. 定哩 2.1.0. 

(2) (Tぶ； l!xd三1,xeL(R)が龍限!'l'J列的弱コムペクトになる意，

(3) 第五編第二卒 §2定］用 7.

(4) V. Gantmachcr and V. Smulian : C. R. U. R. S. S. 17 (1937), 91-94定碑 3.

(5) 第五編策ー罪 §1定理 4.

(6) N. Dunford and B. J. Pettis: 削掲定迎 2.1.o. 
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f(x(t))キcp(t))は雰測度集合を作る。故に任意のい叩に対して f(F(U、)）

＝し<p(t)邸(dU)=い（①(t)f,(dU)) = !(し叫t)岬(dU))から， F(U)=j幻(t)f,(dU)が
u 

得られる。 以上。

Banach宰間が Dunford-Morseの訊味の某底をもつ，即ち，区）氾心はその

部分和が打界のときに限り強収飲する女町ぎ某底｛叫｝をもつ場合は本応J-州(10)

の特例である炉

答2. ベクトル束に於ける Radon-Nikodym型定理。

X を完全ベクト炉束とし， F(U)を Xを値域とする翫上の加法的集合

函敷とする。 (F(U);UE 出）か (o)—有界のとき， F(U) は (o)—有界であると

云ふ。また {i(Un)→0 のとき， F(Un)→0 (o) となるとき， F(U)は絶封

0蓮績であると云ふ。尻(U),FiU) に判して，半順序 F1~F2 をすべての

U E.5rnに対して尻(U)こ凡(U)のときと定める。

補助定理 1. Xが Ki型“正則”ベクト JV束ならは， (o)-1{昇，紹厨 (o)-

連積加法的集合函敷の全盟は，完全ベクト JV束を作る。更に X鰐＇礼位 eをも

つならは，任窯の絶封 (o)—連韻正加法的集合幽敷 F(U) に列し， F=V(Fn

n{3e)となる。

證明。 F(U) を (o)—有界，絶射 (o)ー連績加法的集合国敗とすれば， X の

“正則"性から正要素 aEXが存在し，正敷 c に対し正敷 0が定まり，

f!(U)~a のと苔， IF(U)l~c:a となる。 F の正部分を F十とすれは，明か

にド(U)~a のとき I れ(U) I 三 c:a となり瓦は絶対 (o)—連絨である。従て

絶対 (o)—遮績加法的集合幽敷の全閏はベクト JV束を作る。 これか冗全ベクト

JV束であることは容易に判る。火に Fこ0とし， X は箪位 eをもつとする。

eを恒等的に 1にするやぅ X をその表現フ｀ーJV空間 9上の連績函敷のベ

クト JV束で同型表現し， xe:Xの表現函数を知）で表すと， a。1)<+00 なる

盟~p に於ては F(U)いは非負賓完全加法的集合函散且ドに閥して絶対連績

である。第一種集合 (Uに依存する）上を除いて (Fn n11e) (U)⑪）は， F(U)ゆ）

と n(3(U) との加法的集合函数としてのF鵡になる。従て宜集合1釘数に月す

る定珊を使へば，第一種集合 (Uに依存する）上を除いて F(U)<v>= lim (Fヘ

n19e)(U¥11>. 故に F= 〗 (Fn n11e). 以上，〕

(1) L. Alaoglu: Annals of Math. 41 (1940) 252-267, 定狸 2:2. 
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補助定理 2. Xが非本義的公理(llを滴足する“正貝IJ"ベクト JV束ならば，

絶翌」 (o)笠絨，加法的集合函散 F(U) は (o)—有界である。

證明。 F(U) は (o)ー有界でないとすれば， X が非本義的公理を滴足する

ベクト炉束なる故，ド(Un)->〇且 (F(U,,);n=l, 2, 3, ...)が (o)有界でない

u几 E如， n=l,2, 3, … jJ噌在する。然るに F(U) は紐蜀 (o)這級なる故，

F(Un)->O (o)となり， (F(Un);n=l, 2, 3, ...)は (o)有界となる。従て矛盾

が起る。 以上。

補助定理 3. X か條件 (µ)<2) を濶足するベクト JV束ならば， (o)—有界，絡

対 (o)—連瑣，加法的集合貼敗の全謄は，完全ベクト JV束を作る。要に X が

箪位 c をもつならば，任窪の紐蜀 (o)—連禎正加法的集合函敷 F(U) に罰し，

F= V(FnnPe)となる c

改明。 F(U) を (o)—打界，紐翌J・ (o)—連績JJn法的集合幽数とすれば， IF(U) I 

三cなる CEXヵ噌在する。 Cに隅して打界な X の要素の全儒を Xe.とす

れば， X,を正規部分空側とする抽象 L空間の存在か判る。之を Y とすれ

は， Yは氏型“正則”ベクト JV末なる故，計場り定判 1を使つ---CFの正

部分凡も紐対 (o)—連望な X を値域とする集合園敗なることが判る。本補

助定理の残りの部分も補助定理 1と同様にして證明される。 以上。

集介函敷 F(U)はすべての UE.st に打し IF(U) ! 三P(U)a なる正速素

叩 Xか{f.在するとき， Lipschitz條件を滴足するといひ，か＼る aの下端

を Lipschitz常数 (abstractconstant)と呼ぶ。

定理 1. Xか條件(μ)を悩i足する完全ベクト JV束ならば， Lipschitz條件

を沿足する任慈の加法的集合幽敷 F(U) は不定 (o)—積分である。

泣叫。 aを F(U) の Lipschitz常敷とし， aに蒻して1砂やな X の要素

の全料団を X とする。 Xuを冗規部分空間として罪蔵する抽象 L 空間が存在

する。之を Y とすれば， F(U) は， Y を値域とする集合繭敷と考へると，

(F(U) ¥ - --; u心） iまii叫限的列的弱コムパクトとなる故，前節定理 1により
1S(U) 

F(U) は Bochner 不定債分 i 幻(t)1S(dU) となる。幻(t) はげ(t)j~a として
ょいから，幻(t)は X に於て(:)呵測となり， i叫t)P,(dU)はその不定 (o)-

[I 

精分と一致する。 以上。

(1) L. Kantorovitch: Recueil Math., 44 (1937), 121-165. §5. 

(2) 第豆編佑二章 §4参照。
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今 X を條件(μ)を油足する完全ベクト JV束とし， F(U)を (0)-'{i-界，絶

翌 (o)蓮績，加法的集合国敗とする。 F(U) は (o)—有界であるから，すべて

の UE馬に腑し， IF(U) I;;'.; aなる正要素 aか存在する。 F のj£部分瓦

を考へ，凡=F+nn(]a と置くと， 定理1により， F,,(U)=I心(t)f,(dU),
亀 U

0~ 叫t)~a なる (o)河詞集合以t) が仔在する c Xn(t)~Xn+i(t), n= 1, 2, 3, 

．．．としてよい。

(1) 殆どすべての、贋t--c X+(t) = (o)-lim叫t)

なるいt) の{f在が保證される場合には， F卜(U)=t:(o)-l~m Fn(U)= Lx+(t)船(dU)
となり， 刀(U) は (o')—不定杭分になる。故に (1) か保證される場合を調べ

ることにより，次の諧定理を得る。

定理 2. Xか抽象 S空間或は Bochner束の場合には， F(U)が不定 (o)-

槙分なるための條件は， F(U) が (o)屯界，絶賛 (o)逮績，加法的集合函敷

となることである。

證明。 必要條件であることは前章所論から自明。 F(U)を (o)-:1J界，絶対

(o)ー連績，加法的集合函敷とすれば， IF(U)I~a なる正要ぷ a が存在する。

a に闘して有界な要素の全懇を正規部分空間として含む抽象 L 主！且JYを

X の部分空間と考へることが出来る。 F(U)を Yを値域とする集合函敗と

考へる。 a(U)=varli瓦 II と置くと'G(U)=IIり(U)!i. a(U) = j cp(t){1(dU)な
u 

る賓可積分函敷 <p(t)が存在する。上謡の記法を踏喪して (1)か成立するこ

とを示す。 O;;::;Fn(U)三『(U)から， IIFn(U)li= jい (t)llf,(dU)こl瓦 (U)11=

j p(t)f,(dU)となる故，始どずべての黒訳でに(t)11戸<p(t)となる。故に Kデ

間の性質(1) からか＼る期 t では，｛心(t)} ば (o)—牧倣する。これから， F+(U)

は不定 (o')ー槙分，従て不定 (o)—積分となる。 F-(U) についても詞様であるか

ら， F(U) は不定 (o)—積分である。 以上。

定理 3. X が抽象 L雰間ならば，次の命遁は互に詞義である c,

(1°) F(U)は不定 Bochner積分である。

(2°) F(U)は不定 (o)一積分である。

(3°) F(U) は絶判 (o)—連韻，加法的集合函敷でおる。

(1) 第三編第二章 §2條件 (K).
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．證明。前定理證町参照 以上。

定理 4. X 炉 k—空間ならば， F(U) が不定 Bochner 積分なるための條

件は， F(U) が打界強腿動，絶針 (o)ー連績，加法的集合函敷となることであ

る。

證明 定理 3の證明参照。 以上。

本定聰からも， Banach空間として疋且りな Banach束に於ては，布界強雙

動，絶賢弧連禎，加法的集合に常に絶翌J(o)ー遮績なることが知られる。

定理 5. X ヵ;K-空間ならば， F(U)が不定 (o)精分なるための條件は，

F(U) が絶到 (o)—連禎な加法的集合函敷にして，且任意の正敷 e に到し高々

測度 eの集合を除いた R の部分集合上で F(U)か打界強襲動となること

である。

譲明。 F(U)を不定 (o)萩分 jx(t){f(dU) とすれば，正敷 e に対し，

fi((t; II :T(t) II>入）） <e なる入をとり， R'=(t;I心(t)II~ 入）と骰くと， Vf~IIFII

三枡(Rりとなる。これから必要條件であることの證明炉容易に得られる。充

分であることの證明は，定理 2 Cl)謳叫法に準じて行へはよい。 以上。

例 1. R_ として閉阪間 [O,1] をとり，⑭ を Lebesgue―r:iJ測集合， Pを

Lebesgue測度函敷とする。 X を列空間 (lりとし，｛知}, i,.i=l, 2, 3, ... を

i-1 X の正要素からなる完全正規直交系とし，蹴函敗 s,i(t)を， 、、 ~t<-
i 

2n 2n 

(i=l, 2, …2n)のとき Sn(t)=x,,i,及び S、,(1)= 0と定める。 F(U)=可Sn(t)dt
l U 

と骰くと， F(U) は絶封 (o)ー述紹，疋加法的集合函敷になるが，不定 (o)—積

分でないことは容易に知られる。

次に X を可分 K--空間 Z の共艇 Banach束とし， F(U) を X を値域

とする有界強襲動な加法的集合函敷とする。すべての ZEZに贅し， F(U)(z)

が絶到連績のとき， F(U)は汎函数として絶討弱連績であると云ふ。

定理 6. X を，可分 K--空間の共腕 Banach束とし， F(U)を， X を値

域とする有界弧髪動な加法的集合函敷とする。次の命題は互に同義である。

(1") F(U)は汎函敷として絡判弱連績である。

(2') F(U)は絶翌強連績である。

(3°) F(U)は絶判 (o)ー連禎である。

(4°) Jl~ 函散として弱可測幽敗 x(t)が＃在し， ZEZに判し， F(U)(z)= 
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) ux(t)(z){J(dU), vtr 11 FIi =) JI x(t) 11 f,(dU)となる。

(5°) F(U) は不定 (o')—積分である。

證明。 (lo), (2o), (4o)の同義は，本質的には， Dunford-Pettisが證明したり

(40)→ (50)前章 §4定理 9により x(t)は (o')呵測である。 11zll三1のと

き， lI x(t) I (z) i~II x(t) IIなる故， Ix(t) Iは汎函敷として弱可積分，従て前湘

§4 定理 8 により， F(U) は不定 (o')—蹟分である。

(5°)->-(3°)-> (1°) f;;J: 自明。 以上。

§3. 不定 (o)・積分と (o)-微分。

前章例 1に於ける様に R を閉甑間 [O,1], f, を Lebesgue 測度函敷とす

る。今 X を條件(μ)を滴足する完全ベクト JV束とし， F(U) を (o)-:ff界，

絶翌 (o)ー連績，加法的集合函敷とし， X の横大抽象 S 空間を Y とする。

IF(U)I三aなる正要索 aEX が存在する。 F(U) は (o)屯界，絶対 (o)—連

績なる故， Yに於ける主イデヤ JV 別(a)を考へると， eE別(a) なる正要索 e

が存在し，正散 e に封し，正敷 0 が定まり， p(U)~a のとき, IF(U)l;See 

となる。向 eを a三eなる様に選ぶ。故に別(e)=別(a)となる。 eを恒等的

1とする様， fil(e)を表現フ‘ーJV空間 i』の連績函敷のベクト JV束で同咽表現

し， y違 (e)の表現函敷を Yo1>で表し，條件(μ)により，！』に導入される測

度函敷を m(E) とすれば， E が零測度集合であることと第一種集合である

こととは同義である。

今 g(t)=F([O,t])と潰き， g(t)の tに閥する徴分に就いて考べやう。 t<O

のとき g(t)=O, t>l のと g(t)=g(l) と定義する。 g(t)(¥1) は (t,p) の連

績函敷になる。 tE[O, 1]に針し， qJ(t,p)=lli五g(t+h)(¥1)-g(t)り）
, p(t, p) = 

｝し->0

lim flit+h)o,_l-_g(t)げ）と置くと， ).1を固定すれば， g(t)げ）は絶罰連績函敷であ
h->o・h 

るから，殆どすべての開ttで g(t)(p)は可徽分，従て qJ(t,p) = p(t,).1). [O, 1]と

JJの積空間を考へると， qJ(t,p) * p(t, p)なる (t,p)は印 xm測度 0の集合

を作る。故に殆どすべての tに到し，第一種集合 (tの値に依存する）上を除

g(t+h)-g(t) いて， qJ(t,p) =外t,p), 即ち殆どすべでの tに封し，＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿ ーは， h->0
h 

のとき Y の一要素に (o)—牧欽する。然るに F(U) は Y に於て不定 (o)—積

(1) N. Dunford and B. J. Pettis: 前掲，定理 2.1.0.尚前章 §4定理 9参椛．
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分 jy(t)dt なる故，中(t,μ)を y(t)の(JX m 可測な表現歯敷とすれは， !J
[J 

の第一種集合上を除いて， g(t)=『中(t,1-1) dtなる故，これからい m 測度。

の集合を除いて ~(t, 1-1)=p(t, l-1)=中(t,1-1) となることが判る。故に殆どすべて

の既で (o)-limg(t+h)っa(t)-=y(t) なることか判る。此虞に注謡すべきこと
h->0 h 

は， (o)-lim は Y に於ける (o)—栢限を窪味するもので， X に於てではたい。
h->0 

y(t)の性質を尚少しく調べる。 [O,1]の任怠の分割 O=t。<t1<…＜ね=1

” に訂し， :sI g(ti)-a(ti-1) l 三 varF なる故， g(t) は有界 (o)—襲動である。また

゜
、 K

内黙を共有しない甑間 [ti.,t~J, • • • [tik, 伍］の長さの和 ~I ti.-tいが 0に牧
J~l J 

k 

飲するとぎ，区 Ig(t1)-g(tし） 1→ 0 (o)となる。一敗にか＼る性質をもつ g(t)
i~l 

は絶翌す (o)-連績であると去ふ。 g(t)を任登の有界 (o)-襲動，絶賛 (o)ー連績な

函数とすjしば，第五絹で高明する様に， F([O,t])三g(t)-g(o) なる (o)—有界，絶

野 (o)這讐加法的比合両敷 F(U) が一衣に定きる ~1)

定理 1. Xを條件(μ)を閥足する完全ベクト）V束とする。 [O,1]上の (o)-

可測函敷幻(t)が (o)-nJ釈分のとき， g(t)= J x(t)clt とすれば，殆どすべての

勁に於て， g(t)は， X の搬大抽象 S寮間に於て， x(t)に (o)河徴分である。

忍明。 _I: 述の所論から。但し (o)—可徽分とは， (o)-lim , 
q(t+h)-g(t) 

か存
h->0 h 

在することを云ふ。

例 1. X = (l2)とし，正奨素よりなる完全正規直交系 {x,:;},(i,j=l, 2, 3, ...) 

i-1 i 1 
を 考 へ ふ吼函殷叫t)を， 一 ~t<--+ ーのとぎ， Sn(t)=2"Xni,(i=l, 

zn 2" z2n 

2, …zn), その他の tに贅して Sn(t)=0 と定める。 bSn(t) は殆どすべての
n 

『れで牧倣する。之を x(t) とすれは， ~s;(t) が (o)紋分定義列となり， x(t) は

(o)河棋分である。このとぎ g(t)=『:(t)dt はすべての位1『tで1罰可徽分でな

いことが示される。

第三章ペクトル値集合函数の積分

§1. VP(X), 1 <p  <+  co 

rを却本集合， IJJ,を I'の或部分集合からなる寮集合を含む乗法的集介族

．
 

(1) 策冗帽第二章 §1定理 4の證明巾に，これに就いての證明の概略が記されてゐる。
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とする。此虞に乗法的とは， ff立の Ui,U2E 9)しと共に U1U2砂）しとなる窪

である。互に素な w,の要素からなる '.mの祁分集合⑦ は，区U=F(I)と
Uc'.!l 

き， r の分割と云ひ， UE~ なる U砂R を分割⑤ の要素と云ふ口分割

::D, ~/に毀し，分割 (UU'; u E ::D, U'E SD')をSD:3:i'で表し，また任謡(/)u砂）｝

に到し， (UU1;U'E ::Dりを SD'Uで表す。 SD='.J)SD'(J)とき，⑤ は '.J)'の細分

割と云ひ，之を S3:i~SD' で表す u /'には次の條件を洲足する分割系 {'!l}が

ィ'f.在すると｛艮定する。

(i) 互に素な U,:E叫 i=l,2, ... n に封し，.u迂 '.J),i=l, 2, ... n たる

叩 {SD}が仔在する。

(ii) 'Il1, 岱狂 {'.J)}ならば， 0心2E{SD} 

(iii) 任意の UE l_m, 及び '!lE{SD}に蜀し， SDUは1『限個の 9)1の要素

からなる。

以下分割と云へは {'!l}に属するものと考へる。

乗法的集合族 w,及び分割系 {::D}の例として

例 1. 叩を Borel族， {'.J)}を rを打限個の互に素な研の要素に分け

る分割の全盟とする。

例 2. I'=::E几（几は互に素）とし， :3:i={I:Jなる S3:iE{SD}是存在し， r(l

に含まれる部の要素は Borel族を作る。

例 3. rを有限或は無限憚間，洲を半閉l載間（一定の向きが閉ぢた）の集

合とし， rを打限個の IJJ,の要素に分けるあらゆる分割の全盟を{'.})}とす

る。

有限個の互に素な miの要索の集合を一般に 4 で表し， U'EIJJ1 に到し，

(UU'; UEil)を i.lU'で表す。 ii,ii'に到し， (UU';U心 1,U'叫＇）をばで表

し， ,12 ilil'のとき， JこJ と害<。

叩を定義域とし，ベクト JV束を値域とする集合函敷 E(U)はE(U)=bE(U')
Ue'.3JU 

00 

を滴足するとき，加法的であると云ひ， U=区U,,,U.,,U111=0 (n°[ m)のとき，
1 

00 

E(U);=江 (U,し） ((o)敗欽で）のとき，完全加法的であると云ふ。以下ド(U)を
1 

完全加法的非負賓集合函敷とする。

X を完全ベクト）ン束とし， pを 1より大な任滋の正敷， p'をその共輛数，

即ち， A+¥=1によつて定まる正敗とする（、今 X心 X, i=l, 2, ... n とし，
p p 
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1予敷¢ を区LE叶v'=l を濶足する限りに於て任舷に選ぶとき，ごc西の上

端を（区 1ふド）p と定義する。 X を値域とする加法的集合函敷 E(U)に対し．

ぽ(U)Ip p― 

定義 1. あらゆる」に濁し，・｛区—- ~ ueJ f,(U)v-1 } が (d)宥界のとき，その上

端を｛［冑悶~-}¾ 又は N(i;)(abstract normと云ふ）と記し， E(U)は

(p)可積分であると云ぴ， EEい (X)と壽く。

゜但し f,(U)=Oのとき，ど(U)=O を満足するとし の形のものは 0 と
'0 

定める。

X に猥位が仔在し， これを積箪位とする様！ビ(U)¥Pがすべての U砂Rに

到し定義され，

定羞 2. あらゆる」に賛し，区
I i;(U) ¥P 

Ued f](U)P-l 
が (o)—有界のとき，その上端を

＼ぽ(dU)Iv 
. r (l(dU)P-1 

で表し，ど€い(X)と壽く。

定理 1. /; E VP(X) に対し，ミ(U)~0, U e 9Jc のとき，ど ~o と定めると，

い (X)は完全ベクト J噂を作る。

證明。 ら，匂Eい (X)とする。釘＋らは伯+E2)(U)=合(U)+どiU) で定め

られてゐるが，

{ I Ei(U)+む(U)Iv } 品一りcurた 1---}~{母捻悶］］：｝三＋｛母え腐2~11}三 N(t;\)+N(え）
から，ど1十匂€い(X) 且 N(釘＋匂 ;S N(E1)+N(2). また入を任衣の買敷とす

れば，）ぷEV1'(X), N(), ふ）=I入IN(ら）なることも容易に示される。 EEvv(X) 

の正部分ど＋に別し，

1 

｛し吝~J(U')¥1' ; Iど(U')iP ¼ --韮(U)1'~}~{晶咋(U')v--1}

なる閥係を使へば， N(E+)~N(E) となり，已€ い (X). 尚 N(E)=N(IE ¥)も

成立つ。但し IEI Iまと卜+E_を表す（ い (X)が完全ベクト JV束であること

も容易に判ふ 以上。

定理 2. VJ)(X)に於て次の (1)-(5)が成立つ。

(1) N(E)~O, E=Oのときに限り N(E)=O
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(2) N(釘＋ち）三N(ど1)+N_(c:2), N(店）=IハN(ど），但し入は宜散。

(3) I勺I<互ならば， N(E1)< N(ら）， N(E)=N(]c: ]). 

(4) 乞↓0ならば， N(匂）↓ 0. 

(5) 0~ 恥戸ご..., N(ら）が (o)—有界のとき， Vどれがイf在する。
證明。 (1)は定義 1から明か。 (2)及び (3)の後半は定理 1の證明中で

述べた。 (3) の前半に就いては， 0:::::;勺＜令の場合を證明すればよい。 X

の表現フ''-;v空間を 9 とし， X を ,52上の連績函散のベクト JV束で同型表

現し， XEXの表現函敗を知）で表す。 j』の第一種集合 P を除いて，

N(ら）w>={し冒似i_vy pdJ-P, i=l, 2. 

斯様な Pに於て，瓦(U)=EiU)n,>と買くと，・瓦(U)は不定積分 f~(t)(J(dU) 
1 L 

の形に書かれ， N(Ei)m={Jfit)喧(dU)}p となる。此慮に f;(t)は 四 を 含

む Borel族に闘して可測な幽散で， Pはこの Borel族上の完全加法的集合函

敷 (+co値をもとる）に搬大して宜幽敷の積分を定義するものとする。釘＜ど2

のため，或 UE叩に封し，ら(U)< Ez(U) となる故， !J の或聞集合 0 で

醐）(i>)<ら(U)<μ>となる。故に tJe:0-Pのとき，iぶ(t)喰(dU)< flt)喝(dU).t 
これから N(E1)こN(危）が判る。 (4)に就いては， (3)と同様の記法を使ふと，

!Jの第一種集合上を除いて， En(U)<v>↓0が云へる。従て第一種集合上を除い

て，殆どすべての tに対し (pに依有する） fit)→ 0 となるから， N(E.,i)↓0

が云へる。 (5)に就いては， E(U)=VE几(U)と骰けば，定義 1から丘 Vv(X)

が容易に判る。 以上。

定理。 い(X)に於て，釘ハ匂=0 ならば， N(名＋匂）={N(名）P+N(研 }v

が成立つ。

證明。 前定理 (3)の記法を便ふ。 g の第一種集合 P上を除いて，ら(U)⑪）

は完全加法的集合函敷である。名ハ匂=Oから， P を， pE!J-Pに対し，集合

函敷として釘(U)ゆ）とら(U)ゆ）の下端が 0となる様にとることが出来る。
_!_ 

従て殆ど到る所 fi(t)丘(t)=Oとなり， N(ら＋ち）(iJ)={f (frCt)+ fz(t))陥(dU)}v

{f f }J = /1(0喧(dU)+ fit}VfJ(dU) = {N(ら）恥+N(ど』}1-; となる。 故に
r 

N(釘十合）={N(勺)V+N(品）中を得る。 以上。
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定理 4. X が K6(K")型“正則”ならば， VP(X) もK;;(K5)型‘‘正則”

である。

證明。 定理 2を使へは，本定理は更に一般な次の定理から従ふ。

• 以し

定理 5. X をベクトだ束， Z を K;;(K6)型“正則”ベクトだ束とし， X

の各嬰素 X に Zの値をとる日が定義され

(1°) Ix 12: o. x=Oのときに限り 1幻l=O

(2°) lx1+的I;;;;I叫+I叫， l入xl=Ii! !lxl 入は宜敷

(3°) Iい くl叫ならは， l巧l<lx2I

(4°) Xn↓ 0ならば， 1心1↓0 

(5°) 0~ 功三む；；；；．．．，且 1叫lが (o)ー有界たらば V叫が仔在する。

を消足するならば， X は K-;:(Ks)型‘‘正則”ベクト JV束である。

詔明。 (20), (30)から容易に !xl=llxll加云へる。今各 nに蜀し， Xn.m↓〇

(m-->十 00)なる心．戸X を考へると， Z の Ki; 型“正則"性を使って，

各 nに判しに.mlは m--一＞十 oo のとき，同一の要索 ZoEZ に闊じて一椋

(o)—牧倣する。今 mn を I ぬ，mnl< 2:zuなる様にとれば， (40),(50)を使って

n→ +oo のとぎ，叫，叫―->0 (o)とたることが判る。尚 (50)から， X は (1-完

全ベクト JV采なることも容舅に判るから， X は Ki;型‘‘正則"である炉

Z を Ks咽“正則"とすれば， (30)を使へは，すべての第一級，第二級の

順序数 aに剥して定義された 。 ~X1<x2< ... く叩<x,,+1く・・・ なる増加

超限列が作在しないことが容易に判る。また， 0三X1ご高三・・・とし，任衣の

},,, ↓〇なる正敷列に到し，｝＂ぬ→ 0 (o) とすれは, Anに 1→ 0 (o) となる故，

Z の K6 咽“正則"性から {I』}は (o)—有界従て V叫が存在し，｛叩｝は
n 

(o)有界になる。従て X は氏型“正則”である炉 以上。

本定理に於て Z が非本義的公聰を渕足する“疋則”ベクト炉束ならば，

X も同じく非本義的公理（冒）を濶足する‘原則”ベクト炉束であることか容易

に證明される。

丘 VP(X)に翌し， Nぷ）=V{区 1
~(U')!P p 

Li U'eL!U屑~-lJ')P~l} と定めると，

(1) 小笠原藤次郎： 敷蒻會誌， 16(昭 17)391-406. §8参照。

(2) I司上。
． 

(3) L. Kantorovitch : Recueil Math., 44 (1937), 121-155. §5参照。
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附番にして，

證明。

て．の

co 

定理 6. Vv(X) に於て， U=~U,,, U,,, Um=O (n斗-'-m)ならは， N虞）＝

虚N伶固｝；，また N(E)は，あうゆる」に対し｛忍Nu(E)1'}iiの上端であ

る。特に X が K;;型“正則”ならは， Nぷ）＞〇なる 0 の要素は常に可

N(E)={図N国 } ;となる。
UeD 

定理 2の茫明中の記法を踏襲すれば，第一種集合 Pを除くと，すべ

ij E 9J'cに拇し， N(ど）ゆ）={ti認靡ぶ）ー(Y,N国）()J)=U){(~ 悶芯±'ltY
00 

が成立つ。 これから， U=~U," Uれに=O (n宇 m) なうば，
1 

oo 1 1 

凶 N心停}vーとなる Cとか判る。また N(O=V{ゞ Nrr(f)P}v
1 A UeA 

特に X を K;;咽“正則"とすれは， (o)—有界な，第一級，第二級の順序数

に対して定義せられた培加超限列は存在しないから，• 本定珂の最後の部分も

容易に證明される。

~{l(U)→ 0 なる {dn} に判し，常に区 1 ミ (U)I→ 0 (o)となるとき， !;(U)
UeAn UeA 

は 0に閥して絶封 (o)-連績であると云ふ。

定理 7, t; Eい(X)なる ~(U) 

N讃）＝

も直ぐ判る。

以上(,

は完全加法的且 Bに謁して絶判・ (o)ー連績

である。

読明。
I 

任意の J に拇し，工ぽ(U)l~N(ミ）｛区 ~(U)} pl 
[!Ed UeJ 

となるから。

以上。

定理 8.
＊ 

どEvv(X)ならば， ji~(dU) Ip 
u (J(d U)か 1

は完全加法的且 0に閥して絶判・

(o)ー連績である。
＊ 

證明。 ど€い(X)

恒等的 1とする様に，

咋 X の表現園敗を知）で表す。 SJの第一種集合を除外して 5』の各繋いで，

K 

X にはり1位 eの布在を椴定してゐる。 eを

をその表現フ｀ーJV空間 9 上の連紐雨較で表現し，

なる故に，

すべての U噂に翌↓し j区（叩）叫二jド(dU)Ip 
U p(dU)p-l U p(dU)p-l(il) 

が成立つことが去へ

る。然るに宜集合面散として jIミ(dU)(μ)Jv 
uμ(dU)v-i 

は絶拇連績なる故，これから本

定理の成立が判る c 以上。

叩を含む最小の Borel族を St(Wc) とする。けは無限大値を許容すれは，

副油）上の完全加法的非負賓集合函敗に漿大される。甜=(B; [](B)< + co, 
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BE  Sf(l)J,) と；悦くと， St' は炭義のプーJV代数である。任謡の ~E VP(X)は，

屈上の完全加怯的紹列 (o)ー連禎集合I利数に搬大されることを示さう。 N(~)

の生成する主イデヤ JV を N(ピ）炉恒等的に 1 となる様，表現フ·~炉空間 9

上の連紐尉敗で表現すれは， 2J:ミ(U)o,>I三｛ごり(U)}v;ーを得る。¥.)を固定し
UeJ UeJ 

て考へ， rp(U)=E(Uいと置くと，宜幽敷 rp(U)は，屈上の完全加法的絶劉・

連績集合1祠敗に一謡的に罰大される~1) 之を同じ記腕で 'I' で表す。 J で，互

に共通黙のない邸の打限個の集合からたる任在の集合族とすると，工
I rp(B) E 

Be丘(B)P-1

~1 を得る。 l)Jしを含む最小の炭義のブー炉代敷を Sr" とすれば， Sr" の任

衣の要索 A は， A=(U1-U2)+(Us-U4)+… +  (Un-1 -Un), U1三 U2三・・・ミ

Un=O, に直， i=l,2,... n なる形をもつ。 E(A) = (E; (U1)-E(U2)) +・・・十

（国(Un-1)= E(Un)) と骰けは， E(A)c¥1)=r(A) となり E(A) は一衣的の定まる。

B を Sr'(l)任滋の要某とすれば， f,(An-B) + f,(B-A』→0なる A咋紆が

介在する G I E(A) I三N(ミ）,!1(A)―元から，ミ(A,Jぃは n-ー＞十 00 のとき， Pに閥

する連績幽数に一様牧倣する。 E(B)=(o)-lim ミ(A』と骰くと， ~(B\\l)=-'P(B) 
n 

なるを知る。故にど(B) は ~I 上の完全加法的紐殻 (o)—連績集合圏敷となり，

1日 I_~~靡·~r~1 を得る。これから y{已二誓~Y=N(~) となることか容
易に判る。之を観めて次の定理を得る。

定理 9. 任応!}_)~E い(X) は，上述り紐上の完全加法的紀蜀 (o)連績

集合圏敷に一揺的に抵大される。之を同じ記陳で表す。岱を乗法的集合族と

する (p) 可積分［祠散空間を ＼＇｛し(X) で表すと苔， E→ミ なる蜀應により，

い(X)と VUX)とは，線形凍詞咽にして且抽象ノ JVムは不菱に保たれる。

~2. Radon-Nikodym型定理

X を完全ベクト l噂とし，奴上の加法的集合鰍敷 E(U)は， P,(U)=Oの

と送 E(U)=Oを沿足するとし，任邸の」に聾し，

ら(U)=~
E(U') 
-—- - /1(UU1) 

U1ed f;(U') 

~(U') 
と骰く。但し P,(U')=Oのと送，――--=O と定める。ど」をどの 4上への

11(U') 
射影と云ふぃ

(1) これの證朋には，小笠原峠次郎： 本記要， 7(1937), 215-247. §2参照，
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補助定理 1. 典へら札た正敗 eに列し， p とcに依仔する正敷 k(p,E)か

定まり，任餘のど EVP(X)に劉し次の不等式が成立つ。

1 

N(E-ら)；；；；； {k(p, c:)(N(E)1'-N(も)P)+ eN(E)v Y 
證明。 i』(1ゾ）第一種集合上を除いた 9の各晨i¥Jで次の不等式を證明すれ

ばよい。

J I互{d,ーじいpi_-→1(d(j_)nd1'_;;;, k(p, e) (f _I 且d!!J<~> Iv__ Iら(d,[J)ゆ） I~' + 
I' 閏(dU)P-I r 11(dU)11-1 Jr P(dU)v-l) 

e S. Bochnerの證明法によつて<2)k(p, e)のもこ在及びこの不等f国的）iil> Jv 
r f](dU)v-1 

式の成立が臨明される。

補助定理 2. EEい(X)とする。 n->十 OO のとき， N(豆）→N(E) (o)な

る」，"n=l,2,3,... 炉存在すれば， N(i;-~.1n) →0 (o)が1応立つ。特に Xが

Ki; 型“正則”ならば，斯様な」，,,n=l, 2, 3, …は存在する（勿論 .dnはど

に似存する。）

悶明。 定理の前半は，前箭助定理の不等式を使へは容易に得られる(; q友

半は， X のKi型“正削"性と N(ど）の定義から明かである。 以上c

製函敗の積分を論ずるに，簡箪のため TE訊とし，叩を含む最小の Borel

族 ~(lJJc) をおへ，¢ を~(罰）上の完全加法的非負竹集合幽散に飯大してお

へる。 X を値域とする識幽散 x(t) が (o)—可測にして，その (o)呵測定義列

である箪固敷 s,,(t)を， n,m→+ooのとき u心(t)-s,,,(t)11'/J(dU)f→ 0 (o) 
I' 

なる様とり得るとき， ;,:;(t)は (p)(o)呵積分であると云び， s,.(t) を x(t) の

(p) (o)叙分定義列， (o)-li~JJ ¥ Sn(t) げ dU)}¾ を x(t)の (p)(o)—積分と云ひ，
n l r 

｛しlx(t)¥Pp(dU)}Jで表す）

補助定理 3. x(t)を (p)(o)河積分， s.,.(t)をその (p) (o)—積分定義列とす

れば， x(t) は (o)呵積分にして， Sn(t) はその (o)—禾形分定義列になる c

證明。 fr¥s,,、(t)-sm(t)I f,(dU)~f,(l')rii {Jr I Sn(t)-sm(t) ¥P f,(dU)}} 

(1) Q は X の表現プール空間である 0 前節定瑣 2謁明参照0

(2) S. Bochner : Annals of Math. 40 (1939), 779. 
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から叫t) は (o)呵積分， Sn(t) はそ ~(o)—禎分定義列になる。 以上。

補助定理 4. Xを條件 (p)を油足し，摯位 eをもつ完全ベクト JV束とし，

eを積の箪位として， (o)呵測函敷 x(t)に厨し Ix(t) ;p 炉 (o)—可積分ならば，

x(t)は (p)(o)-・1--11積分にして， x(t)の (p)(o)ー積分は Ix(t) I'' の (o)—積分の p

乗根である。

證明。 第一汎',:§2の所論及び共鹿の記法を跨襲する。 Ix(t) \1' 力ゞ (o)—可積

分なる故， x(t) も (o)河積分である。 x(t)の (o)撃分定義列 Sn(t)を，団(t)Ip 

が I:r(t) ¥v (I) (o)積分定義列となる様にとふ {Jぶ(t)-sm(t)[嗜(dU)}三I' 

{f 
.!. .1:. .1:. 

r I s、i(t)[1'間(d呻+{t [ Sn(l) [嗜(dU)}v のため {tI Sn(t)-s,,.(t) [P間(dU)}p 

は (o)看界である。 s,,(t)(¥1) r文 i』の第一種集合を除いた各開t1-Jで殆どすべ

ての tに蒟し n→十このとき有眼値に牧倣する。また第一精集合上を除い

た各屈L1pで， JI s,.(tb5 [1'1fJ(d U), n =・1, 2, … は同程度絶封連績となるから，
u 

第一種集合上を除いた J』の各罹tt1で

叫 r¥ Sn(t)(p)-s,.(t)m l1'(1(dU)}~=O 

従て Sn(t)は x(t)の (p)(o)積分定義列となる。定呵の最後の部分は自明

である。

U'(I')で p'釆が可積分な宣可測函敗の辛間とすれは，

補助定理 5. x(t)を (p)(o)—可禎分，ぃ€LP'(T)とすれば， t,p(t)x(t)は (o)-

可積分であふ

證明。 8、,i(t)を叫t)の (p) (o)—精分定義列， fl.n(t) を <p(t) の (p') 積分定義

列とする。明かに a,.(t)sn(t)は叫加(t)の (o)-'i-lJ測定義列である。

j I'¥ r1n(t恥(t)ー叫t)s,n(t)! {3(~U)~Ur I an(t) t11(dU)}¾Ur: Sn(t)-

叫 t)Jv(!(dU)}1~+{Jr I a,,(t)一{l.m(l)¥r>鱈(dU州{Jrlsm(t)信(dU)}f,

から rln(t)sn(t)が rp(t)x(t)の (o)嶺分定義列なることが判る。

定理 1. X を條件 (p)を油足する完全ベクト JV束とし， (p) (o)呵積分函

数 x(t)に賛し， E(U)=i x(t)P,(dU), U噂と殴けば， ~E い(X) 且 N(~)=
u 
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{fは(t)¥1'/i(dU)}}となる。
r 

證明。 補助定理 3により x(t) は (o)河積分である。 a=) I x(t) I P,(dU) 

と骰き， aの生成する主イデヤ JV 別(a)を考へれは， n(a)を正規部分察lド］と

する a を箪位とする抽象 S空間 Yが存在する。 故に前咽 §2定理 2に

より x(t)は別(a) を値域とする函敷と考へてよい 0 y は KG咽‘＼茫則"

なる故に， x(t)の (p)(o)栽分定義列 s,Jt)を汎(a)を値域とする様にとれば

n,m→ +ooのとぎ {f¥sn(t)-sm(t)¥V[J(dU)}} I謬要素 eEY に閥して一
r 

様牧倣する様な e炉存在する,. a<e なる様にとる。 Yの表況ブーJV亨周

［』を考へ， eが恒等的 1となる様 Y を連禎函敷のベクト JV束で同型表現

し，幻X の表現圏敗を知）と訊く。 <fl(t,p) =面i-s, し(tいと飢くと，すべての
n ➔OO 

f PE!.』に到し，ど(U)<~>= cp(t, p){J(dU) となる。また，
u 

rl x(t) l1軍(dU)}v(t1)=岬｛しjSn(t)o,J l1'f,(dU) }1'= U. I <p(t, p) :"P,(dU) u 1 ｝ 
然るに□馴;;りt= J l cp(t, p) l1'f,(dU) となる故に，ど€い(X) 及ct N(E)= 

{J ) x(t) I哨(dU)五が得られる。 以上。

定理 2. X を柏象 S空間， Bochner束，抽象 L 空間の何礼かとする。

任滋のビ€い(X) に到し，甲(U)=J x(t)f,(dU) なる (p)(o)呵秋分函敷の(t)

炉存在し， N(E)={JI x(t) iv f,(dU)yーが成立つ。

誼明。 I E l (I') に閥して有昇なすべての要素の作る完全ミクト）V束を正規

部分空間とする抽象 L空間 Yを X の正規部分生間となる様に選ぶ。補

助定理 2により， N(E」n-E)→0 (o)なる dn,n= 1, 2, 3, ... カ嘩在する。 Sn(t)

E(U) 
を tEUEd,, のとき，ー に等しく他の歴打では 0 となる様な吼函敗とすれ

11(U) 

ば， n,m→+ooのとき，{1・I Sn(t)-sm(t) ¥Pf,(dU) }t→ 0 (o) となる。 従て
. r 

J j Sn(t)-sm(t) j加(dU)->0と五る。 Y炉抽象 L 寮flりなることから，い(t)}

の部分列を迎営にとれは，殆どすべての励で (o)—牧倣する。 従て最初から
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成立つ炉詢定乳を使へは，

{sn(t)}か殆どすべての期で， (o)牧倣するとしてよい。殆どすべての開打で， x(t)

=(o)-lim Sn(t)とすれば， x(t)ぱ (p)(o)呵禎分にして ~(U)=) x(t)f,(dじ）が
; U 

N(~)={ し位(t) IV/3(叩｝ が得られる。

本節では簡箪のた応

所論は恢版され，定聰 1,2が成立つ。

直交函数系による展開。

I'砂R としたが，

以上。

これ茄成立しない場合にも本節の

§3. 

X を完全ベクト l噂とする c 特に X を宜敷空間とする場合，

簡料にい）と記す。今 EEVP(X), cpE V"'なる集合函敗 E(U),

へる。明かに

VP(X) 

<p(U) 

を

を考

(1) I~_<p(U)四<
(1(U) 

l=N(叫N(ら）こ N(国)N(ど）
Ued 

eを愧へられた正数とし，」を N(rp一和） <sなる様にとれは， d',d11之」の

とき N(rp4,―<p」,,)< 2sとなる。 UE」に到し，

i rp(U)~(U) 
ー ミ

rp(U')~(U1) I ＜ ゞ '<p(U)/~(U')- <p(U') I _Iど(U')I 

I {!(U) U1eJ1U [3(U') i==u, ゴu,叫(U) I紅(U')

三 N心—ん）N心） ~N,心—<p,,1,)Nu(と）

故に

)
、
‘
,
'
,

2

3

 

（

ヽ

し

I --, <p(U)I;(U) rp(U)E(U) I 
こー~ ———-——-
u叫ド(U) Ucd' 爪(U) ! 

~N(rp」一和）N(E) 

iゞ rp(U)E(U) (U)l;(U) 

― 

―- -~ ~ 笠―-—-
1u叫, p(U) Ud" P,(U) 

三{N(五 -rp,1,)+N(臼 ー 和,,)}N(E)

三2cN(ど）

炉得られふ (3)より， {J}を有向集合と考へれば，

(o)-lim区 rp(U)~(U) 
J u叫凧U

の存在が判る。 これを｛国U}と(dU)
・r f,(dU) 

と記すれは， (1)から

(4) 

が得られるぃ
一 一

1 1 
I <p(d[!)ど(d[!), <上<p(dU)\V~p'Jミ(dUl_門 P
) r P,(dU) = {) r 11(dU)V'-1 } {し P,(dU)v-1} 

(1) 
1 

iさ(U)一紅(U)i < 0(U)がN(ど一匂）を使って，
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今 7J€ げ (X) とし， X に箪位の存在を仮定し， これを積の箪位として，

N(f)N(1)が定義されるとすれば， IECU)I事 (U斤N(E),Iり(U)I~fl(U)iiN(1) 

から，すべての u.砂Rに判して E(U)1(U) が定義されることになり，上述

と同様にして

(5) 」I~ 」ならば， I· ~'J_(U)1(Ul_ _ゞ只U)7J(!JJI~N(ら一勺）N(r;) 
UeJ り(U) げごV (i(U) 

（或は， N(E)Ni如ー1.11))

が得られる。直に Xが K6型 ":rE則”ベクト JV束ならば， N(E-弘）→0 (o) 

なる」几が存在するから，

(o)-lim図 i;(U)7J(Q) 

J UeJ {i(U) 、

のイf在か判る。この (o)牧倣極限卒
i;(dU)r;(dU) 

← t ド(dU)- と書くことにする）

定理 1. X を抽象 S空間， Bochner 束，抽象 L 空間の何れかとする。

X が箪位 eをもつとする。 EEv11(X), 7JE V1''(X)に到し， e詞此り箪位と

なる様 N(E)N(1)が定義される場合には，詞節定理 2により， E,7Jに対應

する (p)(o)呵積分函敗 x(t),(p') (o)—可積分函数 y(t) に別し， x(t)y(t) は (o)

可稼分にして

い誓瓢U)= Jrx(t)y(t)P,(dU) 

となる c

譴間］。 簡準のため J'E.llJc の場合に證明する。 J1;S J2三 … を N(弘） > 

N(E) (o), N(r;4)→ N(1) (o) か圃時に成立つ様にとる。 8訊t), s'.~)(t) を夫々

E(U) 1(U) 
UEJn に属する t の値に蜀して，ー—―— に等しく，他の開れでは 0と

μ(U)'p(U) 

なる様にとる。袖節定理 2の證明と同様にして， S訊t),s附(t)は夫々 E,7Jに到

應する (o)呵測低l敷 x(t),y(t)の (p)(o)—可積分及び (p') (o)ー可積分定義列と

してよい。
.!. 

｛ し｝J I紺(t)舜(t)-s出(t)s位(t)I P,(dU)こ is炉(t)11'鯛(dU)p 

｛しl 塁(t)-s位(t) 阿 f,(dU)}~ア

u l 
1 

+ rls炉(t)-s尉(t)[1'11(dU) y {し鉗(t)Iv'岬(dU)}が
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三N(ど）N(のn一の』+N(弘— f,1m)N(r;) 

から心(t)s附(t)は x(t)y(t)の (o)-積分定義列であり，

181 

ど(U)r;(U)
ゞ --~=\外(t)s訊t)間(dU) のため， 1 -—-一＿＿＿~(dU)r;(dU) 
u叫 n f,(U) .r 

r (f3dU) = tx(t)y(t){i(dU) 

が得られる。

p=2従て p'=2の場合に直交函敷系による展開に開聯した事項に就いて

逮べやう,_X を完全ベクト JV束とし丘 v2(X),<p E v2に到し，

(6) 

と閻く。

(rp, ど）= f <p_(dU)詞(dQ)
r P,(dU) 

定理 2. { <p,J, n= l, 2, 3, …を v2の正晟直交系とする c 任意の丘 V2(X)

に封し Besselの不等式

(7) 
= 1 

N(E) 2: {区（和ザ｝百
1 

が成立つ C もし {'/'n}が完全正規直交系を表す場合は Parsevalの等式

及び

(8) 

(9) 

(10) 

(11) 

が成立つ~1)

= 1 

N(ど）={~ いザ}2
1 

~、3

(cp,E)=~(化， cp)(和， E)
1 

00 

E(U)=区ダ,JU)(rp,.,E) 
1 

n I 

{N(E)2-区（佑，ど）平→0 (o) (n→ + co) 
1 

證明。 a=N(E)とし主イデャ;vWa)を aが恒等的 1となる様に，表現

ブーJV空間 9 上の連績函敷のベクト炉束で同型表現し， Xe~{(a) の表現函敷

を知）で表す。 (2)式から Ij _rp(dJ]_)戸（叩 叫匠(Ql'
r [3(dU) ーゞ

Us4 {3(U) I 
~N(9ー叫N(E)

なる故に，（臼）⑪）= j cp(dU)E(dU)cv1 = ('P, 贔）と置く）を得る。一方第一
r p(dU) （ 

種集合 P上を除いて， Vd』-Pに蜀し， N(<)ゆ）＝｛しほ（塁靡)'I'})を得る。

宜集合函敗に針して知られた定理から本定理の成立が判る。 以上。

(1) 紋敷は (o)—牧紋を窪味し，もし{~五｝が有限個の場合には級数は布限個の項の租を表すも

のとする
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定理 3. {<p,.}を v2の正規直交系とし，叫EXを｛ご点｝五X なる様に

とれば， ~<f!n(U)心は (o)ー牧倣し，この極限函散を E(U) と骰くと，ど E V2(X) 

にして（仰，ど）＝叫となる。
m 叩 1 m 1 

證明。 〉 年(U)xkI 三｛区四(U)平｛匹印然る（こ， (1(U)~~'P1c(U)2 が
n n 

00 

成立つから， 2J<p,し(U)叩は (o)—牧飲する。 a={区点}2 と骰き，主イデヤ JV

~{(a) を a が恒等的 1 となる様，表現フ~-;v空間 9 上の連禎幽敷のベクト
00 

炉束で同型表視すれば， ~(U)⑪）=::8知虎n(U)か得られるから，

j ¥ E(dU)り•> :2 =S(xn(p))2 
r (3(dU) 1 

00 

となる故に，ど Ev2(X)且 N(ど）＝｛匹かとなる。また＼
'Pn(dU)E(dU)い1)

r f,(dU) 

＝叫り）となる故， (~'n, 1;) =叫を得る。 以上c

定理 4. {'Pa}を ¥/2の完全正規直交系とする。 X炉 K;咽"1E則”べ

クト JV束とすれば，丘 V2(X)に対し， (rp,,,E)i=Oなる rp,,Iま裔々可附酋個し

か仔在しない。かヽる知を｛叫とすれば，定理 2の (8),(9), (10), (11) 

が成立つ。

記明。 任怠の可附酋個の 'Paに対して Bessel の不等式が成立つから， X

の Ki;型‘‘正則”性により，（和， rp)i= 0なる匹は高々可附番個である。

本定理の後半は定理 2 と同様に證明することが出来る。

定理 5. Xを輩位eをもつ K;;型 "]F.則"ベク 1、 JV東とする。ど，り€ ＼匹(X)

に到し， N(E)N(7J)か eを積輩位とする採定義されるとする。｛和｝を］の

完全正規直交系とすれば，（和，ど）手〇又は（凡， 7J)=Oとなる 'Paは高々可附番

個にして，か＼る仰に判し，

となる。

＼ど(d_U)砲 U)
r P,(dU) 

＝ゞ (rp,,,E)(ダu.,7J) 

證明。 ¥ ('Pa, E) ¥さN(E), I (和乃） I~N(7j) なる故（化，ど）（和，ど）は定義さ

れる。定理 3により，（臼，ど）宇〇父は（凡， 7))i= 0 なる和は高々可附番

である。 X を eか恒等的 1となる様， 表現フ、一；v塁間 SJ上の追禎函敷

のベクト JV束で同型表現する cぅ gの第一稲集合 P上を除いて， pEfJ-Pに開

し，
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) E(dUlr;JdU) 1 E(dU)<v>1(dU)0,> 
r 附(dU) げ）= r f,(dU) 

(rp/Hど）ぃ=)y,,(dU)E(dU¥+2 
r f,(dU) 

(rpa, r;)り）= j rp,,(dU)呵砂
r f,(dU) 

が得ら札るから， 1℃集合廊数の場合に})なける定理から，

i堕 U)o,>r;偲）（じ）
r f,(d U) 

=:8(仰，ど）(iJi(仰， r;)ゆ）

これから容易に

を得る。

1・E(dU)r;(dU) 

亀 r け(dU)
＝区（仰，ど）（仇， 'l)

“ 

第五編作 JH素表現論

第一章凸に於ける作用素

§1. R がビコムハクト Hausdorff空間の場合。

138 

以上。

R をビコムパクト Hausdorff空間とする。 R上の有界連績鰍敷の全憫の

作る Banach束を C代で表す。特に R が駈間 [O,1]の楊合には CR を輩

に C と記す。

Y を任謡の K6― 型".-11頂IJ"ベクト JV束とし，伍から Y への (o)—有界

線形作用素 Tふ廷Cnの解析的形を決定しやう。此鹿に Txヵ;(o)ー有界と

は(1)

(1) (¥ Tx I; ! の1三1,XE仇）但し 1は R上,--c恒等的 1となる函敷で

ある。

が (o)-1f界となることを云ふ。 (1)はまた

(2) (I rnのI;II 副l~l. XE仇）

と書いてもよいから， (1) い (o)—有界であることは， (2)»~(o)—有界即ち Tの

か m-1r界となることと同義である。 (2)の上壻を T の抽象ノルム(2)と云ひ，

(1) 正線形作用素の差として表される作用素を (o)-有界統形作用素と定義する「

(2) L. Kantorovitch : Recueil Math. 49 (1940), 223. Remark 1. に抽象ノルムの定義が

奥へられてゐるり
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ITIで表す。明かに ITl=IITII炉成立つ。但し ITIは Tの艇到値を表す。

椴に， T を正作月］素とする。 R の任点の閉集合 F 及び Borel媒合 U に

翌し， D(F) で。 ~x~l 且 F 上で 1 なる値をとる炸似の全盟を表す

とし

(3) m(F)=八(T①;xeD(F)) 

(4) m(U)= V (m(F); F~U). 

と定める。 m(U)は (o)ーイセ相で完全加法的且 m(U)::::::0なることか證間され

る炉m(U)を使つて

(5) Tx= jの(t)m(dU) (Lebesgue或は Riemann式積分）
R 

と書かれる炉

T を正作用素と限らないならば， Jordan分解 T=T+-Tー．により。正作用

素 T+,Tーを考へ， (3),(4)により匹， T_に劉應する完全加法的集合函敗を

m+(U), m_(U) とし， m(U)=m+(U)-m_(U) と骰けば， m(U) は (o)—有界，

完全加法的(3)である。此虞に m(U)か (o)ー有界とは， U があらゆる Borel

集合をとるとき， {m(U)} が (o)—有界となることである C• また m(U)を T

から宜接に定義するには， D(F)が有向集合になること，即ち的，物ED(F)

のとき，功ハ的eD(F)なることを注意すれば， Yが K;型“正則”ベク

卜JV束なることから，正要素 YoEY が存在し，典へられた正敗 cに聾し，

冗。ED(F)が定まり，”三¢。なる任謡の廷D(F)に骨して

¥m+(F)-T十釘<cYo, I m_(F)-T_x i < cYu 
即ち ¥m(F)-T叫く 2r,y。

となる。この Moore-Smith式極限を

(6) 

と書く。

m(F) = (o)-lim T: 幻
xeD(P) ・

同様に， Moore-Smith式極限により

(7) m(U)=(o)-limm(F) 
Fc::U 

(1) A. Markoff; Recueil Math, 46 (1938), 168-190. A. D. Alexandroff: 加], 51 (1941), 

563-628. 577. 定理 1, 587. 定理 2 は多少の修正によって Kず型“正則”ベクトル束を値域と

する場合にも成立つ。

(2) A. D. Alexandroff, 同上， 577定理 1.

(3) 本節及び次節に於ては，筑に完仝加法的と云へば， (o)-位相によるものとする c
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と書くことが出来る。一般に (7)を滴足する m(U)は，正則であると云ふ。

逆に任訟の (o)ー有界，完全加法的，正則集合函敷 m(U)に対し， (5)によっ

て線形倅川素 Tx を定義すれば， Tのは (o)—有界にして， m(U) はこの T を

使つて (6)),(7) から典へられる m(U) と一致する ~1> T の抽象ノ）V ムは，

T.1 (1) + T_(l) で典へられる故， 1n l(R)=岡 (R)+m_(R) 即ち V m(U)-（ 
m(R-U))に等しい。之を varm で表す o (o)—有界線形汎函敷の全閤は完全

ベクト JV束を作るから<2;, (o)-―仔界完全加法的正則集合涵敷も完全ベクト JV束

を作り， (5),(6), (7) により雨者は，線形—束—同型になる。之を闘めて次の定

理な得る。

定理 1. Cn から K6 型“正則”ペクト JV束 Y への (o)—有界線形作用

素 T と， Y を値城とする (o)—有界完全加法的正則集合歯敗 m(U) とは， (5),

(6), (7)により一賢一翌應し， T の拍象ノ JVムは varmで典へられる。
R 

R 上の Borel可測打界函散 x(t)のノ JVム llxllを

II X !! = 1. u. b. I ;i::(t) I 
/.C fc 

によつて定義するとき， R上の Borel-riJ測有界面敷 x(t)の全行月の作る Banach

束を MRで表す。特に R=[O,1]の場合には， RRを箪に M と記す。定理

1から次の定理を得る。

定理 2. CRから Ki型‘‘正則”ベクト JV束 Y への有界線形作用素 T

は，抽象ノ JVムを不髪に保つて MRから Yへの (o)ー連績線形作川素叫こ傾

大される。

謎明。 (5),(6), (7)により T幻=j i:(t)m(dU), の心と書かれる。 m(U)は

完全加法的なることから，咋Mi.こ 討 し 匹=f叫t)m(dU), と筐けは， Tは
R 

島上の作用素として (o)ー連績である。何者，叫→0 (o), X豆島とし， U戸

(t; 叫t)~E) とすれは， \m\(U』→0. 一方 11'.叩 l三E¥ml(R)+¥I釦IIm I (Un) 

なる故， T心→0 (o)が得られる。 MR上の作用素として Tの抽象ノ JVムが

In叶(R)なることは殆ど明かでちる。 以上。

本定詞の諭明に於て述べた C代上の (o)—有界線形作用素 T の MR 上の線

(1) A. D. Alexandroff: 同上， 582-583,補姐 10,11. 

(2) L. Kantorovitch: Recueil Math. 49 (1940), 220, 定理 6.

(3) (o)数激列を (o)—牧紋列に愛へる溢。託しくは（；）—迂綬と云ふ,,
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形作川素への阪大を Toで表せば，叫かに

が成立つ。

(}出＋ぇ21'..炉=l1四＋入2T~

< r1 v T2)0 = r~v n 

以上の服用として一例を述べる。 X を Banach幸畠J上とし， R を X の

共廊 Banach空間 Xの箪位球を X による弱位相によつて位相化されたビ

コムパクト Hausdorff空間とする少幻X,feR に対し， f(x)はのを同定

し， fを R 上の襲敷と考.,.予ると， X は Cnの部分 Banach空間になる c

Tx を X から Y への (l:)—布界線形作用素，即ち (Tx; II x I! <; 1, 咋 X) が

(o)—有界な線形作川素とすれは， T の抽象ノ JV ム I Tl= V(I T: 釘； llxll~l, 廷 X)

を使へば，任意ののEXに対し，

(8) I T副 ~llxl!ITI

となる。第二編第一章 §1定理 1により， (8)なる闘係を保存して， T を

CR上の (o)-有界線形作用素に珊大し， (6),(7)により之に野應する (o)-有界

完全加法的正則集合［函敷を m(U)とすれば，

(9) T: 幻=if(の）m(dU), 炉 X, JeR 
R 

となる。故に次の定理を得る。

定理 3. Banach 空間 X から K6 型“正則”ベクト JV束 Y への (g)—有

界線形作用素 Tのは， Yを値域とする (o)-{f界完全加法的正則集合函敷 m(U)

により (9)なる積分表示が可能である。従て T は X の弱某本列を Yの

(o)-牧倣列に髪へる。

證明。 本定理の最後の部分は前定理から。

Banach空間 X が

(i) Xは可分である。

(ii) X は局所ダ1j的弱コムパクトである。

(iii) X は正則 Banach空間である。

以上＼

等の何れかを満足するならは， X のノ JVムで有界な要素列から弱某本列を取

り出すことが出来る。従て次の定理を得る。

定理 4. X を上の條件 (i),(ii), (iii)の何れかを滴足する Banach零間と

(1) L. Alaoglu; Annals of Math. 41 (1940), 252-267, 定理 1-3.
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する oX から K-—空間への（か有界線形作用素は完全連慎作素用である。

定理 5. Banach空間 X から K--空間への（炉有界報形作用素は， X の

弱某本列を強11父紋列に穏換する弱完全達門作川素である。

虚明。 定理の後半ぱ， K-—空間に於ては，任窪の1盛間は列的弱コムパクト

であることから。 以上。

Yか k拿閲たらば， Banach空間 X から Yへの(,;)ー有界作用素と (g)-

連鮒作用素とは同義である。故に定理 4,5から (g)ー遮禎作用索に闘する定

判が直ちに得られる。

R を閉憚間 [O,1]として Kantorovitchの所諭(1)との閥聯を考へやう"T:,, 

を Cから K6-型“花則"ベクト炉束 Yへの (o)有界線形作用素とし， (5),

(6), (7)によつて T と結びついた (o)-1f界完全加法的茫則集合面敗叩(U)

を名へ，貼函敷 g(t)を

(9) g(t)=m([O,t]) O<t~l, g(o)~O 

によつて定茂すれば， g(t)は t=O以外の黙で右から (o)ー連績且有界 (o)—蕊

動である 0 (5)式は g(f)を integratorとする Stieltjes応分を使つて

(10) 匹＝『叫t)dg(t) 

゜と書かれる。この式から明かに [Txl~ はIIvar g. 従て抽象ノ JVムの定義か

ら varm~varg. 一方 (!.l) による g(t) の定歳から varm~varg. 従て
R R 

varm=vargを得る。
R 

逆に g(t) を任衣の， [O,1] 上で定義せら iいした有界 (o)—襲動函敷とすれば，

Yか K;;咽‘‘花則”ベクト JV束たることから g(t)は詞々可附番個の隠れを

除いて (o)氾績である u (10)によって定義せられる (o)ー有界線形作用素 Tx

を考へ， (5), (6) により T に賛應する (o)-1f界完全加法的正則集合函散を

叩(U) とすれば， O~t<l に蜀し， m([O, t])=(o)-lim g(t')-g(o), m([O, 1])= 
t' ➔t+O 

g(l)-g(O) となる炉以上によつて打界 (o)—菱動函敷と (0)-:ff界完全加法的茫

則集合函殷との閥係が明かになると共に， [O,1]上の Borel集合族上の (o)-

有界完全加法的集合函数ぼ常に正則集合函敷なることが判る。 何者， m(U)

(1) L. Kantorovitch; 前拇， §6. 定理 16.

(2) I」. Kantorovitch: 前場， 241. Tの抽象ノ は他1/)齊 1 
., 

ルム し、味-cの essentialvariation var・・g 
1 

て奥へられるから， I111 I ([O, l])=var*gとなる
（） 

(I 
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を (o)—有界完全加法的集合函敷とし， (5) によつて定筏せられる (o)-:{f界線

形作川素四に (6),(7)によって翌寸應する (o)-←打界完全加法的:11孔圃集合函敗

を mi(U)とすれば，任意の1汀＇］集合 Fに汀し [O,1]の各期で Fの特性函敷に

牧紋する一様に1f界な連績幽敷列｛叩(t)}が仔在するから m(F)=(o)-limTxu 

＝叩(F)となる。従て任意の開集合 G に野しても， m(G)=m1(G). 完全加

法的の性質を使へは，すべての Borel集合 U に対して m(U)=叩(U) が

成立つ。

次に牧紋列の作る列主開 (c)を杓へると， (c) は Cn の特例である。 x=

（知知・・・）に罰し， A0=lim入，，, と置く。 (c)から Ki型“正WJ"ベクト JV束

Y への (o)—有界線形作用素四に対しては，本節初めの所菖から
= 

(11) T尤＝区入れYn
n~O 

なる YnEY, n=O, 1, 2, ... が定まり， T {}_)抽象ノJVムはエ¥y』となる。
n 0 

§2. R か局所ヒコムパクト Hausdorff空間の場合。

R を局所ビコムパクト lfausdorff空間とし， R上の連紹函敷 x(t)のうち，

任窯の正敗 sに封し， u;I① (t) I~s) がビコムパクトとなる様な x(t) の全憫

の作るベクト JV束を仇とする。 XECRのノ JVムを訛節同様 Iix I= l. u. b. I x(t) I 
tell 

と定義する。 R に一黙を附加することによりビコムパク 1、 Hausdorff~周と

することが出来る乳このヒ三コムパクト Hausdorff岱閾をルで表せば，咋C11

は一意的に R十上の連績函敷に撰大され， R戸-Rで 0なる値をとる。 Tx

を CR から Ks 型“正則”ベクト炉束 Y への (Z)—有界線形作川素とすれ

ば，第二絹第一衣 §1 定珂 1により， T は抽象ノ JVムを不髪にして Cぃ

から Yへの (o)ー有界線形作用素に搬大される。今 F をビコムパクトな， R

の閉部分集合， U を R の Borel邸分集合とし， D(F)で油的同様 F上で

1 となり他の開打で。 ~x(t)~1 となる店 CR の全閤を表すとし，

(1) m(F)=(o)-lim Tx 

(2) 

xeD(F) 

m(U)=(o)-lim m(F) 
F'""U 

とすれば， m(U)は (o)有昇，完全加法的集合函敷にして， Tの抽象ノ）V ム

は ¥m¥(R)で典へられ，

(3) Tx= j叫t)m(dU) (Lebesgue或は Riemann式積分）
R 

(1) P. Alexandroff u. H. Hopf, Topologie, (1930) 93, 定門 14.
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が成立つことは，前節の所論から明かである。

0に牧紋する敗列の列空間 (co)は CRの特例である。幻＝（入I,知…） E (co) 

に野し

(4) 
00 00 

Tの=~AnYn, 区¥y,,」は (o)牧 倣
l l 

なる YnEY,n=l,2, …が定まる。 この場合 Tの抽象ノ JVムはエ!Ynlで

典へられる。

§3. CRから Banach空間への有界線形作用素。

’ 本gりでは断りなき限り Yを Banach卒間とする。先づ R をビコムパク

トHausdorff生間とし， Txを C代から・共椀 Banach案間 Yへの有界線形

作用素とする。 Rの任意の閉部分集合 F及び Borel部分集合 U に賢し， Y

を値域とする梨合函敷 m(U)を Moore-Smith式極限を使つて，匹 Y に贄

し・

ヽ
~
）1

2

 

(
‘
、
'
‘

m(F)(y)=lim (Tx)(y) 
,,cD(F) 

m(U)(y)=lim (F)(y) 
J.'<U 

によつて定没する。 §1. の特例として 1n(U)(リ）は yを［古！定すれば完全加

法的賓集合函敗である。之を m(U)は汎函数として弱完全加法的或は (Y)-

完全加法的と呼ふ。一般に (2)を泌足する m(U)を (Y)-正則と云ふ。従て

此慮に定義した m(U)は， (Y)-完全加法的， (Y)-正則集合極l敗である。この

m(U)を使つて

(3) 匹＝｛幻(t)m(dU) (Lebesgue或は Riemann式積分）

が得られる。且

(4) 11 TII= 1. u. b. II切 (U)-m(R-U)II 
u 

が成立つ。 §1定理 1と同様にして

定埋 1. R をビコムパクト Hausdorff空間とするり似から共腕 Banach

空間 Yへの布界線形作用索 T と Y を値域とする (Y)-完全加法的， (Y)-

正則集合幽敷 m(U)との間には (1),(2), (3)により一到一到應加存在し， T

のノ）V ムは 6c4)で典へられる。

定理 2. CRから共範 Banach空間 Yへの有界線形作用素は M尉から

(1) Mnの定義は煎節にある）
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アヘの有界線形作用素にノ）V ムを不雙に保つて搬大される。... 
證明。 各1定理 2の證明と同様。 以上c

CRから Yへの有界線形作用素 Tに聾し，本定王用による MRから Yへ

の有界線形作用索への慨大を Toとすれば，（入1Tけ入2T2)0=が買十入2四が成立

つことが判る。

今 R を閉狐間 [O,1]としたとき， Cから共椀 Banach空間 Yへの有界

線形作用素 Txの解析的形を考へやう。 Tに討し， (1),(2) で定まる m(U)

を考へ， g(t),0 三 t~l を

(5) g(O)=O, g(t)=m([O, t]), 0 < t~l 

によつて定義すると

(6) Jim g(t')(y)=g(t)(y), 0 < t < 1 
t'->t+O 

が得られる。また (3)は g(t)を integratorとする Stieltjes積分を使つて

(7) Tx=『x(t)dg(t)
゜

と書かれ， Tのノ）V ムIITIIは，あらゆる [O,1]の分割 O=t。<t1く・・・ <t11=l

及び £i=土1,i=l, 2, ... nに到し

(8) :: 立(g(t.;,)-g(い））：
iー1

の上端で典へられることが判る。一般に (9)の上端が有限な g(t)は有界穏

動であると云ふ(/g(t)炉有界愛動とは，すべての YEYに対し， g(t)(y)炉 t

の函敷として有界菱動函敗であることに外ならない。

逆に g(t)を [0,1]上で定義せられた Y を値域とする有界襲動函敷とし，

(7)式によつて定義される C から Y への有界線形作川索 Tx を考へる。

(1), (2) により T に蜀應する (Y)ー完全加法的， (Y)—正且lJ集合函敷を m(U)

とすれば，

m([O,t])(y) = lim g(t')(y)-g(O)(リ），
t'->t+O 

• 

m([O, ll)=g(l)-g(O) 

が成立つことが判る。また [O,1] 上の Borel 集合族上で定義せられた (Y)—

完全加法的集合函敷は常に・ (Y)-JE則集合函敷であるし

特に Yが可分の場合には Dunford の定理叫こより (Y)ー完全加法的集合

(1) N. Dunford : Trans. Amer. Math. Soc. 44 (1938), 305-856. 定理 82.
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幽敷はノ JVム位相で完全加法的である。ノ JVム位相で完全加法的な集合幽敷

は睾に完全加法的てあると云ふ。

また Yか可分の場合には， [O,1]上のlf界髪動函敷 g(t)は高々可附雷個

の期を除いてノ JVム位相で辿績である。

(c) 字間から共艇 Banach生間 Yへの有界綜形作用索 Txの形は， x=

（入， )2,...) E (c)に対し入。=lim入n と骰くと苔，

(Tx)<,1)=ミ切りn(Y)
n~o 

と書かれるり、,EY, n=O, 1, 2, ... が定まり， T のノ JVムは， ci=土1を任意

にとると送，そのあらゆるとり方に釘し虐~£:必 II,n=l, 2, ... の上端である。
00 

Yが可分のとき，ご妬は熊條件的牧倣0>(unconditionally convergent)とな

゜るから，
00 

Tx=~ んYn
, n~O 

と壽かれ， Txは完全連紹作用素となることが容易に饒明される c

U があらゆる Borel集合をとるとき {m(U)}がノ JVム位相で制限的コム

パクトのと送， m(U)をコムハクト値集合餡敷と云ふ。

定理 3. CRから共艇 Banach空間 Yへの有界線形作用素 Txが完全連

績なるための條件は， (1),(2) により T に封應する m(U)かコムパクト値

集合幽敷となることである。

證叫。 T を完全連紐作用素とする。 (Tx;Iは II~1, XE CR)はi詞限的コムパ

クトである。 1礼1集介 F に闘し，幻D(F) を任窪にとるとき A(x)=(~ ぷ；

x'~x, x1 E D(F))の閉位と定めると， A(x) はコムパクトである。すべての

A(x), x E D(F) に共通な一速素をりとすれば， m(F)=y たることが容易に

判る。従て m(F)は (Tの； ¥:x 11 ;<;: 1, 五 Cn)の閉包に隠してゐる。 (2)式を使

つて m(U) も (Tx;II の 11~1,xECR) の閉包に屈することが證明される。故

に m(U)はコムパクト値である。道に T を m(U) がコムパクト値集合函

敷とすれば， (Tx;訟：I~1, XE CR)は， {m(U) の凸閉庖に含まれるから，制

限的コムパクトになる。故に四は完全連績作用索である。 以上。

定理 4. yを可分共廊 Banach空閲とする。 m(U)を Yを値域とする完

全加法的，有昇強足動集合幽散とすれば，

(1) 「口］上u
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Tの=I x(t)m(dU), 訳 CR
I! 

は CRから Yへの完全連禎作用索である。

祗明。 Y から V 空間への襲換 y→m(U)(y)が完全連績なることを云へ

ばよ ~~1)§1 定理 4 からこのことは成立つ。 以上

次に Txを CRから Banach空間 Yへの打界線形作用素とする。 Y を

Yの部分雰同と考へることにより， Tは CRから Yへの:{f界緑形作用素

と看倣される。故に本節所崎により，

(9) 

(10) 

飢 (F)(y)=lim訳(T叫加Y
，， o:eIJ(F) 

m(U)U}) = lim m(F)(り）りE:Y
FSU  

により定義せられる集合函敗叩(U) 且 Y を値域とする (Y)ー完全加法的，

(Y)ー正則集合函散にして

(11) Tx= J :c(t)m(dU) 
R 

が成立つ。

今 Y を弱完備 Banach亭間とし，⑪ を R の全閉部分集合(2)を含む最小

の Borel族とする。 R が距離空間の場合には，⑪ は R の Borel集合族と

一致する(_

補助定理 1. R の部分集合の族叩炉

(i) uぃ,We, U=Lim U"ならば U豆）t
,1,I， 

(ii) F12 F2ミ・・・ミ凡=Oなる全閉集合尻， i=l,2, …n Iご罰し

(F1-F2)+(凡一凡）＋・・・€訊

を笥足するならげ， Wc2Srが成立つ。

證明。 全閉集合の全膿は乗法的集合族を作る。條仲 (ii) を使へは，全閉

集合を含む最小のブー炉代敷は 9Jcの芹15分族なることが判る 0 條件 (i)を使

へば，容易に奴 2Sr炉云へる。 以上。

(10)にて典へられる m(U)に対し， m(U)が Y の値をとる Uの全閤を

皿とする。 Un噂， U=L!ぃ Un とすれば，｛噂の加 Y に打し， Ii~fl(m(U,,))

が存在するから， Yの弱完備性から m(U)EY となる。尻， i=l,2, …n を

(1) R. S. Phillips: Trans. Amer. Math. Soc. 48 (1940), 516-540. 3.1. 定鳳

(2) あるが CRにより (t;.し:(i)=l)と書き表される閉集合の意，
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F1 戸店・・・ ~F'、,=O なる全閉集合とすれば， Fi=(t; xit)=l)なる岱ECR

がt-f.在する。 x;(t) は， 0~ 叩(t)~1, xi(t)~ 以t)~ …なる様にとることが出
I 1 

来る。 X<m,(t)=屈(t)rm--{心(t)}m十・・・と骰けば， a、,mlt),m=l, 2, …は一様有

界にし---C.m→ + co のとき (F1-F2)+(Fi-F4)+・・・の特性幽敷に収紋する。

lim I] (Tx<m>)=m (F1―尻）+(F3-F4)+…）（り）となるから Y の弱完備l生から（ 
Ill 

(F1 -F2) + (F3 -F4) +・・・€叫 故に補助定理 1により⑭三蚊炉成立つ。故

に

定理 5. y炉弱完備 Banach空間］ならば， CRから Yへの1f界線作用素

Tx, xc Cuと， Y を伯戌とする⑪上の完全加怯的集合咽敗 m(U)との間に

は 匹 =j'x(t)m(dU), (Lebesque或は Riemann位積分）
R 

により一立、』一翌應か仔在し， Tのノ JVムは

I. u. b.11 m(U)-m(R-U)ll 
Uel~ 

で軋へられる。

が得られる。本定理iこ於ては Y を弱完備としたが，そうする代りに T を

弱完全連禎作J-ll素とすれば (Tx;ilxll~1) の列的蒻閉位は列的弱コムパクト

なる故<l>, 上述と同様にして， m(U)EY, U E~ 且 {m(U)}は制限的列的弱

コムパクトである。一般に {m(U)}炉制限的弱コムパクトのと苔，集合函敷

叫 U,)は弱コムハクト値であると云ふ。

定理 6. CR から Banach 字間 Y への弱完全連紐作月］素 T幻，”€仇，と，

Y を値域とする⑪ 上の完全力ll法的弱コムパクト値集合函敷 m(U) との

間には， Tx=j x(t)m(dU) により一封ー賢應炉存在し， T のノ）V ム麟
R 

1.u. b.llm(U)-_m(R-U)llで興へられる。
Ud1 

虚明。 T を弱完全連絵作用素とすれば， (11) によつ---C. T に結びつく，

Y を値域とする St上の完全加法的弱コムパクト値集合函数 ni(U) の存在

は上に逃べた。逆に m(U)をか＼る槃合函敷とし (11)によつ---C.Txを定義

すれげ，列的弱位相にぐtる {m(U)}の凸弱閲位は列的弱コムパクトなる故(2)

Txは弱完全連栢作JIばになる。 以ーし

(1) M. Krein and V. Smulian: Annals of Math. 41 (1940), 556-583. 定理 23.

(2) M. Krein and V. Smulian: 前拇，定理 24系．
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定理 7. CRから Banach空間 Yへの完全連績作用素 Tの，咋CR,と Y

を値域とする R の Borel集合族上の完全加法的， コムパクト値正則集合函

敷 m(U)との間には， T炉=)の(t)m(dU) により一蜀ー到應が什在し， T(l)
R 

ノJVムは 1.u. b. l!m(U)-m(R-U)llで典へられる c

u 
證明。 定理 3(l)證明に準じてやればよい。 以上。

定理 8. y を列的弱コムパクト Banach空間とする。 m(U)を， Y を値

域とする R のBorel集合上の完全加法的，有界強菱動集合函敷とすれば，

匹 =1の(t)m(dU)で定義せられる CRから Yへの有界線形作川素 Tのは完
R 

全連績である。

證明。 {m(U)} が制限的コムパコトなることを云へばよい。 これには

g→ y(m(U))なる Yから V 空間への襲換が完全連績なることを云へばよ

凶~)これは §1 定理 4 により明かである。 以上。

特に R を閉狐間 [O,1]とし， g(t)を Y を値域とする [O,1]上の隠梱函敷

にして O<t<lに於て右から弱連績とする。 g(t)を有界菱動函敷とすれば，

Tの＝『x(t)dg(t)によつて定義される Tのは Cから Yへの1I界線形作川素

を表す。 Y を弱完備を仮定すれば，定理 5に依つて定まる [O,1]の Borel

集合族上の完全加法的集合函敷 m(U) が存在し， O<t~l のとき m([O,t])

=g(t)-g(O) が成立つ。か＼る m(U) は一意に定まり， 1. u. b.11 m(U)-
u 

m(R-U)IIは， [O,1]のあらゆる分割 O=to<t1<…<t,.=l及びあらゆる

ei=土1,i=l, 2, …nに蜀する Ii応(g(ti)-g(い））1の上端になることが容

易に云へる。故に次の定理を得る。

定理 9. yを弱完備 Banach空間とする。 g(t)を， Yを値域とし， O<t<l

に於て右から弱連績な [O,1]上の有界襲動函敷とすれば， m([O,t])=g(t)-g(O), 

O<t~l なる Y を値域とする [O, 1] の Borel集合族上の完全加法的集合

函敷 m(U)が一意的に定まり， 1.u. b. llm(U)-m ([O, 1]-U) 11 は， [O,1] の
u 

あらゆる分割 O=to<t1<…<tn=l及びあらゆる ei=土1,i=l,2, ... nに

（ 蜀する 11~Ei g(ti)-g(ti-1)) !I の上端に等しい。

本定理に於て Y を弱完備とする代りに， ~eiO(g(ti)-g(ti-1)) の全開が制

(1) R. S. Phillips: Trans. Amer. Math. Soc. 48 (1940), 516-540. 3.1. 定理．
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麟疇弱コムメクト，即ち Tx=『x(t)dg(t) か弱完全連績作川素と椴定し

ても，本定理は成＿立つ。 このと苔 m(U) は弱コムパクト値となる。 また

立(g(ti)-g(い））の全證が制限的コムパクト，即ち Tx=『x(t)dg(t)が完全

゜連絨作月J素と1股定しても本定理は成立し， m(U)はコムパクト値となること

が云へる。

以上は R をビコムノヽ クト Hausdorff字間として論じたが， R が局所ビコ

ムパクト Hausdorザ宰間の揚合も同様に論ずることが出来る。即ち CRから

共軋IiBanach空fl'r]Y への打界線形作）lJ素四に関しては， R のコムパクト

閉部分集合 F 及び R の Borel部分集合に蜀し (1),(2)によつて飢(U)を

応及すれは (3)か成立ち Tのノ JVムは (4)で典へられる。また Txを CR

から Yへの1f界線形作用索とし， (t;I x(t) I~1) の形に表される閉集合を含

む泣小の応全加法的集合朕（廣義の¢ブーJV代敗を作る集合族の立）を⑭ と

すれは， (9),(10)により T に拇應する m は， Y か弱完備或は Txが弱完

全追紐作）IJ素等の場合に， m(u)E Y, u E Srとなり定理 5,6, 7等か成立つこ

とが云へる。

第二章 Lp(R), 1 ;S;p~+ oo, に於ける作用素

~1. lJf fiに於ける作用素。

R を始本集合とし， R を一員とする R の部分集合の Borel 族を品R と

し，馬上に完杢加法的測度函敷 f,(U) 応定義されてるるとする。 f,(U)=O

ならは，任意の集合 u1suは U1E叫と骰定する。 R上の有界企可測函

散尤(t)IJ)ノJVム II:C IIを ess.1. u. b. ¥ x(t) ¥で定めるとき， R 上のすべての有
t 

界 {i河測函敷の作る Banach束を M1或は Loo(R)等で表し，特に R=[O,1], 

/'l'}J; Lebesgue iJli.l度函数の場合には簡蹴に M*或は L心で表すことにする。

定理 1. y を完全ベクト炉束とする。 M~ から Y への (o)—有界線形作

J ll菜 Tx,咋 MJ~ は

(1) 四 =J幻(t){J)(dU) (Lebesque式積分）

” 
の形の作）I]索と一致する。但し {J)(U)は Y を値域とする Sl:R上の (o)-←け界，

加怯的集合餡敗にして， f,(U)=Oならげ {J)(U)=Oを滴尼するものとす。特

に Txか (o)ー連試，（？）ー連禎なるための條件は'{J)(U) が夫々次の條件 (1o), 

(20)を濶尼するてとである e
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(1°) f,(Un)→ 0ならは， 1の¥(Un)→ 0 (t) ({j}は粧対 (t)翌紅と云ふ）

(2°) f,(u ,,,,)→0ならは， ¥{j}¥(Un)->O(o)<1> (りは絶対 (0)-3国禎と云ふ）

また T の抽象ノ JVムは I(/} I (R)即ち varrJ/2>で典へられる。
R 

證明。 Kantorovi tchの所議から炉 以上c

定理2. y が抽象 S 亭間， Bochner束，抽象 L岱間の何れかとする。

Miから Yへの mー連禎作用素 Tふ XEMふと

(2) Tx= J x(t)y(t){1(dU) ((o)-.,j; 蒻， y(t)は (o)呵伍分）
R 

の形の作用素とは一致する。

證明。 (oFff界，加法的，紐刀 (oH唱頼集合函数と不定 (o)絨分が一政す

るから，前定理を使って本定理が得られる。 以上。

R 上殆ど到る所打限値をとる炉可測直敷のうち翌」等な函殷を恒等祝して

得られるベクト炉束を SR で表し，また p 乗， 0~ 、p<+co ヵ-;; f, に漏して

可積分な仕可測函敷の作るベクト）V束を LiR) で表す炉 R'~w, (1'を R,

叩，けと同じ性質をもつものとすれば‘

定理 3. Mtから Sw(或は Lv(R'),1~p< + oo)への mー連粕作川素 T:じ

の一般の形は Lx(t)<p(t,t')(J(dU)で典へら札る。但し <p(t,t')はfl <p(t, n I 
R 

f,(dU) ES (或はじ(R'))なる (t,t')の化叫呵測函敷にして， T出の抽象ノ

JVムは jI <P (t, t') I ,e(dU)で真ヽられる C

R 

謎明。 前定理及び第四編第一窪 §4の終りの所論から。 以上。

本定理は Kantrovitchの所諭を籾密にしたものである炉

次に M*に於ける作用素の Hellinger式積分による表現を各へて見べ＇う。

<p(t)を [O,1]上の宜敷値函敷， g(t)を Y を値域とする幽敗とする。此虞に

Y は完全ベクト炉束とする。 [O,1] の分割 SD1r,;O=t炉<t/"><…<t勾=l

に封し

(1) y が Ki;型“正則”ベクトル東のとき且， (2)° は＃（し'11.).>〇なら If,1/J(U、,)→0 (o) と

してよい。

(2) varlD=V(m(U)-m(R-U))の意である。
R Tl 

(3) L. Kantorovitch: 前褐，定理 18.

(4) ぶ｝等な函数は位等説する。 1三p<+ooのと合は Lv(R)は Banach束・cある，・皮た［グ,(fl),
O<p<+co は，非本義的公理を滴足ずる“正則”ベクトル束てあ •,c

(5) L. Kantorovitch: 前褐，定理 20.
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(3) 
ゞ北Jg=ミ臼t~~)ど叫~n)(姻k>)-g(t竺D)
初, Jt I·t~k) -t~lc_)l 

と罰く。 K→十 co のとき， maxIt炉一摩）11→0 とする。かヽる任意の分割列
" 

'.n1c~ こ判し (3)か一定の (o)ー牧倣極限をもつならげ，之を

『心{!亨 t)
• o dt 

と記す。

g(t), 0~t 三 1, が (o)-位相或は (t)-位相(1)で夫々

(4) 区¥ti:....... t~\ → 0 ならは， =s g(ti)-g(tり:-,o
を悩足するとき， g(t) は夫々絶討 (o)-連績及び絶野 (t)ー連績であると云ふ。

但し区Iti-tりは］［に内］：芍を共打しない有限個のl盛間 [ti,t;] の長さの和を

表す。

定理 4_12, yを K,; 型“正則”ベクト JV束とする。 M*から Yへの

(o)ー有界cs> (o)—連綬線形作JIJ素 Tx, 廷 M*,は

Tx= r d<p(t)dg(t) 
o dt '<p(t)= f幻(t)dt, g(t)は―if昇 (o)髪勁，絶翌J(t)是績幽敷

• 1 

の形の作JIJ素と一致する。このと送 Tの抽象ノ JVムは vargで典へられる。

明。 g(t), 0二t三1, を任意の ::ff界 (o)—菱動，絶蜀 (t)ー連績函敷とする。

第一i筐い 1の所論から,{f}([O, t])=g(t)-g(O) なる (o)—有界完全加法的集合幽

散 {f}(U)が一意に定まり， var(/}=var g となる。但し U は Borel集合で

ある。 f(U,J→ 0 (n→十 co) とする。先づ各 ull炉有限個のl詞間の和となる

と送は， Y の Kil 型‘‘正則"性を使へば， g(t) が繕対 (t)—連紋なることか

ら， l瓜(U,,,)→ 0 (t)が得られる。次に各いが高々可附番個の麗間の和と

して表せる場合には 1瓜 (U)の完全加法性を使へば, ¥(/)l(U,J→ 0 (t)が判

る。 これから容易に一般の場合に i創 (U")→0 (t) が判る。 U を任意の

Lebesgue 1:tJ測集合とし， U'を之と対等な Borel 集合とするとき'(fl(U)=

= {J)(U')と定義することにより, {J)(U) を Lebesgue 可訊I]集合族上の (o)—有

界，完全加法的，象印対 (t)—連紹集合函敷とすることが出来る。 [O, 1]の分割列

｛ぶ｝を m~x It少— t竺乳→ 0 なる様にとる。咋M* に蜀し <p(t)=『叫t)dtと
くつ

(1) C'Hllと1ぃ］義
(2) L. Kantorovitch: 前掲，涎理 19B. 

(3) yヵ： KG漿“正則”ならばこの條伴は不要である。
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置き，叫t) を ti賃 ~t< t~k> (l_) とき rp(~嘉二闘リーなる値をとる函敷と定め

<p(t訂）一 <p(t<;~は）
る。但し叫1)= とする。このとき (3)は，

t均一 tば—1

(5) 已竺=I:叫t)仰(dU)

となる。 Ix;c(t) 1~II の II 且殆ど到る所 Xk(t) →x(t) (k→ + 00) となる故，正敷

eに封し広を

広~(t; n~k なる或 n に列し， 1叩(t)-x(t)I二e)

と置くと， Uん三 Uい (k=l,2, ...) (1(U1J→ 0 となる。従て Ir/JI(U,J→ 0 (o) 

を得る。

!:s北Jg-『x(t)r/J(dU)~『囚t)-x(t)I I </J (dU) I 
I'k Llt 0 

~el 瓜 ([O, 1])+2llxll I例(U1c)

J叫g
故に k→ +oo のとき・ ~tJt は＼。x(t)r/J(dU) に (o)—牧紋する c

叩ち

『も(t)dg(り=¥1x(t)r]J(dU) 
• o dt . o 

を得る。故に Tx=『む(t)dg(t) と似けば T は (o)噴界， (o)-連紐作川素に
o dt 

して， Tの抽象ノ JVムは vargで典へられる。

逆に Txを M*から ymへの (o)-1f界 (o)ー連煩作｝廿素とすれは，定理

1により

Tx= j x(t)(fl(dU) 

゜なる (o)—有界，絶対 (t)ー連績集合函散 r]J(U) か一丘に定まり， T の抽象ノ JV

ムは var(flで興へられる。 g(t),0~t~1, を g(t)= {f)([O, t])で定めると，明

゜かに， g(t)は有界 (o)噌芝勁，紀塾 (tH崖績である。従て上述から

『心(t)dg(t) 『- = x(t){/)(dU), 但し <p(t)= x(t)dt 
o dt ｝。

(1) この場合 Y を完全ベクトル束としても本定理の以下の證朋は成立つ，
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となる故に Tx=『がりdg(tt が得られる。容易に T の抽象ノ JV ムは v~rg
o dt 

なることか判る。 以上。

Yが非本義的公理を詞足する“距則”ベクト JV束ならば， g(t)が絡針 (t)-

連績ならは，常に-1r界 (o)—菱勁になることを注意する c

定理 5.(1) yを Ks型‘‘正則”ベクト）V束とする。 M*から Yへの

(o)屯界(2)m-連績作JTI素 Tx,XEM'" は

Tx=『心(t)dg(t)
o dt 

， 但し <p(t)=j x(t)dt, g(t) は有界 (o)—襲動(3)絶拇 (o)-

連粕。

の形の作川素と一致する。このとき Tの抽象ノ）V ムは vargで典へられる。

誼明。 g(t) を任在の :ff界 (o)—菱動，絶聾 (o)ー連笥函敷とすれば，前定理

の證明と屈様にして, (fJ([O, t])=g(t)-g(O) なる (o)-:fr界，絶対 (o)—連頼某介

函散 r/J(U) を一意に定めることか出来る。このとき var{/) = var gとなる。

従て定踵 1を使へげ，前定阿と同様にして澄明を進めることか出来る。

以上。

次に Y を Banach 空間とする。 Tx を Mi から Y への（り）—連禎線形作

川素，即ち (v)—牧飲列を眼牧紋列に襲換する線形作川索とする。 UE~R の特

性函敷の T による像を {fl(U)と置く。 Tの（な）ー連績性から {J)(U)は完全加

法的，紐判雌連績である。従て容易に判る様に

(6) 匹ヽ＝『叫t)r/J(dU) (Lebesgue式積分）

炉成立つ。 lI.Tのノ）V ムは 1.u. b. 11 {J)(U)ー r/J(R-U) ll で典へられる。迎に
u 

(J)(U) を任意の完全加怯的，絶針強連績集合函敷とすれば， (6)によって定義

される Txは (t)ー連紐である。故に次の定瑾を得る。

定理 6. yを Banach空間とする。 Mi から Yへの mー連績線形作用

素四， XEMふと

Tぶ=j幻(t)(J)(dU), 但し (J)(U)は完全加法的紐塁抄顕連績集合函敷を表す。
R 

(1) L. Kantorovitch : 前掲： 定踵 19A. 

(2) y か Ks覗 "lE且1]"ベクトル束ならば， この(,ii件は不要である,.

(3) fnl上。
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の形の作用素とは一致する。このとき Tのノ JVムは l.u.b.11 {J}(U)-{J)(R-U)II 

で典へられる。

Y を Banach 空間とし， Y を値域とする函敷 g(t),0 三 t~l, に翌し，

4叫g
(3)式エー が K→+ooのとき， Y の一定要素に弧牧倣するならば，こ

5l)" ilt 

の極限を i1 drp(t)dg(t) 

o dt 
と書くことにする。 また g(t)が， ノJVム位相で (4)

を滴足するとき， g(t)は絶封強連績である。

補助定理 1. yを Banach空間とする。 Y を値域とする絶判弧連級函敷

g(t)に判し， {J)([O,t])=g(t)-g(O) を滴足する完全加法的絶判強連禎集合函敷

{J}(U)が一意に定まり， l.u. b. 11 {J}(U)-{J}([O, 1]-U) IIは，あらゆる [O,1]の

分割 O=t。<t1<… <tn=l及び E:i=土1,i=l,2,…nに毀するエ叫g(ti)-

g(い））［の上端に等しい。

證明。 前睾 §3の所論から， Yを値域とする [O,1] Borelの集合族上の

(Y)—完全加法的集合函敷 {J)(U) が一意に定まり， {J)([O, t])=g(t)-g(O), 且つ

り(U) に贄し本補助定理の最後の部分沿成立つ。りを Y の箪位球の任應の

要索とすれは， y(g(t))はりに闘して同程度絶封連禎なることからり(U)(り）

も同様である。故に正敷 e に拇し，正敷 0 が定まり，戸(U)<l3 ならば，

11 {J)(U)II <1cとなる。この性質を使へは容易にり(U)は Yを値域とすること

が判る。次に U を Lebesgue可測集合とするとき， U と対等な Borel 集

合 U'をとり， {J)(U)={J}(U')と定義する。 この {J}(U)が本補助定判に述べ

られた @(U)であることが直ちに判る。 以上

定理 1.m y を Banach 索間とする。 M* から Y への(~)—連績作用素

Tx, 廷 M*,と

Tx=『心(t)dg(t)
o dt 

，但し <p(t)=『x(t)dt, g(t)は絶翌強連績

の形の作用素とは一致する。このとき Tのノ JV1: は， [O,1]のあらゆる分割

O=t。<t1<… <t,,,=1 及び ci=上1, i=l,2, …n に対する 文叫g(U-

g(t← i)) Iの上端である。

證明。 g(t)を絶蜀強連績函敷とする。補助定理 1により， g(t)に野應す

(1) L. Kantorovitch : 前拇，定理 22.
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る完全加法的絶判連禎集合鰍敷を (fJ(U)とする。定理 4の證明中と同様に

叫 t)を定義すると，

臼竺~=t呪(t)(fJ(dU),

今 U1c=(t;I x(t)ー叫t)I~d とすれば， f,(U1c) →O (k→ + oo). 

区 drpg」 1 , 1 

祝 Lit -f。x(t)(fJ(dU)I= f。に(t)-x(t))(fJ(dU)

;Se 1. u. b.11 (/)(U)-(fJ([O, 1]-U) II+ 2 II x 111. u. b.11 (/}(U)-(fJ (Uk-U) II 
Uデ Uk

d叫g故に k~>十 C0 のと苔，~ i1£ は＼。~(t){f)(dU) に強牧倣する。即ち

f:-c! 閃ー(~:g(t) = f:x(t)り(dU)

故に Tx=『む(t)dg(~) と置けば，定理 5 により， Tのは m蓮績である。
o dt 

逆に Txを M*から Yへの（往連紹線形作用素とすれば，定理 5によ

り， Tx=『x(t){f)(dU) なる完全加法的紐対連禎集合函敷 {f)(U) か仔在する。

゜g(t), 0三t三1,を g(t)=叫[O,t])と定義すれは，明かに， g(t) は紐計強連積

である。故に上述から

Tx=『心(t)dg(t)
o dt 

, cp(t)= f x(t)dt 

゜
が得られる。定珊の最後の部分は，補助定理 1により明かである。

以上。

§2. L(R)に於ける作用素。

L(R)を R 上で 0に闊する可積分宜函敷の作る Banach束とする。特に

R が閉阪間 [O,1]且 0が Lebesgue測度函敷となるとき， L(R) を輩に L

と書く。先づ Y を完全ベクト JV束とし， Y を値域とする j'rR上の加法的集

合函敷 {f)(U)に潤し，常に I{f)(U) I~f,(U)y。を濶足する Y の正嬰素 Yo が

存在すると送， {f)(U) は束的 Lipschitz 條件を滴足すると云ひ，か＼る Yo

の下端を束的 Lipschitz常数と云ふ。

定理 1. L(R)から完全ベクト JVyへの (g)ー有界線形作用素 Tの(1)心 EL(R),

は

(1) (T:r,; I! x jl :S 1) が (o)—有界となる線形作用素の意,,
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(1) T: の=f叫t)r/J(dU), (f}(U)は束的 Lipschitz條件を濶足する加法的
u 

集合函敷を表す。

なる形の作用索と一致する。 このとき T の抽象ノ）V ム且 (fJ(U) の東的

Lipschitz賞敗である。

證明 C T: のを L(R)から Yへの (g)-イ『界線形作川素としその抽集ノ）V ム

を y。とする。 UE馬の特性函敷の T による像を (f}(U)とすれは，』(U)I 

~f](U)y。となる。明かに {J)(U) は加法的である。このの(U) を使へば， Tx

が (1) の形に害か礼ることが容易に判る,,・ これから明かに <fJ(U) の束的

Lipschitz常敷が Yoであること炉判る。迎に (1)の形で典へられる Txは

（ひ有界線形作用素であることも明かである。 以上。

g(t), 0~t~l., を Y を値域とする餡敷とするとぎ，任：点の。三t1,t2~l 

に翌し Ig(t1)-g(t2) I~: t1-t叫Yoを満足する正挺素 y心 Yが仔在するならは，

g(t)は束的 Lipschitz條件を満足すると云ひ，か＼る y。のF端を束的 Lip-

schitz常敷と云ふ。

定理 2.<D L から完全ベクト，JV束 Y への (g)—有界緑形作川素 Tx, XEL, は

(2) 匹＝＼1心(t)dg(t)
u dt 

, r,p(t)=『吠t)dt, g(t) は束的 Lipschitz 條件を

゜
揺足する。

なる形の作用素と一致する。このとき Tの抽象ノ）V ムげ、 g(t)の束的 Lipschitz

常敗である。

證明。 g(t), 0~t~1, を束的 Lipschitz 條件を氾足する函散とし，その

東的 Lipschitz常敷を y。とする。 g(t)に闘し， y。を東的 Lipschitz'常散と

する束的 Lipschitz 條件を満足する加法的集合直散 rfJ(U) を， り([O,t])= 

g(t)-g(O)となる様一窪的に定めることが出来る。 [O,1] の分割念，'に劉し，

疇 (3) 式に於けると同様ご咳を定義する。但し ~o(t)=f: 叫t)dt, ① EL 
祝： .dt 

である。前節定理 4の詑明と同様に況(t)を定裟すると，

：：図4叫g 1 !l::s1c-dt-―l。x(t)り(dU)i ='j (叫t)一幻(t))rt1(dU)j~(f:\ (x,c(t)→ (t)¥dt)Yo 

を得る。 故に ~k k=l, 2, 3, … を mfxIt『'>-t)klI→0 なる椋にとれは，

(1) L. Kantorovitch: 前褐，定理 23.
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~L1~:fJ__ f;t 『x(t)の(dU) に (o)—牧倣す砂故に 1.1!£_(t)jl_g_ill_ 1 i。 dt = J。~(t)(f)(dU).

従て Tx=『心(t)dg(t)＿＿ _—-—- と骰けば， Txは前定理により (g)—有界線形作用素
o dt 

にして， Tの抽象ノ炉ムが y。となる。

道に L(R) から Y への w—有界線形作用素 Tx を任意にとると，前定理

1により， Tx=『x(t)(f)(dU) と書かれる。今 g(t)= (f)([O, t]) と定義すれば，

゜r/J(U)が束的 Lipschitz條件を渦足することから， g(t)も束的 Lipschitz條

件を揺足することが判る。故に上述から Tx=『心(t)dg(t)
o dt 

, rp(t) = J。x(t)dt,
が得られる。 以上。

Yを條件(p)C2)を濶足するベクト JV束とすれば，束的 Lipschitz條件 Ir/J(U) I 

汀 (U)リ。を濶足する加法的集合函敷 (f)(U) は，第四編第二翠 §2定理 1

により，不定 (o)萩分である。即ち (f)(U)= j y(t)[3(dU)なる (o)呵積分函敷

y(t), I y(t) I~Yo 力珀在する。 x(t) を R 上の宜可精分函敷とすれば x(t)Yo は

(o)河積分なる故， x(t)y(t) も (o)ー可萩分である雙）この性質を使へば，定理 1

から次の定理を得る。

定理 3. yを條件 (p)を満足する完全ベクト JV束とする。 L(R) から Y

への(,;)—有界線形作用素 Tx, 江 L(R), は

四=)x(t)y(t)屈(dU),
R 

((o)釈分）

此虞に y(t) は (o)ー有界 (o)—可稼分函散を表す。

なる形の作用素と一致する。このとき Tの抽象ノ JVムは， ess.1. u. b~I y(t) lw 
で典へられる。

本定理の特例として次の定珂 4,5を累げやう。

定理 4. L(R) からら(R1), 1~p < + 00 への mー連頼線形作用川素(5)

(1) ~~I 立(t)-x(t) I dt -> o (O)となるから。

(2) 第三編第二章 §4参照。 K—空間， K―—空間， Bochner 束，及び 0 でない各定要素には之

に正値を奥へる正線形汎函数の存在する Kif型“正則”ベクトル束等何れも條件(μ)を滴足する
ベクトル束である。

(3) 第四編第一章 §2定理 5.

(4) (t; I y(t) I~Yo) が零測度集合を除いて R と一致する様な]!。の下端の窓り

(5) この場合 (Z)弁環形作用素と一致する。
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Tのの一般の形は

Tx =) x(t) <p(t, t')ド(dU)
R 

である。但し <p(t,t') /:J: f, X化可測且 j[ess. l. u. b. Iダ(t,t') ¥]噌(dU')< + oo 
R t 

にして T の抽象ノ JVムは ess.I. u. b. I rp(t, t') Iで典へられる。
t 

證明。定理 3及び第四編第一意 §4の所論から炉 以上。

定理 5. L(R) から M~, への (g)—連績線形作用素<2> Tx, 廷 L(R), の一般

の形は，

Tx=J訊t)外t,t')岬(dU)
R 

である。但し <p(t,t') は化X化可測且 ess.1. u. b. I cp(t, t') Iく十 oo にして T
t, t' 

．の抽象ノ）V ムは， ess.l. り.b. I cp(t, t') Iで典へられる。

腔明。 定理 3 及び第四編第一穿 §4 の所論から ~:l) 以上。

次に Y を Banach空間とする。 Yを値域とする加法的集合爾敷 {J)(U)に

蜀し， \\{J)(U)!\~ 婚(U)を構i足する正敷 aが存在するとき'rJJ(U)は Lipschitz

條件を詞足すると云ひ，か＼る a の下端を r/J(U)の Lipschitz常数と呼ぶ。

定理 6. L(R)から Banach空間 Yへの有界線形作川素 Tx,XE:L(R), は

Tの=f x(t){J)(dU), {J)(U) は Lipschitz 條件を悩足する加法的集合函敗
R 

を表す。

の形の作用素と一致する。このとき T のノ）V ムは rJJ(U)の Lipschitz常敗

である。

定理 1. yを Banach空間とする。 Y を値域とする加怯的集介函敷 {f}(U)

は Lipschits條件を油足するとし， Tx=j x(t)(f)(dU), 咋 L(R) と闘くし次
R 

の條件

(1°) (I)(U)はコムパクト値である。

(2°) T は弱牧倣列を弧牧倣列に菱換する。

は互に同義である。また次の條件 (3°)-(6し））

(3°) T は可分値弱完全連績である。

(1) 108頁参照。

(2) 張牧欽列を (o)-牧倣列に襲換する線形作用素の意ぃ

(3) 108頁参照。
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(4)) T は弱完全連禎である。

(50) { </J(U}_ r Iま制限的列的弱コムパクトである。
P,(U) 

も互に同義にして， 之れから (l0), (2°)か従ふ。

證明。 (10)→ (2°) {xn(t)}を 0に弱牧倣する L(R)の要素列とする c 典

へられた正敗 eに針し，正敗 N を充分大送くとり，に=(t;I Xn(t) I :2; N) 

麟くとき， JI Xn(t)ド(dU)< C なる様にすることが出末る。 Mf から Y
u 

への有界綜形作;'fl呆 Sx,XEMR, を Sル=f化(t)</J(dU) で定義すれは' </J(U) 
R 

はコムパクト値なる故 Sは完全連績作川素である。咋(t)を tER-Unのと

送， x~(t)=xn(t), その他の偲hで x~(t)=O と定義すれは， IISx~l\ →0 (o)炉云へ、

ふ !IT:じ、.11~11S心 l\+el\Tll から IIT心 II →0 (n→ + co)が判る。

(20)→ (1") U叫の 特性 函敗 を x(t)とすれば,{f}(U)= Txとなる。然る

に L(R) に於て任衣の1厨間はダリ的弱コムパクトなる故，條件 (20)から (1")

が従ふことか判る。

(30)→ (40) 自明 c

(4")→ (5°) u噂）の特性函敷を x(t) とすれは，咋L(R) 且＼
1 I 

X 
P(U) 1 

=1 となる。 T(l x)=外いなる故，（外U).
{l(U) 戸(U) (P,U) 

, U心）は制限的弱コ

ムパクトてある。

(50)→ (4') C;l闘： U心）の列的弱位相による凸閉庖を A とすれば，

A は列的弱コムパクトである伎然るに [[XII~1, XEL(R), に翌し TxEAな

る故， Tは弱完全連紹である。

(4')→ (1°) T* を T の共輌作用素とすれは， T* は Y から Ml~ への弱完

全連紙作）—f]素である。 MR の要素をその不定積分で表すと送 T*f] は fl(</J(U))

で典へられる。然るに M1の列的弱コムパクト集合は L(R)のコムパクト

集合になる四故に T*を Y から L(R) への作用素と考へれば完全連績で

![)(U) 
(1) S(U)=Oのとさ， ―― ~o と定める

S(U) 
(2) S(U)キ0とするい

(3) M. Krein and V. Smulian: Annals of Math., 41 (1940), 556-
(4) V. Gantmacher: Recueil Math., 49 (1940), 301-308. 定理 1参照。

(5) 第一章 §1定囲 3による
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ある。従て (!)(U)はコムパクト値である。

(40)→ (30). (40)→ (10) により f/J(U) はコムパクト値，従て可分値なる故

Tも可分値となる。 以上。

定理 a. Y を Banach空間とする。 Y を値域とする集合函散 (!)(U)が

Pに闊する不定 Bochner積分ならは, </J(U)はコムパクト位でゃる。

證明。 (f)(U)=) y(t)f,(dU)とする。吼圏散 Yn(t)を， IIy,,(t)-y(t) II~I! y(t) II 
u 

且 殆 ど到繹 y几(t)→y(t) (n→ + oo) なる様にとる。 (/J、9し(U)=)叫 t)印(dU)

とすれば, </Jn(U) はコムパクト値である。正敗 e に対し，)11:,,(t) -y(t)II 
R 

[J(dU) < eなる n をとれば， II({)n(U)-</J(U) II< e となる。 これから </J(u)

がコムパクト値なることが判る。 以上。

定理 7から次の諸定理を得る。

定理 9.(1) 抽象 L空間から Banach生f/¥Jへの弱完全連禎作JH素は弱牧紋

列を強牧列に菱換する。

定理 10.<2> T, T を抽象 L空間内の弱完全連績作用素とすれば， TT'は

完全連績作用素である。

定理 11.<3> L(R)から Banach空間 Yへの弱完全連績作用素 T北咋L(R),

は

Tの=)加(t)y(t)間(dU), (Bochner租分） y(t) は Y を値城とする殆どコム
R 

パクト値 Bochner1:fJ積分函敷にして， ess.l.u.b.i!y(t)II <+  oo. 

の形の作川素と一致する。このとき Tのノ JVムは ess.I. u. b.11 y(t) 11で典へら

れる。

證明。 定理 7及び前網第二睾 §1定理 1から。 以上。

定理 12_<4> L(R)から Lp(R1),1 <p<+oo, への打界線形作用素匹の

一般の形は

Tの=j x(t)rp(t, t')岬(dU)
R 

である。但し ,p(t,t')は p,xf,'-可測且 ess.1. u. b.) I rp(t, t') I喧(dU')< + ooに
t R' 

(1) R. S. Phillips : Trans. Amer. Math. Soc. 48 (1940), 516-540. 5.5定理．

(2) R. S. Phillips : 同， 5.6系。

(3) R. S. Phillips : 同， 5.4定理。

(4) N. Dunford: Trans. Amer. Math. Soc., 40 (1936), 474-494. 
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!:. 
して TI/_)ノJVムは， ess.I. が、:b.{J wl r(t, n I咄 (dい}pで典へられる c

證明。 定理 11を使って。 以上。

§3. Lp(R) 1 ..:_p < + ooに於ける作用素。

X を Banach 索間とし， X から L,.(Rり， l~r~十oo,への mー連績線形

作川素 1'.ん，廷X,の形を決定しやう。 Txは Lr(R')の要素であるから，その

不定積分を杓へ， u1E~11, 上の値を fu,(x)で表すと， fu,EXである。 T の抽

俊ノ JV ムの不定偵分を g(UI) と憤くと， II の 11~1 に対し， lfu,(x) I~g(U1), 

従て llfu,11三g(UI). これから var¥¥}加¥¥=g(UI)なることが判る。 X が局所u, 

列的弱コムパクト或は X が可分等の條件を祐足する揚合には， fu, は不定

Bochner積分 fu,x(t')ド(dU1)となり， fu,(x)=Jじ元(t1)(x):91(dU1) を得る故， Tx

はのを x(t1)(幻）に箋換する作川素となる e このとき T の抽象ノ JVムは，

11 x(t1) IIなる L(R')の要素である。故に

定理 1. X. が局所弱コムパクト或ぱ X が可分ならば， Banach空間 X

から Lr(R1), 1~r ;; 十 oo, への();)建禎作］廿素匹，幻EX, の一般の形は，

X を値域とするげに閥して Bochner可積分函敗 x(t1)により，位→x(t1)(幻）

なる形に表され， T の抽象ノ JVムは 1ば(t1)[1 なる Lr(R1)の要素で典へられ

る。

が得られる。特に X としてら(R),1 < p < + oo をとると

定理 2_<1> Lv(R) 1 < p < + co, かう Lr(R1) への (g)這績作］廿菜 Tふ

”叫(R),の一般の形は， Tの=J①(t)<p(t, t')f,(dU) である。但し <p(t,t1) は
R 1 

f, X f,'囀饂敗にして｛しI<p(t, t') Ip'f,(P U)} pl' 叶+¾,-=1) は L揺）に凪

する。このとき Tの抽象ノ JVムは， u1 <p(t. n IP'f,(dU) r~, で典へられる。

” 
§3. VP, I <P <+co (こ於ける作用素。

I', Wl, 阻(U)等を燒→四編第三章に於けると同じ邸味をもつものとし，共虞

の記法を酪製する。無限大値を許容すれば， (J(U)は咄を含む最小の Borel

族 ~(9JO 上の完全加法的非員宜集合函敷に1概大されるから， r 上で慧糾函敗の

禎分を論ずることが出来る。この場合黙函敷が可測であるとは ~(9R) に闘し

(1) L. Kantorovitch : 前掲，定理 36.L. Kantorovitch and B. Vulich: Compositio Math., 
5 (1937), 119-165. 
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｀るとする。 111P 11 = {t I ; 悶闘}t,l<p<+co, をノ JVムとする加

法的集合函敷 <p:U) の Banach 束 yv Iま， <p(U)=I r(t)(1(dU), ll rpll= 
u 

u I r(t)i1'11(dU) y なる・宜可積分函敷 r(t) が存在するから，•本質的にはら(r)
r 

に外ならない。

先づ X を完全ベクト）V束とし， T伶 rpEV叫 l<p<十 co, を y1, か

らXへの m屯界線形作用素とする。 (,uEyvを， 11u(U)=ド(uU), U, u E We 

で定義し， ど(U)=Tん と置くと， 明かに E(U) は加法的集合函敷にして

叩(U)=O ならば， t:(U)=O となる。」を任訊にとり，芦〗 Cu 化さ 1 なる究散

Cu Vこ到し，

(1) 喜凸
U叫ド(U)½

を考へる ~1) (1) の全膿はいの','(L位球で桐密な集令を作る。 T による (1)

の像は

(2) ミ詮u
ど(U)

- ---

UeJ 叫(U);

と書ける。 (2)の全囮の上端は T の抽象ノ JVムに等しくなる。先づ J を固

定して知を菱化させたとき， (2) の上端は｛ゞ I~(U) 11''}¾-<21 
U叫 f,(U)が一1

になる。次

に J を襲化させ｛品 ~i~悶~!::}了の上端を求めると｛し犀i~u~:rpアと
なる故，丘 yv'(X),且 Tの抽象ノ ;vムは N(t;)で典へられる。任訊の 'f!Ey;, 

―'<p(U)ど(U)をとり，”を名へると， T四＝＼ ＿ ーーとなる故，容易に

(3) 

が得られる。

直り(U)

Tt'"= I外d[J)暉(dU)
r~(dU) 

， /;E yv'(X) 

迎に (3)で定義される店を考へると， IT'P I~N(r.p)N(i;) となることか

PU 
(1) {3(U)=O ならば，—― 1 = 0 と定める。以1叩］様，

fJ(U)p 

(9) 
1 1 

-——+-—-I p p 
-1 
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ら， Trpはいから X への (g)-1f界線形作川素であることが判る。故に

・ 定理 1. X を完脊ベクト）レ束とすれは，臼， l<v<+co から X への

線形作川素匹，戸€ い，が (g)—有界となるための條件は，ど E VP1(X) が在在

して (3)式応成立つことである。 このとき T の抽象ノ JVムは N(t)で典へ

られる。

特に X が抽象 S雫間， Bochner束，抽象 L空間等であれば，どeVP'(X) 

に闊し， (p') (o)河積分函敷 x(t) が仔在し， E(U)= f x(t)[1(dU), N(t) = 
u 

{Jrl x(t) Iv'f,(dU)} 1'' となる。任訊の rp€ い， l<p<+co,に翌」し,rp(U)= 

J r(t)ド(dU)なる r叫 (I') を考へれば容易に
u 

(4) い誓悶U)= j /(t)x(t)け(dU) (o)-f五分

となることが判るから，

定理 2. X を抽象 S空間， Bochner束，拍象 L 空間の何れかとする。

Lj「）， l<p<+ooから Xへの線形作川素， Tr, 戸： Lp(I'), が (g)—有界な

るための條件は， X を値域とする (pり(o)呵禎分函敷 x(t)が仔在して， Tr=

J r(t)x(t)(3(dU), と書かれることである。 このとき T の抽象ノ JVムは，

uは(t)I作(dU)「口ヘられる。

X が條件 (p)を瀾足する完全ベクト JV束の場合には，その横大抽象 S空

間を考へて本定理を適用すればよい。其の一例として次の定理が成立つ。

定理 3y> Lp(I'), 1 < p < + co, から Lr(『）， 1 ご r~+oo への線形作用

素 Tr,r叫 (I'),が（記）ー連績なるなめの條件はu[cp(t,t')jP'(3(dU)}¾-山(I")
なる f,X {J呵測函敷 rp(t,t')が存在し， Tr=J r(t)rp(t, t')(3(dU)と書かれるて

r 

とである。このとき Tの抽象ノ JVムは，{fI rp(t, t') !1}屑(dU)}〉で典へられる。
r 

次に p=2 として v2 に於ける (g)—連績作用素と有限ノ JV ムの (finite norm) 

作用索との闘係を辿べる。 Tepを v2から抽象 L2空間への有界絋形作用素

とする。 {rpa} を v2 の正汎完全直交系とする。 高々可附番個の T<f!a が

(1) L. Kantorovitch: 前掲，定理 35, 前節定踵 2を一般にしたものである。
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T<p,, =I--= 0 を油足し， ~ii Trp『 <+ooのとき， T<p は有限ノルムの作用素で
“ 

あると云ひ，、 i:r,2=~1!T<p『と定義する。
a 

定理 4. v2から抽象 L2空間 X への11界線形作用素 T<pに野し，次の

條件 (lo),(2o)は互に同筏である。

(1°) T は (i:)蓮組である。

(2°) T は有限ノ JVムである。

證明。 (10)→ (20)定理 1により， T<p=J笠(dU)i;(dy_2ーなる託 V2(X)
r f,(dU) 

が在在する。 T<p=(<p,E) と害くと，前編席三章 §3定岬 4を使つて， ('Pa,/;)

キ0 なる 'Pa は高々可附番個にして， N(~)={区（凡，ど）2}百 となる。抽象 L2

空間の性質から(1)

IIN(~)I児 =~II(化，ど）112=区 IIT叫12
a a 

となる故に Tは有限ノ JVムである。

(20)→ (1°) T和＝妬と骰く。 Tが有限ノ JVムであるてとから， Xa"F0な

る叫は，高々可附雷個にして， JI:T ,2= Lill叫1¥2なる故｛区硲｝咋X となる。
a 

ど(U)=:z:_;和(U)叩と悦くと，前絹第三猷 §3 定珊 3 により， ~E v2(X) で
a 

ある。然るに仇(U)=P,(UU) とすれば，ノ JVム位相で f,u=区叩(U)凡なる

故に， t;(U)=Tf,u となり，定理 1の證明と同様にして N(t;) が T の抽象

ノJVムであることが云へる。 以上。

、定理 s.<2) L2(R)から Lz(R')への線形作用素 Tに就て次の命題は互に同

義である。

(1°) T は m這禎である。

(2°) T は有限ノ JVムである。

(3°) T はH伸(t,t') ¥2 d(f, X fi') <+coなる f,Xげ可測核 (fJ(t,t')による
RxR1 

精分作用素である。

1 

(1) Xn, n=l, 2, 3, …を抽象 L,空間 X の要素とするとき｛凶岱,'}:f EX 11J條件は， 2_;II Xn 112 
1 1 

00 I 
00 

<+oo にして，且このとき ll{~x,,,,'}21ド =LillXnll' が成立つ。
1 1 

(2) B. Vulich: Annals of Math., 38 (1937), 156-174. 
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虚明。 (1゜）こで (20) は前定理から， (10) ご~(3) は定理 3 から。 以上。

本研究に於て御懇切な御指導を賜つた前田敦長（こ深く戚謝する。尚本町究

は文部省科學研究費の補助によってなされた。

廣島文理科大學敷學敦室
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