Uber Totalnullteiler kommutativer Ringe mit
abgeschwachtem U-Satz. II.

Von
Shinziro MORI,

(Eingegangen am 20. 4. 1936.)

Im ersten Teile der vorliegenden Arbeit™ werden wir die besonderen
Eigenschaften des nilpotenten Ringes R mit abgeschwichtem U-Satz
noch ndher untersuchen, einerseits um den Beweis des grundlegenden
Satzes in meiner vorigen Arbeit® kiirzer zu gestalten, andererseits um
zu zeigen, dass bei der Untersuchung der nilpotenten Ringe der Total-
nullteiler stets eine wichtige Rolle spielt. Im letzten Teile soll die
direkte Summezerlegung des Ringes R behandelt werden, wobei nur
der abgeschwichte U-Satz vorausgesetzt wird. Bei dieser Untersuchung
lasse ich mich von der Analogie mit den endlichen nilpotenten Ringen
leiten, welche ich in meiner vorigen Arbeit® untersucht habe. Die
Wichtigen Begriffe, die wir bei dieser Diskussion benutzen, sind die-
Begriffe des Totalnullteilers und der Zuriickleitung.

Einige Satze iiber nilpotente Ringe.

Der erste Teil des Beweises vom grundlegenden Satz 1 wird durch
den folgenden Satz verkiirzt und verallgemeinert.

Satz 9. FEs sei R ein nilpotenter Ring mit abgeschwichtem U-
Satz. Dann ist jeder Idealquotient g = (0):a darstellbar als Durch-
schnitt von endlich vielen Idealquotienten g; derart, dass q; = (0): (r;) 4st.

(1) Nach der B.H. Neumann mir erwiesenen Aufmerksamkeit werde ich die
Beweise der Sitze im letzten Paragraphen umstéindlich erzéhlen. Vgl. Fortschritte d.
Math. 571 (1931), 167.

@) S. Mori, Uber Totalnullteiler kommutativer Ringe mit abgeschwichtem U-
Satz, dieses Journal 6 (1936), 139.

(3) S. Mori, Zusammenhang zwischen Primiridealen und Minimalidealen, dieses
Journal 1 (1931), 77.

(4) W. Krall, Uber verallgemeinerte endliche Abelsche Gruppen, Math. Zeitschr.
23 (1925), 175.
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Es sei o/ =(0):q, dann ist a’ offenbar ein Teiler von a und
q=(0):a. Ist r, ein belichiges Element von o, so ist q; = (0):(r)
ein Teiler von q. Wenn q =g, ist, so ist der Satz schon bewiesen.
Also nehmen wir an, dass q; ein echter Teiler von q ist. Dann gibt
es in g; ein durch g unteilbares Element ¢;, und aus (g))a’ == (0) folgt
die Existenz eines Elementes 7, in a” derart, dass 7.0, == 0 ist. Der
Idealquotient q; = (0): () enthilt das Ideal g, aber nicht das Element
¢, und folglich ist b = q; N\ g2 ein echtes Vielfaches von q;. Ist by
noch von q verschieden, so gibt es in b, ein durch q unteilbares Element
¢, und fir ein Element 73 aus o ist 75,0, da (g)a" == (0) ist.
Setzen wir wieder q; = (0):(r3), so ist q; nach 73 = 0(a’) ein Teiler
von q und @s; enthilt nicht das Element ¢, Der Durchschnitt
b3 = q; N\ 02 N\ qs ist damit ein echtes Vielfaches von b, und ein Teiler
von q. Der Totalnullteiler t von R ist kein Nullideal und durch g
teilbar, denn R ist nilpotent. Da in R aber der abgeschwéichte U-Satz
vorausgesetzt wird, so ergibt damit eine Fortsetzung dieses Verfahrens
den Beweis unseres Satzes.

Ist R%2==(0) fiir den nilpotenten Ring R mit abgeschwichtem U-
Satz, so ist nach Satz 3 eine endlich-malige Summe jedes Elementes »
aus R stets gleich mit Null, ndmlich es ist nr = 0 fiir eine ganze Zahl
n. Die kleinste positive Zahl n, fiir welche nr = 0 ist, heisst die
Ordnung des Elementes r. Ist R ausserdem in eine direkte Summe
unzerlegbar, so ist die Ordnung jedes Elementes eine Potenz einer
Primzahl p. Aus der Tatsache folgt

Satz 10. FEs sei R ein wilpotenter Ring mit abgeschwachtem U-
Satz und in eine direkte Summe unzerlegbar, und es seien q, = (0):ay,

= (0):qa, 2wei Idealquotienten wvon der Art, dass q; > q; ist, und
dass dazwischen kein weiterer Idealquotient wvon der Form (0):b
eingeschoben werden kann. Dann ist die Anzahl der verschiedenen
Elemente des Restklassenrings qi/qs nicht grosser als p®, wo n die An-
zahl der Ideale einer direkten Summezerlegung des Totalnullteilers t
von R, und p die zu R gehorige Primzahl bedeutet.

Bilden wir die Idealquotienten

(1) : ag=0(00):q, a=1(0):0g,

so muss aj < a; sein, weil g = (0):qaf, go = (0):0a}, q, > g, ist. Da
a; == (0) ist, und da der abgeschwichte U-Satz gilt, so konnen wir
damit in a3 ein durch ai unteilbares Element a; finden, sodass es kein
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Ideal zwischen o] und o = (ai, (aé)) gibt. Aus (1) folgt dann

qi{@?) == (0), gz’ = (0). Setzen wir ¢’ = (0):4a’, so erhalten wir daraus
< q <q. Denn, wire ¢, = ¢, so ergibe sich ein Widerspruch
qi(az) = (0). Da es aber zwischen q; und g, keinen Idealquotient von
dér Form (0):b gibt, so folgt daraus

(2) @=q, q=(0):a.

Nun sei ¢, ein beliebiges durch g; unteilbares Element aus q;; dann ist
nach (2) qa5 0. Da q; > q. ist, so muss R2==(0) sein. Nach Satz
3 und der Unzerlegbarkeit von R ist die Ordnung jedes Elementes
von R eine Potenz einer Primzahl p. Da es aber zwischen a] und

o = (o}, (a)) kein Ideal gibt, so ist
paz=0(a), raz=0(a)

tiir jedes Element r aus ®. Nach ajq; = (0) ist damit ¢ = ga) ein
Element aus t und pt = 0. Sind zwei durch g, unteilbare Elemente
¢; und ¢ aus ¢, inkongruent mod. gz, so muss ¢,a; == qia; sein. Sonst
wiirde ¢; = q;(qz), und wir hitten einen Widerspruch. ¢ = ¢qya; und
t = qja; sind damit zwei verschiedene Elemente aus t, und pt = 0,
pt' = 0. Diese Tatsachen bedeuten, dass die Anzahl der Elemente aus
qi/q: nicht grosser als die Anzahl der Elemente aus t von der Ordnung
p ist. Nach den Sitzen 2 und 3 folgt daraus unser Satz.

Satz 11. " Es set R ein nilpotenter Ring milt abgeschwichtem U-
Satz, und es set der Totalnullteiler t von R in eine direkte Summe
unzerlegbar, so gibt es fiir jeden Teiler a von t ein Ideal o’ von der
Art, dass a = (0):a" 1st.

‘In dem Fall %2 = (0) ist der Satz richtig. Wir nehmen somit
R2==(0) an. Da der Totalnulteiler t in eine direkte Summe unzerlegbar
ist, so ist R auch in eine direkte Summe unzerlegbar, und nach Satz
3 ist die Ordnung jedes Elementes aus R eine Potenz einer Primzahl
p. Nach Satz 1 ist der Restklassenring R/t eine endliche Menge, und
folglich konnen wir eine Hauptkompositionsreihe von Idealen

(1) t=00<a1<02<....<0n=a
finden. Ist a; ein durch t unteilbares Element aus a;, so ist

@ . a=(@), pa=001, Ra)=0(@).
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Der Idealquotient aj = (0):q; ist von R verschieden. Sind r; und =,
zwei durch af unteilbare beliebige Elemente aus R, so werden nach (2)

R(riay) = (0), R(ra) =(0), pria; =0, prao; =0, ra,==0, 70,3 0.

Da t unzerlegbar ist, so muss nach Satz 2 7ru,—kra; = 0 fiir eine
ganze Zahl k& sein. Aus ('rz—k'rl)(t, (al)) = (ry—kry)a; = (0) und
a; = (0):a, folgt r.—kr,=0(a;). Also ist a] ein maximales Ideal von
R, und der Restklassenring R/a; hat nur p verschiedene Elemente.

Es sei a, ein Element von der Art, dass aj(a;) = (0), az == 0 (t) ist.
Dann ist ra; = 0(t), raz=3=0 fiir ein durch af unteilbares Element r
aus R. Nach pr=0(a) ist p die Ordnung des Elementes ra,. Aus
(2) folgt auch, dass ra, ein von Null verschiedenes Element aus t und
von der Ordnung p ist. Damit ist r(ka;—as) = 0, wo k eine mit p
relativ-prime ganze Zahl ist. Aus (ka;—an)al = 0 ergibt sich damit
ka;—as = 0(t), also muss nach (2) a; = 0(qa;) und folglich

® a=(0):q
sein.

Da es kein Ideal zwischen a, und a, gibt, so konnen wir auch ein
Element a, finden, so dass

@ a=(mw), pe=0(w), Ra)=0I(

ist. Nach (8) ist der Idealquotient a; = (0):a, von af veérschieden,
und a; < a;. Sind 7, und 7, zwei durch aj unteilbare beliebige Elemente
aus a;, so werden nach (4)

R(ra) = (0), R(r)=(0), priaz =0, pryz=0, 1a+0, ra=+0.

Nach der Unzerlegbarkeit von t ist 7a,—kra, = 0 fiir eine ganze
Zahl k. Aus (ro—kr)(ay (@) = (re—kray = (0), o5 = (0):0, folgt

—kry=0(a}). Also gibt es kein Ideal zwischen a; und a5 Ist
az(as) = (0), as == 0 (qy), so wird damit prig; =0, ra; =0(1), ras 30
fiir ein durch a) unteilbares Element 7; aus af. Andererseits ist nach
(4) ra, ein Element aus t und von der Ordnung p. Da t aber in
eine direkte Summe unzerlegbar ist, so erhalten wir damit r(la,—as) = 0
far eine mit p relativ-prime ganze Zahl I. Aus af = (aé, ('rl)) folgt
damit (la;—ag)a; = (0), und aus (3) ergibt sich a; = 0 (az). Somit muss
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a; = (0): 05 sein. Indem wir so fortfahren, bis wir zum Ideal a in
(1) gelangen, erhalten wir das im Satz ausgesprochene Resultat.

Satz 12. Es sei im wilpotenten Ringe R mit abgeschwdichtem U-
Satz der Totalnullteiler t in eine direkte Summe unzerlegbar. Fir
etnen von R verschiedenen Teiler a von t gibt es dann und nur dann
ein Element r derart, dass a = (0):(r) ist, wenn der Restklassenring
R/a ein und nur ein Minimalideal hat.

Da a von R verschieden ist, so nehmen wir zunichst a = (0):(r)
an, und es sei q; ein minimaler Teiler von a. Dann ist

a=(0@), pu=0@, Ra)=0(), a=*0).

Damit ist das Element ra; ={ ein Element aus t und von der Ordnung
p. Fir einen anderen minimalen Teiler a; von a gilt auch

o= (a0@)), pi=0(), RE=0@, «G=0@,

und folglich ist ra; =t ein Element aus t von der Ordnung p. Da
t aber in eine direkte Summe unzerlegbar ist, so wird nach Satz 2
¥ =st fiir eine mit p relativ-prime ganze Zahl s. Daraus folgt
r(ai—say) = 0, a;j—sa, = 0(a); also erhalten wir a; = aj. Hiermit hat-
der Restklassenring R/a ein und nur ein minimales Ideal.

Wir nehmen umgekehrt an, dass R/a ein und nur ein Minimalideal

hat. Dann hat a einen und nur einen minimalen Teiler q, = (a, (al)).

Nach Satz 11 konnen wir ein Ideal a’ finden, so dass a = (0):q" ist.
Fir ein Element r aus a’ muss damit ra; == 0 sein, sonst ergibe sich
ein Widerspruch aa’ = (0). Ist a = (0):(r) ein echter Teiler von g,
so muss q; durch a teilbar sein, weil q; der einzige minimale Teiler
von a ist. Daraus folgt ein Widerspruch (r)a; = (0), ra; = 0; also
muss a = (0):(r) sein.

Uber Zerlegung der Ringe mit abgeschwiichtem U-Satz.

In diesem Paragraphen werden wir einen Satz {iber direkte Summe-
zerlegung der Ringe mit abgeschwichtem U-Satz beweisen, der ein
gewisses Analogon zu dem Satz {iber die Zerlegung einer Gruppe als
direktes Produkt® bildet. Zu diesem Zweck werden wir den Begriff
der Zuriickleitung® einfithren.

(1) A. Speiser, Theorie der Gruppen von endlicher Ordnung, 2. Aufl. 133.
(2) K. Krall, loc. cit.
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Sind R = q,+a, = b+¢ die Darstellungen von R als direkte Summe
der Ideale aus R, und ist b ein Element aus b, so folgt daraus die
eindeutige Darstellung von b

b = a1+a'2’

wo @, bzw. a, ein Element aus a; bzw. a, ist. Fir das Element q;
existiert auch infolge der Gleichung R = b+ ¢ eine eindeutige Darstellung

a = bV 4,

wo b® bzw. ¢ ein Element aus b bzw. ¢ ist. Da b® ein Element aus
b ist, so kénnen wir in derselben Weise die eindeutigen Darstellungen

b(l) — a§1)+ agl) , a{l) - b(2)+c(2)

erhalten, wo b® auch ein Element aus b ist. Indem wir auf diese
Weise fortfahren, erhalten wir eine Folge der Elemente aus b

1 3
b, b®, v®, b®,....,

die durch das Element b eindeutig bestimmt ist. Diese Folge soll als
die Folge der Zuriickleitungen des Elementes b hinsichilich a, bezeichnet
werden. In der Tat konnen die folgenden speziellen Folgen der Zuriick-
leitungen vorkommen :®

1. Wenn das Nullelement in der Folge auftritt, so heisst die Folge
endlich hinsichilich a;.

2. Wenn ein Element ausser 0 und b in der Folge vielmal auf-
tritt, so heisst die Folge gemischi-periodisch himsichtlich qj.

3. Wenn das erste Element b wieder in der Folge auftritt, so
heisst die Folge rein-periodisch hinsichilich a,.®

Fiir die periodische Folge der Zuriickleitungen gilt

Satz 13. Sind R = q;+a; = b+c¢ zwet Darstellungen des Ringes
R als direkte Summe der Ideale aus R, und ist die Folge der Zuriick-
leitungen jedes Elementes aus b hinsichtlich a; tmmer periodisch, oder
endlich, so ist b als direkte Summe der Ideale t und e darstellbar,®
und dabei ist v die Gesamtheit aller Elemente aus b, die eine rein-
periodische Folge der Zuriickleitungen hinsichtlich a, haben, und ¢ die

(1) S. Mori, Zusammenhang zwischen Priméridealen und Minimalidealen, dieses
Journal 1 (1931), 101.

(2) Das Nullelement gehort den beiden Klassen 1 und 3.

(3) Das Ideal t, order ¢, kann Nullideal sein.
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Gesamtheit aller Elemente aus b, die eine endliche Folge der Zuriick-
leitungen hinsichilich a, besitzen.

Ist die Folge der Zuriickleitungen der Elementes b bzw. b aus b
hinsichtlich a;

1) b, bV, @, b ..,
2 v, bP, e ye® ...,

so ist die Folge der Zuriickleitungen des Elementes b+bd aus b
hinsichtlich a,

(3) btb, VYD, bP+HP,,...

Sind (1) und (2) beide rein-periodisch (endlich), so ist (3) auch rein-
periodisch (endlich). Es sei r ein beliebiges Element aus R, dann ist
die Folge der Zuriickleitungen des Elementes b aus b hinsichtlich q;

4) b, r6P, 762, ....

Ist (1) rein-periodisch (endlich), so ist damit (4) auch rein-periodisch
(endlich). Daraus folgt unmittelbar, dass die im Satz ausgesprochenen
Gesamtheiten v und ¢ beide Ideale aus R, oder aus b, sind. Ferner
haben die beiden Ideale t und ¢ kein gemeinsames Element ausser dem
Nullelement.

Es sei nun (1) gemischt-periodisch, aber nicht rein-periodisch. Also
es seien alle b, bY,...., b, ...., bV yerschieden und

(5) pimta) = pimiztn) — pimtztin) — plmtaz+dn) —

x=012....,m—-1).

Fiir die positiven ganzen Zahlen m(=>1) und n(= 1) kénnen wir zwei
positive ganze Zahlen s und ¢ bestimmen, so dass

(6) sm=1t+m, s=1, 15t<n

ist. Dann ist Element 5®*™ ein Element aus b und besitzt die Folge
der Zuriickleitungen hinsichtlich a;

(7) b(t+m)’ b(t+‘m+l), veeey b(t+m+‘n), ceees

wo nach (5) b®*™ = pitimin) = pt+min) —  ist, Das Element b—b®+™
besitzt die Folge der Zuriickleitungen
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(8) b__b(t+m)’ b(l)___b(t+‘m+1), ey b(lm)_b(t+m+M)’ .

DR

Nach (5) und (6) ist bem —pi+m+m — pltm_pit+m) = () glgo ist die
Folge (8) endlich. Hiermit ist :

b = (b—bt+m™)4ptrm,

wo das Element b—b%*"™ aus b die endliche Folge der Zuriickleitungen
(8) besitzt, und das Element b®*™ die rein-periodische Folge der Zuriick-
leitungen (7) hat. Daraus folgt unser Satz 13.

Satz 14. Es set ‘R ein nilpotenter Ring mit abgeschwichtem U-
Satz, und es seien R = a;+a; = b+c die Darstellungen von R als
direkte Summe, und ferner sei die Ordnung jedes Elementes aus R
eine Potenz einer Primzahl p. Ist a; N\ b= (0), az N\ b == (0), so st
b in eine direkte Summe von Idealen zerlegbar.

Ein beliebiges Element b aus b besitzt die Folge der Zuriickleitungen

hinsichtlich q;

oy b, b®, b2,....

Zunichst nehmen wir an, dass b ein Element aus dem Totalnullteiler
t ist. Dann miissen alle Elemente der Folge (1) auch Elemente von t
sein. Da die Ordnung von b eine Potenz p* der Primzahl p ist, so ist
p°b = 0, und folglich werden

2) p*b® =0 (=123....).

Nach Satz 2 ist aber die Anzahl der verschiedenen Elemente von f,
deren Ordnung nicht grosser als p* ist, endlich. Daraus folgt, dass
die Folge (1) der Zuriickleitungen des Elementes b periodisch, order
endlich ist. . ‘

Zweitens sei b kein Element des Totalnullteilers t. In diesem Fall
gilt auch die Beziehung (2). Nach Satz 1 existieren in der Folge (1)
nur endlich viele inkongruente Elemente mod. t, und folglich existieren
in der Folge (1) nur endlich viele verschiedene Elemente. In beiden
Fillen ist damit die Folge (1) periodisch oder endlich. Da a; N\ b= (0)
ist, so existiert in a; N\ b ein von Null verschiedenes Element b, und
die Folge der Zuriickleitungen von b hinsichtlich a, ist b,b,b,.... Also
ist die Folge rein-periodisch. Aus as N\ b==(0) folgt, dass fiir ein Element
b aus a; N\ b die Folge der Zuriickleitungen hinsichtlich q; ¢,0,0,....
ist. Damit ist b nach Satz 13 in eine direkte Summe zerlegbar.



Uber Totalnullteiler kommutativer Ringe mit abgeschwichtem U-Satz. II. 265

Zunichst behandeln wir die direkte Summezerlegung eines speziellen
Ringes R derart, dass R2 = (0) ist, und wir beweisen von ihm den
folgenden

Satz 15. Es set R ein Ring mit abgeschwichtem U-Satz, und es
sei R = (0). Sind zwei verschiedene Zerlegungen von R in eine direkte
Summe der unzerlegbaren Ideale gegeben, so ist die Anzahl der Ideale
gleich, und zu jedem Ideale der einen Zerlegung gibt es ein Ideal der
anderen, das mit thm ring-isomorph ist.®

Ist R in eine direkte Summe zerlegbar, so ist R als eine direkte
Summe der Ringe R;

?R = ER]_"*‘ERQ“‘ ....+§Rm

darstellbar, wo R; die Gesamtheit aller Elemente aus R, deren Ord-
nung eine Potenz einer Primzahl p; ist, bedeutet, und die Primzahlen
Dy D2 Payov .., Dm von einander verschieden sind. Aber R ldsst sich
nur auf eine Weise in eine solche direkte Summe zerlegen. Es sei
somit im folgenden die Ordnung jedes Elementes von R eine Potenz
der Primzahl p. Es sei

R=aq+a+....+a =a+a+....+a,

wo alle Ideale q;, af in eine direkte Summe unzerlegbar sind. Nach
Satz 2 besitzt jedes Ideal aus a;, a; nur p—1 verschiedene Elemente
von der Ordnung p. Bezeichnen wir mit 1 die Anzahl aller Elemente
aus R von der Ordnung p, so ist damit 2 = p"—1 = p°—1, und daher
folgt r = s.

Es folgt aus der Struktur q;, dass die Gesamtheit a; der p®-maligen
Summe aller Elemente von a; auch in eine direkte Summe unzerleghar
ist. Nun selen % ....,2 7 p%....,p"* die Anzahl der Elemente der
Ideale qy,....,q,,a,....,a;. Hier konnen wir die Ideale so numerieren,
dass M= m; = ... =My, M M= ... 2N, sind, und dabei kénnen
m;, n; unendlich sein. Sind m; und n; beide unendlich, so setzen wir
m; =n;. KEs sei n; die erste unter diesen Zahlen, welche von der
entsprechenden m; verschieden ist, also sei m;=m, my=mn,....,
My = Ny, My <ng. Die p “-malige Summe aller Elemente von q;
bzw. a; bildet das Ideal a; bzw. a;, und wir erhalten daher

(1) Ist der Ring % auf einem anderen Ringe ® umkehrbar eindeutig abgebildet,
und wenn bei dieser Abbildung Differenz und Produkt sich entsprechen, so helssen
die Ringe ring-isomorph.
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ﬁ=—0‘1+ cese +ak—1 = ai"‘ R +a;¢,

wobei alle a;, @; in eine direkte Summe unzerlegbar sind. Ist o die
Anzahl aller Elemente aus R von der Ordnung p, so muss damit
o= pF1—1 = p*—1 sein, und wir erhalten einen Widerspruch. Also
muss m; = N, My =Ny, ...., M, =N, sein. Wenn m; = n; ist, so ist
a; nach seiner Struktur mit af ring-isomorph, obgleich m; unendlich ist,
und daher folgt der Satz 15.

Im aligemeinen Fall lautet nun der zum Fundamental Satz® bei
zerlegbaren Gruppen analogische

Satz 16. Sind zwet verschiedene direkte Summezerlegungen eines
Ringes mit abgeschwichtem U-Satz in unzerlegbare Ideale gegeben, so
1st die Anzahl der unzerlegbaren Ideale gleich, und zu jedem Ideal der
einen Zerlegung gibt es ein unzerlegbares Ideal der anderen, das mit
thm ring-isomorph 1ist.

Falls der Ring R mit abgeschwichtem U-Satz keinen Nullteiler
besitzt, so ist R in eine direkte Summe unzerlegbar, und der Satz ist
evident. Es sei also R ein Ring mit Nullteiler., Dann wird R eine
direkte Summe eines nilpotenten Rings und eines Rings mit Eirnheits-
element.? Aber der Ring mit Einheitselement ist in eine direkte
Summe eindeutig zerlegbar. Ein nilpotenter Ring ist auf eine und nur
eine Weise die direkte Summe der Ideale, bestehend aus allen Elementen,
deren Ordnung Potenzen verschiedener Primzahlen sind. Im Fall
M2 = (0) ist unser Satz schon bewiesen.

Es sei nun R ein nilpotenter Ring, bestehend aus allen Elementen,
deren Ordnung Potenzen einer Primzahl p sind. Es sei ferner
R2==(0) und

(1) m=01+02+....+ar=bl+bz+....+ba,

wobei alle a;, b; unzerlegbar sind. Da R%==(0) ist, so existiert in
einem der unzerlegbaren Ideale b, b, ....,b0,, etwa b, ein Element b,
das nicht dem Totalnullteiler t von R gehort. Das Element b, lisst sich
nach (1) auf eine und nur eine Weise als Summe der Elemente aus qa;

2 h=a+tat.... +a,

(1) A. Speiseg‘, loc. cit.
(2) S. Mori, Uber eindeutige Reduktion von Idealen in Ringen ohne Teilerketten-
satz, dieses Journal 3 (1933), 284.
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darstellen, und dabei ist wenigstens ein Element aus a;,....,a,, etwa
ay, nicht im Totalnullteiler t enthalten. Aus R(a;) == (0) folgt a,a;==0
fiir ein Element a; aus q;, und daher ergibt sich auch b,a; &= 0. Die
Ideale o; und b; besitzen damit ein von Null verschiedenes gemeinsames
Element biay, also ist a; N\ b, == (0). Ist nun eines aus asag....a,,
etw a, nicht im Totalnullteiler t enthalten, so folgt aus R(az) == (0) auch
aa; = byas &= 0 fiir ein Element az aus a;. Hieraus folgt a; N 6, == (0)
und nach Satz 14 muss b; in eine direkte Summe zerlegbar sein, womit
wir einen Widerspruch erhalten. Daraus folgt

1. In der Darstellung (2) von b, ist ein und nur ein Element a,
nicht in t enthalten, und alle anderen a; sind in t enthalten, wenn b,
nicht zu t gehort. '

Ist p* die Ordnung von b, so folgt aus (2) p"a; =0,..., p"a, = 0.
Ist p™ die Ordnung von a;, so muss damit #' <n sein. Ist n' <<n, so
ist nach (2) "0, =p"az+....+p"a,+0. Alsoist a;+....+a, N b;==(0).
Da aber a; N\ b;=F(0) ist, so ist b; nach Satz 14 in eine direkte Summe
zerlegbar, was unser Voraussetzung widerspricht. Daraus folgt

2. In der Darstellung (2) ist die Ordnung von by gleich mit der
Ordnung von a;, wenn a; N\ by == (0) <st.

Ist b, = ay+ @+ .... +d, fir ein Element b, aus b, so folgt aus
(2) b—b = ay—ds+.... +a,—d,. Da b, aber unzerlegbar ist, so soll
b—b, = 0 sein. Daher ergibt sich

3. Bei der Zuordnug (2) entsprechen zwei verschiedenen Elementen
von a; tmmer zwet verschiedene Elemente von b, wenn a; N\ b, == (0) <st.

Nach (1) konnen wir auch das Element a, aus a, auf eine und
nur eine Weise als Summe der Elemente aus b;

3) a, = b+b+ . ... +b,

darstellen, wo b; ein .Element aus b; ist. Aus aq, N b; == (0) folgen
ganz genau wie beim obigen Falle die obigen Eigenschaften 2 und 3
fiir jedes Element aus a,. Nach der Beziehung (2) ordnen wir einem
beliebitgen Element b, aus b, das Element a, aus a; zu. Es sei nun
a; ein beliebiges Element aus a;, dann ist die Ordnung p" von «af
endlich. Betrachten wir die Gesamtheit b; aller Elemente aus b,, deren
Ordnung nicht grosser als pV ist, so ist b, ein endliches Ideal, und die
Gesamtheit a; aller nach (2) den Elementen aus b; entsprechenden
Elemente aus a; bildet ein Ideal aus a,, Dabei ist b, mit & ring-
isomorph. Da nach der Eigenschaft 2 die Ordnung jedes Elementes
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aus 4, nicht grosser als p? ist, so ist q; in der Gesamtheit G, aller
Elemente aus a;, deren Ordnung nicht grisser als pV ist, enthalten.
Das nach (3) zu q; entsprechende Ideal b, aus b, ist in b; enthalten,
Da 6, und b, beide endlich sind, so muss damit @, = a, sein. Bei der
Zuordnung (2) gibt es damit in b, ein Element, das einem beliebig
gegebenen Element aj aus q; entspricht. Hiermit ist b, nach der Zu-
ordnung (2) mit q; ring-isomorph.

Auf solche Weise konnen wir in der Zerlegung (1) beweisen, dass
die Anzahl der Ideale a; mit der Eigenschaft aZ==(0) gleich mit der
Anzahl der Ideale b;(b} == (0)) ist, und dass jedes a;(a? == (0)) mit einem
b,-(b%=i= (O)) ring-isomorph ist. Es sei damit a; (¢ =1,2,....,k%) mit
b(i=1,2,....,k) ring-isomorph, und es seien q; .+ ....-+a, und
brs1+ .... +b, im Totalnullteiler £t von R enthalten. Dabei besitzen
die Ideale az:iy,....,a,, Dziy,...., D, die im Satz 2 ausgesprochene erste
Struktur. Wenn wir die Gesamtheit aller Elemente aus R von der
Ordnung p bilden, so folgt daraus leicht » = s. Wir bilden die Gesamt-
heit @; bzw. b; der p™-maligen Summe aller Elemente aus a; bzw. b;.
Dann wird

R=a+ ... +0+ ... +8 = b+ .... +b+.... +b,,

wo die Ideale @441, ...., 0, Dgin...., 0, Nullideal, order von der im
Satz 2 ausgesprochenen ersten Struktur sind. Fernerist a,(¢=1,2,....,k)
mit b; ring-isomorph. Wenn wir die Gesamtheit aller Elemente aus R
von der Ordnung p betrachten, so koénnen wir leicht beweisen, dass
die Anzahl der nicht-verschwindenden Ideale aus az4y,....,4d, gleich
mit der Anzahl der vom Nullideal verschiedenen Ideale aus by.s,...., b,
ist. Es seien p™**,....,p"" und p*%,....,p" die Anzahl der Ele-
mente von Ggi1,....,0, und bgy,...., 0., so stimmen damit diese
zwei Reihen in ihrer Gesamtheit, aber nicht notwendig in ihrer Reihen-
folge, iiberein. Sind zwei Zahlen, etwa ., 7441, unendlich, so sehen
wir sie als gleich an. Wenn myy = ng4 ist, so ist aze mit by
ring-isomorph, denn a,,; und b,,; sind im Totalnullteiler t von R ent-
halten und von der im Satz 2 ausgesprochenen Struktur. Also ist der
Satz in allen Teilen vollstindig bewiesen.

Es sei t der Totalnullteiler eines Rings R. Dann heissen zwei
ring-isomorphe Ideale a und a” von R ring-isormorph in bezug auf t,
wenn es eine ring-isomorphe Zuordnung a —a’ der Elemente von a
und a’ gibt, derart, dass a—a’ = 0 (t) ist.
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Stellen wir diese Definition auf, so folgt nach der Eigenschaft I
bei der Zuordnung (2) im Beweise des vorigen Satzes

Satz 17. FEs set R ein Ring mit abgeschwichtem U-Satz, und es
sei t der Totalnullteiler von R, Sind zwei verschiedene Zerlegungen
von R in eine direkte Summe der unzerlegbaren Ideale gegeben, so ist
die Anzahl der Ideale gleich, und zu jedem Ideal der einen Zerlegung
gibt es ein Ideal der anderen, das mit ithm ring-isomorph in bezug
auf t ist.




<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /None
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Error
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /CMYK
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments true
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /CreateJDFFile false
  /Description <<

    /BGR <>
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000410064006f006200650020005000440046002065876863900275284e8e9ad88d2891cf76845370524d53705237300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef69069752865bc9ad854c18cea76845370524d5370523786557406300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /CZE <>
    /DAN <>
    /DEU <>
    /ESP <>
    /ETI <>
    /FRA <>
    /GRE <>

    /HRV (Za stvaranje Adobe PDF dokumenata najpogodnijih za visokokvalitetni ispis prije tiskanja koristite ove postavke.  Stvoreni PDF dokumenti mogu se otvoriti Acrobat i Adobe Reader 5.0 i kasnijim verzijama.)
    /HUN <>
    /ITA <>
    /JPN <FEFF9ad854c18cea306a30d730ea30d730ec30b951fa529b7528002000410064006f0062006500200050004400460020658766f8306e4f5c6210306b4f7f75283057307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103055308c305f0020005000440046002030d530a130a430eb306f3001004100630072006f0062006100740020304a30883073002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d3067958b304f30533068304c3067304d307e305930023053306e8a2d5b9a306b306f30d530a930f330c8306e57cb30818fbc307f304c5fc59808306730593002>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020ace0d488c9c80020c2dcd5d80020c778c1c4c5d00020ac00c7a50020c801d569d55c002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /LTH <>
    /LVI <>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken die zijn geoptimaliseerd voor prepress-afdrukken van hoge kwaliteit. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /POL <>
    /PTB <>
    /RUM <>
    /RUS <>
    /SKY <>
    /SLV <>
    /SUO <>
    /SVE <>
    /TUR <>
    /UKR <>
    /ENU (Use these settings to create Adobe PDF documents best suited for high-quality prepress printing.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /ConvertColors /ConvertToCMYK
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /DocumentCMYK
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /PresetSelector /MediumResolution
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure false
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles false
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /DocumentCMYK
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /UseDocumentProfile
      /UseDocumentBleed false
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice


