Ueber eine neue Definition der Primarkom-
ponenten eines lIdeals.

Von

Shinziro MORI.

(Eingegangen am 20. 4. 1934.)

Bei der Noetherschen Definition des Primérideals besitzt das
zum Einheitsideal gehorige Primérideal eine andere Eigenschaft als
beim Priméirideal, das zum vom Einheitsideal verschiedenen Primideal
gehort. Um diese Unbequemlichkeit zu vermeiden, werde ich hier die
Definition fiir das Primérideal, die in meinen vorigen Arbeiten® einge-
filhrt wurde, benutzen, nud danach eine neue Definition fiir Primér-
komponenten eines Ideals geben. Der Hauptzweck der vorliegenden
Arbeit ist die Untersuchung iiber die Darstellbarkeit eines Ideals als
Durchschnitt der neuen Primédrkomponenten.

Neue Definition der Primirkomponenten eines Ideals.

Es sei der zugrunde gelegte Ring R kommutativ, und Primideal
aus R sei in der gewohnlichen Fassung.

Ist p ein Primideal, und ist ein Ideal q durch p teilbar, und ist
jedes Element aus p nilpotent® in bezug auf q, so heisst q ein ,,zu p
gehoriges Primirideal ‘*.

Unter einem hochsten Primideal eines Ideals a verstehen wir ein
Primideal, das Teiler von a ist, und kein echtes Primidealvielfaches mit
der gleichen Eigenschaft besitzt.

Da unser Hauptziel die Untersuchung iiber die Darstellbarkeit
eines Ideals a als Durchschnitt der Primérideale, die zu den héchsten
Primidealen von a gehoren, ist, so mogen wir die folgende Definition
fiir die Primdrkomponenten eines Ideals angeben :

(1) S. Mori, Zur Zerlegung der Ideale, Proc. Phys. Math. Soc. Japan, 13,
(1931), 302.

S. Mori, Ueber Sonosche Reduktion von Idealen, dieses Journal 2 (1932), 195.

(2) Daher folgt aber nicht im allgemeinen, dass eine endliche Potenz von p durch
q teilbar ist.
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Die Primirideale, die in die Darstellung a = [a1, gz, ... ., 0] durch
die zu den verschiedenen hochsten Primidealen eines Ideals a gehorigen
Primarideale auftreten, heissen ,, Primdrkomponenten von a *“.

Satz. 1. Fs sei R ein kommutativer Ring ohne jede Bedingung. Ist
ein Ideal aus R als Durchschnitt von endlich vielen Noetherschen Pri-
mdaridealen darstellbar, so ist das Ideal auch als Durchschnitt seiner
Primirkomponenten darstellbar.

Es sei a ein gegebenes Ideal aus R, und sei

a=1[0,q, ..o, G,

wobei die Darstellung eine kiirzeste durch die zu verschiedenen Primi-
dealen gehdrigen Noetherschen Primérideale ist. Es seien py, P2, .. ..,
b, die verschiedenen zugehorigen Primideale von q, und ¥:, b2, ....,

ps die hochsten Primideale von a. Dann ist jedes aus Pes1, Paszy «--- ,
p. ein Teiler eines aus den hochsten Primidealen. Aus 1, ...., P
wihlen wir die Teiler von p(z =1, 2, ...., s) aus, und wir bezeichnen

sie mit p;, i, ..ol s P, =1,2,....,5). Setzen wir

qg:[Qi:Qﬂ,,----,Qini] (’i=172)""’8)’v
dann ist offenbar
a=[qiyqé’ soee !q;] 4

Ist p; ein beliebiges Element aus v(¢ =1,2, ....,s), so ist eine Potenz
von p; durch jedes Primdirideals aus g, qa, ...., Gin; teilbar, und
folglich ist qi(¢=1, 2, ...., s) ein zu p(i=1, 2, ...., s) gehoriges
Primérideal im neuen Sinne. Hiermit ist a als Durchschnitt von Pri-
méirkomponenten darstellbar.

Ueber hochste Primideale eines Ideals.

Ist b ein Halbprimideal und nicht prim, so existiert ein Nullteiler
r1 in bezug auf 9, und folglich ist der Idealquotient H; = §: (r1) ein
echter Teiler von §). Dabei muss §; ein Halbprimideal sein. Sonst.
wire eine Potenz 7" eines durch b; unteilbaren Elementes r durch §;
teilbar, und daher folgte (r)»=0 (). Da § halbprim ist, so sollte
rr1=0 () sein, und wir hitten einen Widerspruch =10 (). Ist b
noch nicht prim, so erhalten wir auf gleiche Weise einen Idealquotien-
ten b2 = By : (r2), und b2 ist ein echter Teiler von §; und auch halbprim.
In solcher Weise ergibt sich eine Kette von Halbprimidealen §< §;< .
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., wobei jedes Ideal der Idealquotient des vorangehenden, und von
‘R verschleden ist.

‘Gibt es zwischen je zwei sukzess1ven Halbprlmldealen der oblgen
Kette kein Halbprimideal von derselben Eigenschaft, so heisst diese
Kette eine ,, Hauptreihe von Halbprimidealen, die Idealquotzenten des
vorangehenden sind *‘.

. Es sei

pbhi ...,

eine Kette von Halbprimidealen, die Nullteiler in bezug auf § sind.®
Gibt es in der Kette kein Halbprimideal zwischen je zwei sukzessiven
Halbprimidealen, so heisst die Kette eine ,, Hauptreihe von Halb-
primidealen, die Nullteiler in bezug auf ¥ sind ‘.

Hilfssatz. Ist ein Halbprimideal Y ein echter Teiler eines Halb-
primideals Yy, und ist B’ ein Nullteiler in bezug auf 9, und gibt es kein
Halbprimideal zwischen ) und §’, soist t =9:9’ ein hochstes Primideal
von §.

Waire t kein Primideal, so hétten wir zwei Halbprimideale t; und t.
von der Art, dass

t=[t,t], t=t:t, t=tit

wiére, da t halbprim ist. Da es kein Halbprirhideal zwischen b und b’
gibt, so sollte

Y =0 (), oder [§,t]=DY

sein. Im ersten Fall wire

Q B't==0 (t), H%L=0 (),
und im zweiten Fall wiirde |
(2 Ht=0 (9.

Hiermit miisste t., oder t; ein Nullteiler in bezug auf § sein. Da t
und t; echte Teiler von t wiren, so miisste b : tz, oder §:t; kein Teiler
von )’ sein, weil t =§H:)’ wire. Andererseits: fngte aus (1) oder (2)

H2=0 (h:1), oder H=0 (h:t) .

(1) Sind zwei Ideale b und ¢ durch a unteilbar, und ist bc = 0(a), so heisst b ,, ein
Nullteiler in bezug auf a ‘. ‘
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Da h:f; und §:t, Halbprimideale wiren, so ergibe sich daraus
H’=0(h:t:), oder H'=0(h:1;). Also hitten wir einen Widerspruch.
Also muss t ein Primideal sein. Aus [t, §’] =5 folgt damit, dass t ein
hochstes Primideal von } sein soll.

Satz 2. Besitzt jedes nicht-prime Halbprimideal ¥ aus R immer
eine endliche Hauptreihe von Halbprimidealen, die in bezug auf § Null-
teiler sind, so ist jedes Halbprimideal aus R als Durchschnilt von
endlich vielen hochsten Primidealen darstellbar.

Es sei

1) | Rl T " N ¥

eine endliche Hauptreihe der Halbprimideale, die Nullteiler in bezug
auf § sind. Nach dem Hilfssatz sind

pl: b:bly P2=[)1:[)2, ceeey p'n: bn—l:b'n
Primideale, und dabei sollen

(2) b=[p1’ I)l]: f)l=[p2sf)2]v eraey f)n-1=[p'n’bn]

sein, da jedes b; halbprim ist. Ist §. kein Primideal, so gibt es nach
unserer Voraussetzung ein Halbprimideal b,.: derart, dass §.+1 ein
Nullteiler in bezug auf 5§, ist, und dass es kein Halbprimideal zwischen
b, und 9, gibt. Nach dem Hilfssatz ist Pns1 = Hn: Hns1 ein Primideal,
und nach (2) wird

f) = [ply PZ, eo vy pn’ pn+1’ bn+l] .

Wiire [p1, P2, .. .., Pnsr] ==, so hitten wir den Widerspruch, dass die
Kette (1) in %, nicht abbricht. Hiermit muss b =1[p1, ...., Pn, Pn+1l
sein. Ist %, prim, so wird nach (2) offenbar § =[p1, P2, <. vy Pn, Bl &
‘Ist ein Primideal p; in der Darstellung ein echter Teiler eines anderen,
so lassen wir p; aus der Darstellung weg. Dann ergeben die iibrigen
Ideale noch . Indem wir in der Weise fortfahren, ist § als Durchsch-
nitt von endlich vielen Primidealen darstellbar, die durcheinander un-
teilbar sind. Damit ist der Satz bewiesen.

Satz 3. Jedes Halbprimideal aus R ist dann und nur donn als
Durchschnitt von endlich vielen hichsten Primidealen darstellbar, wenn
jedes micht-prime Halbprimideal eine endliche Hauptreihe von Halb-
primidealen, die Idealquotienten des vorangehenden sind, besitzt.
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Es sei b ein nicht-primes Halbprimideal und § = [p1, P2, ...., bal,
wobei b1, P2, ...., Pn die hochsten Primideale von §) sind. Dann sind

@) bn 220 (ps) =12 ....,n=1). .

Setzen wir §; = [b1, ...., Pu-1], so wird Hip,=0(p), und 0, ist ein
echter Teiler von . Ist rp,=0 (§), so folgt aus 1) »=0 ().

Hiermit soll

@) bi="0:pa

sein. Wire ein Halbprimideal §] ein echter Teiler von %) und ein echtes
Vielfaches von b;, und wire §] =H:1, so wiirde H=0(p) (¢ =1, 2,
veen, n—1), H1=E0 (pn), t==0 (), und daher folgte nach (2), dass ph:r
ein Teiler von §; wire, und wir héiitten einen Widerspruch. Also gibt
es zwischen b und b; kein Halbprimideal, das der Idealquotient von §
ist. Indem wir auf solche Weise fortfahren, erhalten wir eine endliche
Hauptreihe von Halbprimidealen, die Idealquotienten des vorange-
henden sind.

In R sei die Bedingung erfiillt, und § sei ein beliebiges Halbprim-
ideal, das nicht prim ist. Dann existiert eine endliche Hauptreihe von
Halbprimidealen ) <% < h. < .... THhn, wWobei

(3) b =Diit, 1:320 (Do) t=12,....,m
ist. Nun setzen wir
(4) pi"_—‘bi—l:[)i (1I=l,2,,...,n),

und wir werden beweisen, dass p; ein Primideal ist. Denn, wire p;
kein Primideal, so wiirde

(5) pi = [Df, p:/ ’ pi ﬂ_‘; 0 (pz) ’ p:, x=0 (pz) ’ p: = P;: p:/ ’
Nach (4) und (5) folgte
p': p:’ b‘i =0 (f)i—]) ’ p:/ f)i $ 0 (bi—]) ’

und folglich wire §;—;:p; ein echter Teiler von §;—;. Nach (4) miisste
Di1:9; =1 sein. Da nach (3) und (4) b = §;—1 : p; ist, so sollte iy : p}
durch §; teilbar sein. Also hédtten wir einen Widerspruch, da es zwi-
schen §;—1 und b; ein Halbprimideal 9; : p; gidbe. Damit soll b; (¢ =1,
2, ...., n) ein Primideal sein. Da §; halbprim ist, so sollen
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f)=[pls bl]’ b1=[p2762]’"r"’bn—‘lz[p;bybﬁ]

sein, und daraus ergibt sich § = [p1, P2, ...., Pn, bnl . Andererseits ist
h» prim, sonst diirfte die Kette von Halbprimidealen nicht in b, ab-
brechen. Wir konnen damit durch die gewdhnliche Methode leicht
einsehen, dass % als Durchschnitt von endlich vielen hochsten
Primidealen darstellbar ist.

Ueber Reduktion des Ideals im Sinne von Noether.

Satz 40, FEs sei R ein kommutativer Ring, in dem der Teiler-
kettensatz von Primidealen gilt®, Jedes Ideal aus R ist dann und nur
dann als kiirzester Durchschwitt der endlich vielen grossten Noetherschen
Primirideale darstellbar, wenn in R die folgenden Bedingungen erfulli
sind :

1. Jedes michi-prime Halbprimideal besitzt stets eine endliche
Hauptreihe von Halbpmmzdealen, die Idealquotienten des vorangehenden
sind.

2. Ewistiert ein durch jedes hiochste Primideal eines Ideals a un-
teilbares Element r derart, dass der Idealquotient a:(r?) fir eine
hinreichend grosse Zahl i ein echter Teiler von a ist, so wird fur eine
hinreichend grosse Zahl m ’ :

a:(rm) =a:(rmY=....,

und in solchen Idealquotienten existierst ein Idealquotient, der ein Teiler
aller anderen ist.

Nehmen wir an, dass ein beheblges Ideal a aus R als Durchschnltt
von endlich vielen Primiridealen darstellbar ist, so besitzt a endlich
viele hochste Primideale, und folglich ist nach Satz 3 die erste
Bedingung notwendig.

Es sei a =[q1, 2, . ..., «] eine kiirzeste Darstellung durch grosste
Primérideale, und es seien i, Pz, ...., p, die hochsten Primideale von
a. Ist ein Element » durch jedes pi(j=1, ...., s) unteilbar, und ist a: (r%)
fiir eine hinreichend grosse Zahl ¢ ein echter Teiler von q, so soll 7 durch

.(1). Vgl. W. Krull,. Ueber einen Hauptsatz der allgemeinen Idealtheorie,
Sitzungsberichte Heidelberg Nr. 2, (1929), 11.

(2) Teilerkettensatz von Primidealen: Die Kette von Primidealen v, P&
..., wobei jedes Primideal ein echter Teiler des vorangehenden ist, bricht im End-
lichen ab. ' .
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eines aus den zugehorigen Primidealen teilbar sein. Sonst folgte aus
' =0 (a), r'F0(a) ein Widerspruch »"=0(q) (=1, 2, ....n).
Hiermit nehmen wir an, dass = durch p;+1, ...., P, teilbar, aber durch
Piy oeee, D: (=< t) unteilbar ist. Dann wird fiir eine hinreichend grosse
Zahl m

1™ =0([001, Grazs o e Gl), ™0 () (=12, ....,1),
und daraus folgt
[ql,‘....,qt]=a:('r"‘)=a:('rm+1)=....

Aber [qi, ...., qs] ist unabhingig von der Darstellung von a durch
grosste Primérideale. Damit ist die zweite Bedingung auch not-
wendig. .

Umgekehrt setzen wir die Giiltigkeit der Bedingungen voraus.
Nach Satz 3 besitzt ein beliebiges Ideal a die endlich vielen hochsten
Primideale p,, b2, ...., P, und fiir das Halbprimideal ) von a erhalten
wir )=1[p1, ....,p:]. Essei (¢=1,2,...., s) ein Ideal, das aus
allen und nur den Elementen aus p; besteht, deren Produkt mit einem
durch p; unteilbaren Element in a auftritt. Dann ist q; das zu p;
gehorige Noethersche Priméirideal. Denn, im Fall s=1 ist h =p;,
und folglich ist jedes Element aus p; nilpotent in bezug auf q;. Im
anderen Fall erhalten wir

vEpF=0 (a), pF==0 ()

fiir ein beliebiges Element p; aus p; und eine hinreichend grosse Zahl £,
und damit ist eine Potenz von p; durch q; teilbar. Ist a==[q1, ...., qs],
so wird fir ein durch a unteilbares Element d aus [a1, g2, ... ., Gl

dp;=0 (o), p;=0 (ps), ;=0 ()
G=1,....,+—1,2+1,....,89) (@=1,2,....,9).

Setieﬁ wir p = p{+p§'+ ....P., so wird
1 dp'=0 (a), P’E0@G) (E=12....;9),
Damit ist nach der zweiten Bedingung
2 db=a:(r) =aqa:(rY)=....,7rE0p) GG=1,....,9

fiir eine hinreichend. grosse Zahl m und ein spezielles Element », wobei
D kein echtes Vielfaches jedes solchen Idealquotienten ist. Wire
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v=[a1,...., qs, so wiirde (1) fiir ein durch d unteilbares Element d
aus [q1, ...., gs] gelten, und daher wiirde a:(p’r)* fiir eine hin-
reichend grosse Zahl % ein echter Teiler von b. Also ergibe sich ein
Widerspruch. Hiermit soll '

3) P=1[q1,02, «v0v, 0]
sein. Setzen wir a; = (a, r™*%), s0 muss

a=1[q1,92 «0v.,qs, 1]

sein. Sonst wiirde d' =ar"*'==0(a), d'=0{q1,....,q,], und daraus
folgte nach (3) ein Widerspruch ar™*1==0 (a), ar?**1==0 (a) gegen (2)
In gleicher Weise erhalten wir auch

01=[q1, ""!q;’y 02])

und die hochsten Primideale pi, p;, ...., %> von a; sind der echte
Teiler eines Primideals aus pi, P2, ...., ps. Nach dem Teilerkettensatz
von Primidealen muss das Verfahren im Endlichen abbrechen, und
endlich erhalten wir

am=1[af™, ...., q%m] .

Daraus ergibt sich eine Darstellung von a durch Primirideale

’

a=[q1, ...-,qs,ql, [ ’qs" ....’q£7n)’ se e (m)]:

und daher konnen wir eine kiirzeste Darstellung von a durch endlich
viele grosste Noethersche Primérideale gewinnen,

Beispiel.

In diesem Paragraphen werden wir ein Ideal zeigen, das als Durch-
schnitt der endlich vielen Primirkomponenten im neuen Sinne, nicht
aber im Sinne von Noether, darstellbar ist.

Es sei R ein Polynombereich der abzihlbar unendlich vielen Un-
bestimmien %1, %2, 23, .... mit ganzen rationalen Koeffizienten, und es
sei a etn Ideal, derart, dass '

a= 2w, 222, w3, ...., %, 2%, 2%, ....)

ist. Dann ist a als Durchschnitt der endlich vielen Primdirkomponenten
m neuen Sinne, wicht aber im Sinne von Noether, darstellbar.
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Zum Beweise betrachten wir den Restklassenring R'=%R/a. Dann
enthilt jebes Halbprimideal in R’ alle Elemente 2;, 22, ...., und
p’ = (®1, 2, ....) ist ein Primideal in R’. In R’ gilt der Teilerketten-
satz von Primidealen und p’ ist das Halbprimideal des Nullideals in R’,
und 2 ist durch p’ unteilbar. Da aber in R’

O+ ©:@+O: @) F ... £O: @)+ O: @ ...

ist, so ist das Nullideal in R’ nach Satz 4 als Durchschnitt der Noether-
schen Primirkomponenten nicht darstellbar.

Andererseits ist das Nullideal in R’ aber ein zu )’ gehoriges
Primérideal im neuen Sinne.
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