Bemerkungen zur Zerlegung der Hauptideale.

Von
Shinziro MORI und Takeo DoDO.

(Eingegangen am 10. 12. 1936.)

W. Krull hat in seiner Arbeit® mit Hilfe der Begriffsbildungen der
Bewertungstheorie eine notwendige und hinreichende Bedingung dafiir
aufgestellt, dass in allgemeinen Ringen jedes Hauptideal sich eindeutig
als Durchschnitt von endlich vielen symbolischen Potenzen hochster
Primideale darstellen lasse.

Im folgenden wird mit Hilfe der von den Verfassern® entwickelten
Methode, die vollig unabhédngig von der Bewertungstheorie ist, ein not-
wendiges und hinreichendes Kriterium dafiir abgeleitet, dass im allge-
meinen Integrititsbereiche® & jedes Hauptideal als Durchschnitt von
endlich vielen symbolischen Potenzen héchster Primideale darstellbar ist.?

Da in & kein echter Nullteiler existiert, ergibt sich, dass in & alle
symbolischen Potenzen hochster Primideale von einander verschieden
sind.® Somit ist die Durchschnittszerlegung eines Hauptideals in sym-
bolische Potenzen héchster Primideale, wenn tiberhaupt vorhanden, stets
eindeutig, und im oben ausgesprochenen Krullschen satz fir das not-
wendige und hinreichende Kriterium ist das Wort ,, eindeutig *“ tber-
fliissig.

Uber symbolische Potenzen der Primideale in $.

In diesem Paragraphen stellen wir die wichtigsten Sétze zusammen,
die wir spéter brauchen wedren.

(1) W. Krall, Uber die Zerlegung der Hauptideale in allgemeinen Ringen, Math.
Annalen 105 (1931), 1. Dort wird S. 8 die Existenz des Quotientenkérpers vorausgesetzt.

(2) S. Mori und T. Dodo, Bedingungen fiir ganze Abgeschlossenheit in Integritéts-
bereichen, dieses Journal 7 (1937), 15.

(8) Unter dem allgemeinen Integrititsbereiche 3 verstehen wir stets einen allge-
meinen kommutativen Ring ohne Nullteiler mit Einheitselement.

(4) Zu den benutzten Definitionen der symbolischen Potenzen und héchsten
Primideale vgl. W. Krull, loc. cit., 3.

(5) Vgl den Satz 7.
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Satz 1. Ist p™ = p™*D fiir ein beliebiges Primideal aus $, so
’tSt auCh p(M) = p(m+1) — p('m.+2) ..

In der Tat, ist p = oder (0), so konnen wir leicht die Richtig-
kelt der Behauptung einsehen. Im anderen Falle sei p,.; ein beliebiges
Element aus »™*P, dann gibt es ein durch p unteilbares Element »
derart, dass 7pm.« =0 (p™*') ist; also ergibt sich®

1) PPms1 = DiPm1+ Dzt « « . + DuDin s

wo p; die Elemente aus p und P die Elemente aus p™ bedeuten. Fir
ein durch p unteilbares Element 7; ist

TiDmi = 0 (p™*) t=12,....,n),

da p™ = p™+D jgt. Aus (1) erhalten wir danach 7"pp. =0 (™9
fir ein durch p unteilbares Element 7’ ; es ist ndmlich p,., = 0 (p™*?),
und folglich p™* = p™+®  Auf solche Weise smd alle symbohschen
Potenzen p™,p™*V .. einander gleich.

Satz 2. Wenn kein Primdrideal zwischen die symbolischen Potenzen
PV und p® eines Primideals p aus I eingeschaltet werden kann, so ist
p® irreduzibel und wmgekehrt.®

Zunéchst nehmen wir an, dass zwischen P und p® keln Primér-
ideal eingeschaltet werden kann. Ware p® = [a;, a;] und wiren a; und
a; beide ein echter Teiler von p®, so miissten sie beide durch p teilbar
sein. Wir konnten somit in p zwei Elemente p; und p; von der Art
finden, dass

=0 (a), P E 0 (p®);

22=0 (a0, D:%F0 (®)
wire, und daraus ergibe sich 7p, =0 (p, p®) nach der obigen Voraus-
setzung, und dabei wire 7 ein durch p unteilbares Element. Daraus folgte
| =0(), r=0(a), ro=0 (?).

Da sich aus p; % 0 (p®) aber rp; 3 0 (p®) ergibe, hitten wir einen
Widerspruch mit der Annahme [ay, a;] = p®, also muss p® irreduzibel
sein.

(1) Unter dem Produkt ppm zweier Ideale p und pm versteht man die Menge aller
endlichen Summen p;9m;+ .... +PaPmn (Dryeer s Pn <P Pmyyvoos Pmn < I™). W. Kraull,
Idealtheorie, (1935), 4. i :

(2) Unter der Voraussetzung des Teilerkettensatzes ist dieser Satz schon béwiesen.
Vgl. S. Mori und T. Dodo, loc. cit., 23.
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Es gebe zwischen p® und p® ein Priméirideal q. Dann koénnen wir
in p ein durch q unteilbares Element p finden, und mit diesem Element
bilden wir das Ideal a = (p, p®). Ist g ein gemeinsames Element von
a und q, so ist g=bp =0 (q), wobei b ein Element aus F ist. Da
q aber primér ist, muss b=0 (p) sein, also ist g =0 (p®). Daraus
folgt, dass p® = [q,a] ist, und dabei sind q und a echte Teiler von p®.
Wenn p? irreduzibel ist, so kann kein Primérideal zwischen p® und p®
eingeschaltet werden.

Da in & der Teilerkettensatz nicht vorausgesetzt wird, braucht auch
ein zu p gehoriges Primérideal q eine endliche Potenz von p nicht zu
enthalten. Ist eine endliche Potenz von p durch q teilbar, so heisst q
ein zu p gehoériges Primérideal von endlichem Exponent, oder ein zu p
gehoriges starkes Primirideal.®

Satz 8. Wenn kein Primdrideal zwischen die symbolischen Po-
tenzen PP und p® eines Primideals p von ¥ eingeschaltet werden kann,
so gibt es auch kein Primdrideal zwischen ™ und p™+® und jedes zu
p gehorige starke Primdrideal ist eine symbolische Potenz vonm b,

Ist p® = p®, so folgt nach Satz1 p¥ = p@® = p® =, ... und die
Behauptung ist einleuchtend. Im anderen Falle sei p; ein durch p®
unteilbares Element aus p. Da zwischen p»® und p® kein Priméirideal
eingeschaltet werden kann, existiert fiir jedes Element p aus p ein durch
p unteilbares Element r derart, dass rp =0 (p, p?) ist. Ist p. ein
beliebiges Element aus p? so ist es als endliche Summe der Produkte
von der Form pp’ darstellbar, wo p und p’ die Elemente aus p bedeuten.
Fiir ein passend gewihltes durch p unteilbares Element 7 gilt daher
'p, =0 (%4 1%). Auf solche Weise erhalten wir im allgemeinen

(1) 0. =0 (pf, p**)

fir jedes Element p, aus »®, wo r ein passend gewéhltes durch p un-
teilbares Element bedeutet. Wire nun q ein Primérideal von der Art,
dass p™ > q > p™*P wire, so misste nach (1) " 30 (q), p*** =0 (q)
sein. Fiir ein durch p™* unteilbares Element ¢ aus q hitten wir aber
nach (1) r¢ =0 (p", p™*Y), und folglich wire rp* =0 (g), wo 7, ein
durch p unteilbares Element wére. Also nach (1) wére fiir jedes Element
Pm aUS p(m) ’

(1) Nach E. Noether wird ein Primirideal q ,, stark* oder ,,schwach“ genannt, je
nachdem q eine Potenz seines zugehorigen Primideals enthalt oder nicht.
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™n=0 (q),

wo 7 ein durch p unteilbares passend gewdhltes Element wire. Da g
aber primir wére, misste p™ =0 (q) sein, und wir haben einen
Widerspruch mit der Annahme p™ >q. Danach ist der erste Teil
unseres Satzes bewiesen.

Nun sei q ein zu p gehdriges starkes Primérideal, Dann ist

@) =0 (), »WPx0(@

fiir eine ganze Zahl 1. Ist q = pP, so ist unsere Behauptung richtig.
Im folgenden nehmen wir q 2 p® an und wir werden zeigen, dass wir
zu einem Widerspruch gelangen. Da q=0 (p) ist, kobnnen wir eine
ganze Zahl # finden, so dass

(3) q = 0 (p(/l)) , q —\;— 0 (p(/l-ﬁ-l))'

ist, wobei natiirlich #<<1 ist. Sonst folgte q = p™® aus (2) und (3).
In q konnen wir ein durch p**V unteilbares Element ¢ finden, und dann
gilt fir jedes Element p, aus p®

(4) 0, =0 (g, 9",

wo r ein passend gewihltes durch p unteilbares Element ist, da es nach
dem soeben gewonnenen Resultate kein Primirideal zwischen p™ und.
p@*D ogibt, Es sei p,_; ein beliebiges Element aus p*~P, dann ist auch
i =0 () fir ein geeignetes durch p unteilbares Element 7.
Also ist 7p,-; also endliche Summe der Produkte der Elemente aus
pt~#1 und der Elemente aus p* darstellbar. Aus (1) und (4) erhalten
wir danach »'p;_, =0 (gp{~#% p") fir jedes Element p,; aus p4P,
wobei 7’ ein passend gewahltes durch p unteilbares Element ist. Aus
(2) folgt daher 7'p;-; =0 (q) fiir jedes Element p,_; aus p*P, Da g
aber primdr ist, erhalten wir leicht »* P =0 (q) und folglich einen
Widerspruch mit (2). Also ist der zweite Teil unseres Satzes bewiesen.

Eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Darstellbarkeit
jedes Hauptideals als Durchschnitt von symbolischen
Potenzen endlich vieler hochster Primideale.

Wenn ein Primideal p vom allgemeinen Integritdtsbereiche I kein
echtes Primideal-vielfaches besitzt, so heisst p ein héchstes Primideal
von .
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Satz 4. Es sei in I jedes Hauptideal als Durchschnitt von sym-
bolischen Potenzen endlich vieler hichster Primideale darstellbar. Dann
ist die symbolische Potenz p® jedes hichsten Primideals p irreduzibel,
und es gibt nur endlich wviele wverschiedene Idealquotienten (p):a fir
irgendein festes Hauptideal (p), wenn a alle Ideale aus § durchlaiift,
‘und zwar sind diese Idealquotienten immer durch ein hichstes Prim-
ideal teilbar oder gleich .

Es seien py,....,p, die hochsten Primideale, die zu (p) gehoren,
dann ist (p) als ein kiirzester Durchschnitt von symbolischen Potenzen
p{® darstellbar, nimlich es ist

1) () =D, ]

Zunichst nehmen wir an, dass fir ein zu einem hoéchsten Primideal p
gehoriges Primérideal ¢ p > q > p® gelte. Dann wiére fiir ein durch
p® unteilbares Element ¢ aus q die im Satze ausgesprochene Zerlegung
des Hauptideals (¢) wie bei (1) unmoglich. Demnach gibt es kein
Primérideal zwischen p und p®, und folglich muss »® nach Satz 2
irreduzibel sein.

Ist a ein beliebiges durch (p) teilbares Ideal, so ist offenbar
3 =(p):a. Im folgenden nehmen wir an, dass a durch (p) unteilbar
ist. Dann muss 3¢ (p):a sein, da & das Einheitselement enthélt.
Setzen wir

(2 a = (p):a,

so ist a; gleich (p), oder ein von  verschiedener echter Teiler von (p).
Aus 10 =0 (p), a %0 (p) folgt nach (1) a = 0 (pi*), aa = 0 (pfe’)
fir ein Primdrideal aus p{*,....,p, etwa p@x’. Da pir aber
primédr ist, muss a; =0 (p,) sein. Also ist die im Satz ausgesprochene
letzte Behauptung richtig. : o

Nun seien pj, pay....,pm (m < n) alle Teiler von a; aus py,...., P,
und es seien Gy,....,Q, die zu py,...., D, gehorigen isolierten Primdr-
komponenten® von a;. Dann ist der Durchschnitt d = [qy,...., qu]
ein Teiler von a; und ferner ist eine endliche Potenz von p; durch g;
teilbar, da ein Element ¢; aus q; als Durchschnitt von symbolischen

(1) Die zu p; gehorige isolierte Primirkomponente q; von a, ist das Ideal, das alle
und nur die Elemente enthilt, deren Produkt mit einem geeignet gewiihlten Element
aus Sp'. in a, auftritt. Vgl. W. Krull, Idealtheorie, in Ringen ohne Endlichkeits--
bedingung, Math. Annalen 101 (1929), 737. '
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Potenzen endlich vieler héchster Primideale wie bei (1) darstellbar ist.
Ist d ein belicbiges Element aus b, so gibt es Elemente 7; von der
Art, dass '

d/ri ‘E 0 (al) ’ £ ¥ 0 ('pz) ’ rn= 0 ([‘pl: LR pi—l’ pi-l-b vevey ‘pn])
¢t=12,....,m)
ist. Setzen wir nun r = r+.... 47 so erhalten wir daraus

(3) dr=0 (), rX0(@{), r=0(©H)
t=1....,m;5=m+1,....,n).

Aus (2) und (8) folgt (dr)a=0 (p). Ist (d)a=0 (p) fir alle
Elemente d aus b, so ist nach (2) D=0 (q;) und folglich ist b = qa,.
Ist d)ax0 (p) fir ein Element d aus b, so sind a; und (#) beide
durch af = (p):(da) teilbar, und folglich ist (r,a;) =0 (aj). Nach (3)
ist aj damit durch keinés aus py,...., P, teilbar. Anderseits folgt aus
(da) a; = 0 (p), (d)a = 0 (p), dass af durch ein Primideal aus py,...., Ps
teilbar ist, also erhalten wir einen Widerspruch mit dem oben gewon-
nenen Resultate: Hiermit muss (d)a =0 (p) fir alle Elemente d aus
D sein, es ist also

(4) 01=b=[CI1;-~-,Qm]~

Da dieses Priméirideal g; aber einen endlichen Exponent hat, muss nach
dem oben bewiesenen Resultate und Satz 8

(5) 0= pibl): coeesm = ‘pgrlz)m) ’

wo pP®’ die symbolische kleinste Potenz von ;, welche gleich q; ist,
bedeutet. Da (p) =0 (a;) ist, folgt aus (1)

(6) blgal’----’bmga’m-

Aus diesen Resultaten (4), (5) und (6) konnen wir leicht die Tatsache
erhalten, dass die Anzahl der verschiedenen Idealquotienten (p):a end-
lich ist, wenn a alle Ideale aus & durchlaiift. Unser Satz ist somit in
allen Teilen vollstindig bewiesen.

Satz 5. Im allgemeinen Integrititsbereiche § werden die folgenden
Bedingungen erfiillt :

1. Ist (p) irgendein festes Hauptideal aus &, so gibt es nur end-
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lich viele verschiedene Idealquotienten (p):a, wenn a alle Ideale aus ¥
durchladift, und diese Idealquotienten sind stets durch ein hichstes
Primideal teilbar oder gleich .

2. Die symbolische Potenz p® jedes hochsten Pmmwleals p aus I
st immer irreduzibel.

Dann ist jedes Hauptideal aus § als Durchschnitt von symbolischen
Potenzen endlich vieler hochster Primideale darstellbar.

Ist jedes Hauptideal (p) stets prim, so ist der Satz schon ein-
leuchtend. Wir nehmen nun an, dass ein Hauptideal (p) nicht prim ist.
Es sei also p; zu (p) nicht prim® und zwar durch (p) unteilbar, dann
ist a; = (p):(p;) ein echter Teiler von (p) und von & verschieden.
Ist a; nicht prim, so koénnen wir ausserhalb von q; ein Element p;
finden, das nicht prim zu q ist, und der Idealquotient a; = q;:(p)) =
(p): (pp,) ist ein echter Teiler von a, und von & verschieden. Da es
aber nur endlich viele verschiedene Idealquotienten von der Form (p):a
gibt, miissen wir nach endlichmaliger Wiederholung dieses Verfahrens
zu einem von ¥ verschiedenen Primideal p = (p):(p;....Pn) gelangen.
Nach unserer Voraussetzung 1 ist die Anzahl der von & verschiedenen
Primideale, die auf obige Weise gewonnen sind, endlich und ferner ist
jedes dieser Primideale ein héchstes Primideal. Es seien nun py,....,0,
alle soeben bezeichnete Primideale. Dann muss jedes Element, das durch
jedes aus p; unteilbar ist, zu (p) prim sein, sonst hitten wir auch ein
von & verschiedenes héchstes Primideal von der Form (p): (p’), das
von jedem aus p; verschieden wére. Anderseits sei q; die zu p; ge-
horige isolierte Primirkomponente von (p), und es sei d ein beliebiges
Element vom Durchschnitt [q;,....,0,]. Dann koénnen wir wie beim
Beweise von Satz 4 ein Element r finden, so dass

dr=0 (p), rE0 (p) z2=12,....,n)

ist. Nach dem soeben ausgesprochenen Tatsache ist » zu (p) prim, also
muss d =0 (p) sein, und folglich erhalten wir die Darstellung

(p)-_‘[%,---u%]-

Um nun zum Hauptideal (p) die im Satz ausgesprochene Zerlegung
zu finden, miissen wir noch ausserdem zeigen, dass die Primédrkomponente
q; von einem endlichen Exponent ist. Es sei p; ein beliebiges Element aus

(1) Ein Element p, heisst zu (p) ,,nicht prim“, wenn ein durch (p) unteilbares
Element r existiert, derart, dass p,r in (p) auftritt. -
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p;, das durch q; unteilbar ist. Setzen wir a, = (p):(m), so ist a; ein
echter Teiler von (p), da eine endliche Potenz von p, durch g; teilbar
ist. Nehmen wir wieder ein beliebiges durch q; unteilbares Element p;
von p; aus, und setzen wir ap = (p):(pp:), so ist az= a;:(pz) und
wir konnen zwei verschiedene Fille pp; =0 (q;), und 22, 3 0 (q0)
betrachten. Im zweiten Fall ist a; ein von & verschiedener echter
Teiler von a;.. Denn wir konnen eine ganze Zahl m (= 2) finden,
sodass pipf*~! % 0 (q:) pp¥* =0 (q:) ist, und daber folgt rpps* =0 (p),
rpp £ 0 (p) fur ein durch p; unteilbares Element ». Néamlich ist
es 710 (a), P 1=0 (a;). Auf dieselbe Weise erhalten wir
eine Kette von Idealquotienten

P < @) : () <®): (o) <....

Nach der im Satz gemachten Voraussetzung 1 muss die Reihe im End-
lichen abbrechen, d.h. fir ein gewisses & ist

P2 ... D=0 (q,).

Diese Zahl k héngt von den gewihlten Elementen ab, aber ist beschrinkt
nach unserer Voraussetzung 1. Damit folgt unmitterbar, dass ¢; von
einem endlichen Exponent ist. Aus Sitzen 2, 8 und der Voraussetzung
2 erhalten wir danach die behauptete Darstellung von (p) durch endlich
viele symbolische Potenzen hiéchster Primideale

() = [pi™, ..., pw].

Unser Satz ist damit voll bewiesen.

Es gilt also, wenn wir die vorhergehenden Schliisse zusammen-
fassen, der

Hauptsatz. Im Integrititsbereiche & st jedes Hauptideal dann
und nur dann als Durchschnitt von symbolischen Potenzen endlich
vieler hochster Primideale darstellbar, wenn in § die folgenden Be-
dingungen erfillt sind :

1. Fiir irgendein festes Element p aus § gibt es nur endlich viele
verschiedene Idealquotienten von der Form (p):a, wenn a alle Ideale
aus & durchlaiift, und jeder der Idealquotienten ist stets durch ein
hichstes Primideal teilbar oder gleich 3.

2. Die symbolische Potenz p® jedes hichsten Primideals p ist
tmmer vrreduzibel,
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Uber die Eindeutigkeit der Zerlegung der Hauptideale.

Zum Schlusse beachten wir noch die Eindeutigkeit der symbolischen
Potenzen, welche in der bisher besprochenen Darstellung der Hauptideale
auftreten. Aus der Eigenschaft der symbolischen Potenz eines héchsten
Primideals folgt unmittelbar :

Sind  (p) =K, ...., 9] und (p) = [p(®,...., pd»]  zwes
Dagstellungen von (p) als kiirzeste Durchschmitte wvon symbolischen
Potenzen endlich vieler hichster Primideale, so muss m =n, p; = p;
G=1,....,m), P =p®, ..., pew = P sein.

7Zu unserem Zwecke mussen wir damit den folgenden Satz beweisen :

Satz 6. Es sei jedes Hauplideal aus & als Durchschnitt von
symbolischen Potenzen endlich wvieler hochster Primideale darstellbar.
Dann sind die symbolischen Potenzen eimes hichsten Primideals p von
einander verschieden.

Zum Beweise nehmen wir p™ = p™*P an, Dann ist nach Satz 1
pim = pemtD = pmd = = Ist p ein von Null verschiedenes beliebiges
Element aus p™, so gibt es eine kiirzeste Darstellung von (p) als
Durchschnitt von symbolischen Potenzen endlich vieler héchster Prim-
ideale, niamlich (p) = [p™, pi™,....,p{]. Ist (p) = p™, so ist
auch (p?) = p™ und daraus folgt » = ap?, wo a ein Element aus
& bedeutet. Das ist aber unméglich, da ¥ keinen Nullteiler besitzt, und
p von & verschieden ist.” Im anderen Falle kénnen wir ein Element
p’ in ™ finden, so dass »’ durch jedes Primideal aus b,,....,P,
unteilbar ist. Da das Element pp’ aber durch die hochsten Primideale

P, Ps....,Pn teilbar ist, erhalten wir nach der Annahme p™ =
pm =L

(pp') = [p™, 2, oo, PV, i, o, B 0]

Aus der Eigenschaft von 9/, dass 9 durch jedes Primideal aus
Psy....,Pn unteilbar ist, folgt pim® = pi™>, .. .., pim'n’ = pime, (pp) =
[(p), Psym+?, . ..., ™). Far ein durch p unteilbares Element 7 erhalten
wir danach 7 = ¢pp” oder (ri—ep)p =0, wo ¢ ein Element aus
bedeutet. Da & keinen Nullteiler besitzt, ergibt sich daraus der Wider-
spruch 7, =0 (p). Also ist unsere Annahme p™ = p™*+D falsch, und
unser Satz ist bewiesen.

(1) Ist p=3, so ist jedes Hauptideal gleich , also ist I ein Korper.
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Aus Satz 6 ergibt sich leicht:

Satz 7. Ist jedes Hauptideal aus & als kiirzester Durchschnitt von
symbolischen Potenzen endlich vieler hochster Primideale darstellbar, so
2st eine solche Darstellung jedes Hauptideals eindeutig bestimmd.
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