Sur les fonctions analytiques de plusieurs
variables.

II—Domaines d’holomorphie.

Par
Kiyosi OkA,

(Recu Décembre 10, 1936.)

Introduction.—J’ai traité dans le mémoire précédent® le sujet de
domaines convexes par rapport aux fonctions rationnelles. J’examinerai
maintenant la méme question concernant les fonctions holomorphes; et
ceci sera fait en appliquant la méme idée, c’est-d-dire, en passant aux
espaces supérieurs.

Dans Pespace de plusieurs variables complexes, étant donnée une
région univalente bornée et convexe par rapport & un nombre fini de
fonetions holomorphes, on en construit la multiplicité X dans un espace
supérieur, d’aprés le procédé adopté précédemment. Clest pour cette
multiplicité 5 que nous observerons précisément le mode de convexité,

Alaide des théorémes établis dans le mémoire précédent, nous
trouverons comme conséquence que la multiplicité X est en quelque sorte
convexe par rapport aux polynémes. (Voir le théoréme I du No. 4).
A notre avis, ceci est un fait fondamental en ce qui concerne les
domaines d’holomorphie.

D’ol, en vertu d’un théoréme bien econnu de MM. H. Cartan et P.
Thullen,® on pourra facilement donner & un des problémes non résolus®
de la théorie du titre la solution affirmative; & savoir que le théoréme
de M.P. Cousin concernant les poles donnés reste valable pour les
domaines d’holomorphie, univalents et bornés.

(1) Ce journal, 6 (1936).
(2) Mémoire cité précédemment.
(8) Voir 'Ouvrage de MM. H. Behnke et P. Thullen, 68, cité précédemment.
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1. Généralités.—Considérons V'espace ((x)) engendré par n vari-
ables complexes, x;, 3, ....,%,; et dans lequel nous allons d’abord donner
quelques définitions. Une région sera dite appartenir a la classe (P),
si Pon peut la définir comme l’ensemble de points satisfaisant &

ol <ri,  [P(@)] <1, (G=L2...,n;5=12....,)

r; étant des constantes positives, et P,-((x)) des polynomes des x;.

Nous dirons qu’ un ensemble fermé F appartient & la classe (P,
si Pon peut trouver dans la classe (P;) une suite décroissante de régions
ayant F' pour limite.

Etant donné un ensemble borné E, considérons la partie commune,
€, de tous les ensembles de la classe (P,) qui contiennent E; nous
Pappellerons le plus petit ensemble de la classe (P;) contenant K, puisque
€ appartient enore o la classe (Py).

En effet, € est nécessairement un ensemble fermé. Soit (C) un
polycylindre comprenant ’ensemble donné E et ses points d’accumula-
tion ; soit F' un ensemble de la classe (P;) qui est contenu dans (C) et
qui contient E, mais d’ailleurs queleonque; € se présente alors comme
partie commune de tous les F., Pour tout nombre positif p, formons
Pensemble A comprenant les points du polyeylindre (C) et ses points
frontiéres, pour lesquels la distance 4 € sera = p; A est nécessaire-
ment un ensemble fermé.

Soit M un point quelconque de A ; comme M est un point extérieur
pour certain F, on peut trouver un polynome P((x)) de fagon que
Pon ait:

| P((x)) | >1
dans un cercle (r) suffisamment petit de centre M, et que
| | P((2) | <1
sur &; alors, & Vaide du lemme de Bdrel-Lebesque, on peut recouvrir
A avec un nombre fini de tels cercles (r); soit Pi((x)), (/=12....,),
les polyn6mes correspondants; considérons une région D de la forme
(@)e(C), [P)]|<1, (G=12....,0.

(1) Dans la suite, un ensemble ouvert sera appelé domaine ou région distinctive-
ment, suivant qu’il est certainement connexe ou non; pour simplifier le langage on
sous-entendra que les régions (domaines) sont toujours univalentes et bornées, sauf
dans le cas ou la réciproque sera énoncée.
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La région D, qui appartient évidemment i la classe (P,), recouvre G,
sans l’étre pour tout point ayant la distance > p par rapport & E;

et ceci, quelque soit p. L’ensemble € appartient donc & la classe (P)).
C.Q.F.D.

Soit E un ensemble borné quelconque dans Uespace ((x)), et € le
plus petit ensemble de la classe (Py) contenant E ; soit (o) une famille
de surfaces caractéristiques™ de la forme,

(52) A@), =0, (@)elU, 0=t=1,

U étant un domaine de V'espace ((x)), f((x), t) une fonction uniforme des
variables «; et ¢ définie sur ((x))e U, 0 <t <1, holomorphe en tout
point de 'ensemble et telle que pour toute valeur ¢ de Vintervalle f((x), t)
ne s'annule pas identiquement. Ils ne peuvent jamais s’associer de telle
fagon que : : ‘

1° pour toute caractéristique de la famille, sa frontiére n’inter-
vienne pas dans un voisinage V de €; .

2° aucune des caractéristiques ne passe par E, ni par ses points
d’accumulation ;

3° la caractéristique (s0) passe par un point de €, tandis que (oy)
reste 4 lextérieur de V.

En effet, supposons une famille (s;) de cette nature. On peut alors
trouver un domaine T sur le plan ¢ contenant le segment (0,1) et ap-
partenant & la classe (P;) du plan, de facon que toutes les circonstances
restent invariables, quand on passe du segment (0,1) au domaine T';
du moins en rapetissant toujours un peu les régions données U et V.
On peut d’ailleurs considérer que la région V appartient & (Py) de
I'espace ((x)) puisque € est un ensemble de (P;). La région (V,T)
ainsi construite appartenant 4 (P,) dans P'espace ((x), t), on peut y trouver
une fonction méromorphe G((x),t) des variables x; et t admettant
1/f((x), t) pour poles, grede au théoreme I du mémoire précédent.

Soit (s,) la derniére caractéristique qui passe par des points de G,
t tracant le segment de 0 4 1, et M un des points de € sur cette
caractéristique. Lorsque ¢ tend vers « le long du segment (g, 1), la
valeur G(M,t) augmente indéfiniment, puisque la fonction G((z),t)
posséde nécessairement le point (M, «) comme pole; d’un autre coté, la

(1) Pour la surface caractéristique (charakteristische Flichenstiick), voir 'Ouvrage
cité de MM. Behnke et Thullen, 24.
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fonction G((x), ) étant réguliere en tout point de [E, (0, 1)] ainsi qu’aux
points d’accumulation, elle y est bornée; de 13, on peut choisir une valeur
B prés de a sur le segment (a, 1), de telle maniére que

le premier membre signifiant la borne supérieure de | G((x), 8)| sur E.
' Or, comme la fonction G((x), 3) est régulitre en tout point de
P’ensemble fermé € appartenant 4 la classe (P;) de l’espace ((x)), d’aprés
ce que on a etudié au mémoire précédent,” on peut la développer en
série de polynomes dans le voisinage de & ; d’oil, découle I'existence d’un
polynome @((x)) des x;, tel que

max | 9(E) | <|o(M)|;

ce qui est contradictoire, car F est le minimum. La famille du caractére
ne peut donc pas exister. C.Q.F.D.

Remargue.—Dans ce qui précéde, en remplacant les polynémes par
les fonctions rationnelles, on pourra définir les classes (Ry) et (Ry) et le
plus petit ensemble de la classe (R;). On pourra aussi constater, sans
modifier le mode de raisonnement, que le dernier jouit de la propriété
ci-dessus.

2. Classe (H,). Fonctions Rj(x;).—Considérons dans une région
® (univalente et bornée) & 'espace ((x)) » fonctions holomorphes f;((x))
des variables «; grice auxquelles nous formons I'ensemble de points 4
de telle maniére que

() 2wl <7,  If@) <1, G=L2....n55=12....,»),
(@) e®,

r; étant des constantes positives; nous convenons d’ailleurs qu’ aucun
des points d’accumulation de 4 n’est situé sur la frontiére de ®, autre-
ment dit que 4 est un ensemble fermé. Cet ensemble fermé 4, qui
correspond & la région 4 du mémoire précédent, sera dit, appartenir a
la classe (H,).

Comme dans le cas précédent, en introduisant de nouveau » variables

{1) Voir No. 4, od nous avons exposé une proposition dans un domaine; mais,
comme nous n’avons jamais émis I'hypothése de la connexion pour la démonstration,
la proposition reste valable pour les régions.
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complexes y;, construisons dans ’espace ((z,y)) lensemble fermé X de
la forme,

(2) | ¥i =fi{®), . (@)ea, (G=12....,5);

on retrouvera alors que toute la frontiére de la muitiplicité 3 se pose
sur celle du polyeylindre

ol <m, lwsl<1.

Nous considérons dans le nouvel espace ((x,%)) le plus petit ensemble,
9, de la classe (P;) contenant =, et nous lui appliquerons la proposition
générale que nous venons d’établir; d’abord, il est évident que U est
contenu dans le polycylindre fermé |a;| <7, |yl < 1.

Soit B image de N projetée sur Vespace ((x)),Y et € celle qui est
projetée sur le plan x;; A étant un ensemble fermé, il en est de méme
pour B et €. Formons la section de B par le plan caractéristique x; = af
(constante) que nous considérons comme ensemble de points dans l’espace
(%3 3, . ..., %s) €t qui sera désignée par Bux;,® Bx] est un ensemble
fermé ; soit Gxi celle de G, Gx; est un ensemble ouvert; marquons sur
-le plan 2; 'ensemble 2 comprenant les points 2; pour chacun desquels
Bz a au moins un point de Vespace (&, 23, ....,%,) en dehors de Gxi.
B étant un ensemble fermé et & un ensemble ouvert, ensemble 2,
s'il existe, est nécessairement fermé, soit (») la région du plan 2, ayant
les points de £ et le point & I'infini & son extérieur ou sur sa frontiére,
mais comprenant tous les autres points.

Dans la région (w) ainsi acquise, nous définirons les fonctions réelles
Rjx,) de la variable z; (j=1,2,....,») comme suit: Si x, n’est pas sur
€, nous posons

Ri(x;) = 0.

Soit ensuite 2} un point de € dans () ; soit (@, &2...., 5.5 7672 ..., 7))
un point de A pour lequel x; = 27, mais d’ailleurs quelconque; x} étant
un point de (), (@3, &,....,&,) se situe nécessairement dans ®, d’apres
la définition méme; par oonsequent les fonctions f,((w)) étant bien
définies pour ce point-ci, nous posons

(1) Ce qui vent dire que, & tout point ((«’)) de B correspond au moins un point
((z,y)) de U tel que ((x)) = ((=")), et réelproquement,

(2) Cela signifie que, si (x/,2,....,2,") est un point de By, le point ()
appartient nécessairement & B ; et dans le cas contraire, il ne lui appartient pas,
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Ry(@)) = max | 7,—fi(e}, &, . ..., &) |,
(90(1),52,--'-,57;; 771’7-04--:771;)691-

Nous allons montrer que les fonctions Rja;) jouissent de la propriété
suivante :

Rj(x;) sont les fonctions logarithmiquement subharmoniques.V’

En effet, prenons la fonction Ri(x;)) pour fixer I'idée. Nous com-
mencons par montrer que log B;(x;) est semi-continue supérieurement ;
pour cela il suffit de le constater pour Ry(x;) méme; et dans ce but il
sera suffisant de laffirmer sur €/, € étant la portion de € contenue
dans la région (). Soit donc a7 un point de € quelconque; et soit

R S L2 R
‘une suite de points de €’ tendant vers a? et telle que
lim Ry(x{?) = «

dont « est une constante, mais d’ailleurs quelconque ; il nous suffira alors

de montrer que
a §. Ry(x) .

Or, & tout «{” de la suite, correspondra au moins un point
M, (=@, y?)) de U tel que

By(@?) = | yi” —fi((=®))
et on aura la nouvelle suite de points

Ml,Mg,....,Mp,....;

.
’

soit My, ((€,7)) un de ses points limites; on a alors & = a%; en outre,
A étant fermé, M, fait partie de A ; de 13, en faisant tendre x{” vers
2}, il s’ensuit que

(1) Clest-a-dire que log Rj(x,) sont les fonctions subharmoniques, les logarithmes
étant naturellement réels. On appelle fonction subharmonique de la variable complexe
z toute fonction ¢(z) réelle semi-continue supérieurement bornée supérieurement dans
Pintérieur au domaine d’existence et telle que, tragant un cercle & I'intérieur du domaine
d’existence, la moyenne arithmétique de ¢(z) prise au sans de M. Lebesque sur la cir-
conférence, est plus grande que ou égale & la valeur au centre.” Parmi les fonctions
de cette espéce, nous conviendrons de compter la constante —o. Pour les. fonctions
subharmoniques, voir 'Ouvrage de M. G. Julia: Principes géométriques d’analyse, t. I
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a= ! Vl_fl(xg)f 629 ey E‘n) | _S_ Rl(x(l)) ;

Ry(x;) est done semi-continue supérieurement.
I1 s’agit maintenant des majorantes harmoniques de la fonction
log Ry(xy), le logarithme étant réel. Supposons un cercle (r),

o —al| <p,

a Dintérieur du® domaine d’existence, tel que la moyenne arithmétique
prise au sens de M. Lebesque sur la circonférence y soit plus petite que
la valeur au. centre, pour la fonction log Ry(x;); il nous suffira de
conduire cette hypothése & une contradiction. Or, dans cette circonstance,
4 l'aide de lintégrale de Poisson, on pourra facilement trouver une
fonction holomorphe ¥(x;) de la variable x; dans le cercle, ayant le
module uniforme continu et non nul sur |x;—a| < p, et telle que

By(x) | ¥y | <1
pour tout 2; de la circonférence, tandis qu’ au centre
R || = 1.
Avec cette fonction ¥(xy), formons la famille de caractéristiques
(o) [y —A(@)]- () = e*(1+1),
log—ad | <p, ((@)e®, 0Zt<+o,

6 étant un certain argument que lon déterminera plus tard, et
i=1"—1; on voit que les deux membres de 'équation sont les fone-
tions holomorphes des m+1 variables x; et ¢ en chacun des points
indiqués ; pour cette famille (s;), nous allons examiner successivement
les conditions formulées au No. 1:

1°.  Observons les frontiéres des caractéristiques; il y en a de deux
espéce, I'une est sur la frontitre de ® et lautre sur |z—ad| =p;
commencons par la premiére. Le cercle fermé |x;—a)| < p a été tracé
dans la région (w), la partie de B dans le cercle fermé est contenue
dans @, B étant I'image de A projetée sur l'espace ((x)); par suite, si
Pon prend une région V contenant 2 et suffisamment voisine de ¥, la
frontiere de & sera située entitrement & lextérieur de V; il en est

(1) Nous. disons que quelque condition est remplie 4 lintérieur d’'une certaine
région, s'il en est ainsi pour tout ensemble fermé contenu dans la région.
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donc de méme pour les frontiéres considérées des (s;). Quant & la
deuxiéme, comme pour tout point ((£,7)) de A sur |x;—a}|=p on a

|ln—AEN] | 7E) | <1,

en choisissant V suffisamment prés de 2, on peut faire que toutes les
frontiéres en question restent en dehors de V.

2°. Pour tout ¢ de lintervalle 0 <t¢<<+ », la caractéristique
(s) ne passe jamais par 3, puisque 3 se pose entiérement sur la
caractéristique ,—f1((x)) = 0.

3°. Comme Ry(2)) est nécessairement positive d’aprés I’hypothése,
le centre x? doit étre sur € ; on peut trouver par suite un point ((«% %°)
de A pour lequel on ait

| A—fl@)) | = Biad) ,

lA—A@) | [T | =1;

on peut done choisir 'argument & tel que la caractéristique (o;) passe
par le point ((2% %) de A. D'un autre c6té, dans équation (o), on
peut regarder la fonction fi((x)) comme étant bornée dans la région
considérée, puisque ceci est toujours atteint en prenant une région en
peut plus petite que @, si on en a besoin ; alors, & partir d’une certaine
valeur du paramétre, aucune des -caractéristique (s;) n’interviendra
dans V.

On peut ainsi construire une famille de caractéristiques remplissant
toutes les conditions formulées; ceci contredit la proposition générale;
la fonction Ry(x;) est done logarithmiquement subharmonique; et les
autres fonctions également. C.Q.F.D.

et par conséquent

Partageons la région (w) en composantes connexes comme

(@), (@), . ..o, (@),

dans chacune desquelles les fonctions R;x;) sont logarithmiquement
subharmoniques ; supposons qu’ un de ces domaines, (wy) par exemple,
contienne un point extérieur de € ; toutes les fonctions Ri(x;) sannulent
alors au voisinage du point d’aprés la définition méme, et par conséquent
tdentiquement dans (w;), puisque elles sont logarithmiquement sub-
harmoniques.

Remarquons d’ailleurs que, st pour un point «? de € contenu dans
(w), toutes les v fonctions R; sont nulles, on a nécessairement
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Ex} = Az,

ol Ex) et Ax? représentent, les sections par x; = x) de 3 et U, respective-
ment. En effet, sinon, I’ensemble Ax] possederait & I'extérieur de Ex?
au moins un point (@9, 2% ....,2% 4%, ....,%0); or, 2} étant dans (w),
((«%) appartient & & ; d’'un autre coté ce point est en dehors de 4, car,
toutes les R; s'annulant & 29, si ((2%) était un point de 4, le point
@3,...,,%7) appartiendrait & Ex}; dans ces conditions, de la définition
de 4 il g’ensuit qu’ une au moins des fonctions, soit fi((x)) pour fixer
I'idée, admet le module plus grand que 1 pour ((x%); de 1, comme
R((@)) =0, on a ! =fi((«")); et par suite |#)|>1; ceci est ab-
surde; car, comme nous l'avons remarqué plus haut, A est nécessaire-
ment contenu dans |z; | <7, |y;|<1; il faut done que Eux) = Axf.

3. Proposition préliminaire.—Nous allons observer dans la suite
-la frontiére de la région (w); et pour cela, nous démontrerons d’abord
la proposition suivante :

Soit ¢(x) une fonction subharmonigue de la variable complexe x. '
St Uon fait parcourir aw point x une courbe simple de Jordan L dans
Uintérieur du domaine d’existence aboutissant & un point &, on aura
tougours pour limite

Iim p(@) = p(6), (@82

En effet, décrivons deux cercles concentriques (r) et (C) de centre
&€, dont (r) est intérieur, dans l'intérieur au domaine d’existence de ¢(zx).
Supposons que, le point « tracant la courbe L & partir de £, ce point
rencontre la circonférence ry derniérement au point b, et la circonférence
extérieure C premierement au point B; soit I arc de la courbe de b
jusqu’a B; et D le domaine ayant ! et C comme frontiére; ce domaine
est simplement connexe; représentons-le couformément sur |y|<<1 de
facon que le point & corresponde & l'origine du plan y, dont la trans-
formation sera désignée par

= F(y).

(1) Nous avons supposé ici la courbe simple de Jordan; mais ceci est seulement
pour la simplicité; la proposition restera légitime pour toute courbe continue tendant
uniquement vers ¢; et dont la démonstration sera faite également, 4 I'aide des théorémes
bien connus dis & MM. Fatou et Lebesque.
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Supposons que (C) est le cerfcle d’'unité pour simplifier Pécriture,
Fly).
. Y ‘
dans le. cercle d’unité, elle prend la valeur FY(0) & lorigine; de plus,

le module de la fonection reste uniforme et continu jusq’ & la circon-
férence, il ne s’y annule pas non plus; par conséquent la moyenne
arithmétique de la fonction réelle log| F(y)| sur |y| =1 est égale &
log | F/(0)|. D'oli, en désignant par 27a la longueur de larc sur
|y| =1 correspondant & I'arc ! du plan 2, on obtient

P <| F'(0)
D’un autre coté, grice au théoréme de M. Koebe, on a

pZkIFO)],

et (r) de rayon p. La fonction est alors holomorphe et non nulle

-

k étant une certaine constante positive; on a par suite
p(1~a) z k ;

on trouve donc que, lorsque p tend vers 0, o tend nécessairement vers 1.
’ Comme la fonction ¢(x) est semi-continue supérieurement sur
|z| <1, elle y est bornée supérieurement ; soit M la borne supérieure ;
et soit N celle sur 'arc de la courbe L de B a lorigine, l'origine étant
exclue. Considérons la fonetion

G[F)];

elle est subharmonique dans |y | << 1, et'uniforme et semi-continue supé-
rieurement sur |y| <1, si 'on compare la moyenne sur la circonférence
et la valeur au centre, on aura

aN+ A —a)M = ¢(0).
De 13, en faisant tendre y vers lorigine, on obtient

: N = ¢(0);

d’olt, il s’ensuit que ,

Tim (%) = ¢(0),

dont la limite est considérée le long de la courbe L, (x 3 0). Dans la
relation ainsi acquise, ‘c’est ’égalité seule qui se présente effectivement,
puisque ¢(x) est semi-continue supérieurement. C.Q.F.D.

Remarquons d’ailleurs que toute fonction logarithmiquement sub-



Sur les fonctions analytiques de plusieurs variables. II 125

harmonique est elle-méme subharmonique. La proposition ci-dessus
est donc applicable aux fonctions des deux. espéces.

4. THEOREME I.—FEtant donné dans Uespace ((x)) un ensemble 4
de la classe (H,), on en construit dams Uespace supérieur ((x,y)) la
multiplicité X d’apres la méthode de No. 2, elle appartient alors & la
classe (P,) du nouvel espace.

Autrement dit, nous allons montrer que
2=9;

et ceci sera fait d’aprés le procédé de récurrence par rapport & A, 2
étant la moitié du nombre de dimensions de 1’espace initial ((x)). Nous
commencons par constater que le théoréme reste légitime pour A =n
(n = 2) en admettant I'hypothése que ce soit vrai pour tout 2 <<m.

D’aprés ce que nous avons vu au No. 2, il suffit pour cela de
montrer que la région (w) comprend tout point fini du plan w;; sup-
posons done qu’il n’en soit pas ainsi; toutes les composantes connexes
(w;) de la région posséderont alors leurs propres points frontiéres &
distance finie; parmi elles il en existe au moins une qui contient des
points extérieurs de €; soit (w;) un domaine de la nature, et £ un de
ses points frontiéres finis. ‘

Je dis que E: existe actuellement, (E: étant la section de X par
@ = £). En effet, ou bien £ est un point intérieur de € ; alors, ce point
sera la limite d’une suite de points faisant partie de € et de (w;) & la
fois ; pour tout #; de la suite, comme Ex, = Ax; et dont Awx; (la sec-
tion de A par x; = constante «;) posséde nécessairement un point au
moins, Eux, existe aussi; par suite E: existe effectivement puisque X est
un ensemble fermé. Ou bien £ est un point frontiére de €; dans .ce
cas, si E: était 'ensemble nul, il en serait, de méme pour tout x, dans
le voisinage de & puisque X' est fermé; alors, d’aprés ce que l'on a vu
sur les développements, on pourrait former aisément un polynéme  par
rapport & ;,y; contre ce que A est le plus petit. E: existe donc
toujours. '/ ' .

Le point & étant sur 2, ’ensemble (£, A;) admet d’aprés la défini-
tion un point au moins en dehors de la région [, |y; | <<®], ((=12,....,»),

(1) Ceci sera vérifié facilement en comparant les fonctions majorantes, dont le
point essentiel est celui-ci: si wu(¥) est harmonique par rapport i z, e¥®) sera sub-
harmonique. :
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tandis que cette région comprend X; on peut donc trouver un point M
de A; & lextérieur de E. Or, on reconnaitra sans difficulté que
Pensemble E; dans lespace (25, %3 ....,%n; Y1, Y2+ -+ ,Y,) est de la
méme nature que 3 en question; par conséquent E; appartient & la
classe (P;) de cet espace, d’aprés I'hypothése; on peut donc trouver une
région Da de la forme

(Da) | Pl < a, (t=12,....,m),

P; étant le polynéme des x;,y;, (i=238,....,%;5=12,...,,v), et a une con-
stante positive, de facon que D, contienne E, sans contenir le point M.

La région Da, comprenant tous les points remplissant les inégalités,
changera de maniére continue avec le paramétre «. Considérons une
autre valeur positive 8 du paramétre tel que

p<a,

et un cercle (r) de centre & sur le plan ;. En prenant Da et Dy
suffisamment voisin de E, et (r) suffisamment petit, nous pouvons leur
faire remplir les conditions suivantes :

[(), Da] <[B, | y; | <], G=12....,9)
[(7), Ex] <[(r), Dgl;

dont la premiére relation vient du fait que son deuxiéme membre com-
prend (£, E¢) qui existe effectivement. Dans cette circonstance, formons
la fonction ¢(x;) pour le cercle (r) de maniére que

¢(x;) = max [B, max | P(Ax) (1, (=12....,m).

sur €; et & l'extérieur de €

plx) = B.

Nous allons montrer que ¢(x;) est logarithmiquement subharmonique.
En effet, p(x;) est semi-continue supérieurement; car, dans la définition
de la fonction, Ax; est la section d’un ensemble fermé et les bornes qui
y interviennent sont seulement les bornes supérieures.

Cela étant, supposons que ¢(r;) n’est pas logarithmiquement sub-
harmonique ; on peut trouver alors dans (r) un autre cercle fermé

| —al| < p,
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tel que la moyenne de log ¢(x;) sur la circonférence soit plus petite
que log ¢(2)); de 1& on peut construire & I'aide de Pintégrale le Poisson
une fonction holomorphe ¥(x,) de la wvariable ; dans le cercle
| 2;—a2)| << p, ayant le module uniforme continu et non nul jusqu’a
la circonférence, de tell maniére que la valeur

play) | Z(y) |

soit plus petite que 1 sur la circonférence et égale & 1 au centre .
pl(x;) étant toujours au moins égale & f, on a

| () | <—;—

sur la circonférence, est par conséquent dans le cercle aussi. Au centre
2], comme il faut d’aprés ’hypothése que ¢(x)) > B, ¢(«?) est représentée
par une des autres quantités que §; pour fixer 'idée nous supposerons
que

o(x)) = max | Py(Ax)) | .

Dans ces conditions, formons la famille de earactéristiques
(o2) P 1W(x1) = eio(l‘}‘t) ’
pour |zy—2d | <p, 0t<< 40,

0 étant un argument qui sera déterminé plus tard et ¢ =1 —1. Pour
toute valeur fixée ¢ de Iintervalle, la caractéristique (s.) ne posséde de
point frontiere & distance finie que sur ensemble de points |x;—2}| = p;
et auquel, ¢(x) | Z(x;)| étant plus petite que 1, on a particuliérement
sur ¥,

| P | <1;

.ceci montre qu’ aucune caractéristique de la famille n’admet de point
frontiére dans un voisinage de 2. Toute caractéristique de la famille
ne passe pas par 5, puisque dans le cercle fermé, on a simultanément

max | P(Exy) | <B, |¥(w)|< —;— .
D'un autre coété pour x, = 29, comme

max | Pi(Aa)) | |¥(=) | =1,
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la caractéristique (o) rencontrera ¥, si l'on choisit ’argument 4 "con-
venablement. On trouve d’ailleurs que pour toute valeur du paramétre
suffisamment grande, (s;) se situe entidrement en dehors d'un certain
voisinage de UA. Ce que nous avons vu est en contradiction avec la
proposition du No. 1, puisque 2 est le plus petit. ¢(x)) . est done
logarithmiquement subharmonique dans le cercle (7).

Considérons maintenant dans le cercle (r) I’ensemble de points (e)
satisfaisant a

o(y) Z a,

¢(x;) étant semi-continue supérieurement, tout point d’accumulation de
(e) contenu dans le cercle appartient encore 4 (¢). Prenant un point a
du domaine (w;) dans (7), tracons le faisceau de cercles dont les cercles
de Poncelet sont le point @ et son image par rapport 2 la circonférence
r; si Pon fait augmenter la circonférence du faisceau vers r & partirr du
point a, on arrivera i la circonférence C qui est la premiére ayant des
points de (e), car le point a est en dehors de (¢) puisque ¢(a) = B, le
point £ se situe sur (e), et de plus I’ensemble (e) est fermé dans l'in-
térieur de (7).

Rappelons la circonstance dans laquelle plx;) est définie. Pour tout
x; du cercle (C) on a par définition

o) <a;”

cela veut dire que Ax; est compris dans Da, et par suite - dans
[Gxy, () quelconque] dont Gux; représente la section de & par
2y = constante ; c’est-d-dire x; appartient A (w), et par conséquent a (w,);
on aura alors Az, = E¥x;; Ax, est donc contenu dans Dy, autrement dit

sv(?cl) =B

et ceci, identiquement dans le cercle (C).

Or, alors, ¢(x;) étant logarithmiquement subharmonique, grice au
lemme du numéro précédent, Pégalité ci-dessus subsisterait jusqu'a la
circonférence C'; ceci est une contradiction, et qui provient de hypothése
posée au commencement ; il faut donc > = .

I1 ne nous reste qu’a démontrer le théoréme pour 2 = 1. Or, dans
ce cas, si l'on définit & nouveau les » fonctions- Ri(x;) de la méme
maniére qu’au No. 2, (dont nous nous sommes occupés en sous-entendant

que 2=>2), il sera de toute évidence que ces fonctions existent pour
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tout «, fini; de 13, il s’ensuit que toutes les fonctions s’annulent iden-
tiquement, et par conséquent que 3 =, -3 C.QF.D.

- 5. ‘Nous allons appliquer le théoréme au prob}émé;dui consiste &
trouver: des “fonctions méromorphes admettant les poles donnés. Re-
prenons dans l'espace ((x)) un ensemble fermé de la classe (Hp),

Colml S, A1, @),  (=L2..ani=12..),
auquel correspondra dans P’espace ((x, ¥)) la multiplicité X, o

L((m)), (x)e4, G=12..0,),

IR

et qui fait partie de la classe (P dans le nouvel espace.

1°. Soit F((x)) une fonction holomorphe des = variables «; dans un
voisinage de d4; si on la regarde comme fonction des n-+» variables
x; et y;, elle est holomorphe au voisinage de 3'; par suite, d’aprés ce
que l'on a étudié au No. 4 du mémoire précédent, on peut développer
la fonction en série de polyndmes au voisinage de X'; en substituant les
v relations y; = f;((x)) dans le développement, on trouve donc que dans
un voisinage de 4 la fonction F((x)) est développable en série uniformé-
ment convergente ayant pour terme général un polynome des x; et f;((x)).

2°, Etant donné les poles (p)® au voisinage de 4 suivant la
maniére habituelle, en considérant (p) comme podles distribués dans un
certain voisinage de 3, ceci étant toujours possible, on peut y trouver
une fonetion méromorphe @((x,y)) -des variables x; et y; ayant les poles
(p), en vertu du théoréme I dans le mémoire précédent. Or, pour un
pole (ou point d’indétermination) ((z°, 3°)) de la fonction, elle est repré-
sentée par la forme

(=, v) = 9((x))+hl(z,v)),

dont g((x)) est une fonction méromorphe qui ne dépend que des z;, et
h((x, y)) une fonction holomorphe; en posant y; = fi((x)), (F=12,....,»),
dans la fonction @((x, y)), on obtient done une fonction méromorphe des
variables x; ayant les péles (p) au voisinage de 4.

3°. Soit D un domaine d’holomorphie univalent (borné ou non) dans
Vespace fini ((x)). On sait bien grdce & MM. H. Cartan et P. Thullen
que le domaine D est convexe par rapport & la classe & de fonctions

(1) Ce mode d’expression n’empéche pas le point d’indétermination d’intervenir a
(p). (Voir le No. 1, dans le mémoire précédent.)
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qui comprend toutes les fonections holomorphes dans D. De 13, en
répétant le mode de raisonnement exposé dans le mémoire précédent on
constatera que, pour tout domaine D’ donné & lintérieur de D, on peut
construire dans D un ensemble fermé 4 de la classe (H) contenant D,
et cela de telle facon que 4 soit défini par des fonctions de la classe &.

D’aprés ce que nous avons vu jusqu’ici, nous obtiendrons le théoréme
ci-dessous, que nous nous contentons de formuler immédiatement puisque
nous pouvons le démontrer tout comme pour les cas de domaines
cylindriques.

THEOREME II.—Pour un domaine univalent d’holomorphie qui me
contient que des points & distance finie, on peut toujours trouver une
fonction méromorphe admettant les poles (et points d’indétermination)
donnés.
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