Zerlegung der Hauptideale aus Polynomringen
in minimale Primideale.

Von

Shinjiro Mor1 und Takeo Dobpo.

(Eingegangen am 17. 5. 1938.)

Es sel I ein Integritdtsbereich mit Einselement und $[x] seine
transzendente Erweiterung, d. h. die Gesamtheit aller ganzen Funktionen
einer Veranderlichen « mit Koeffizienten aus . Nehmen wir an; dass
in & eindeutige Zerlegung in Primelemente besteht, so gilt bekanntlich
das Gleiche auch fiir den Erweiterungsbereich J[x]. Auf Grund
dieser eindeutigen Zerlegung ist die Gesamtheit aller durch ein Prim-
element teilbaren Elemente von  ein minimales Primideal in . In
den folgenden Zeilen wollen wir untersuchen, ob dieser elementare Satz
in geeigneter idealtheoretischer Einkleidung auch dann noch giiltig bleibt,
wenn wir ein Primelement durch ein minimales Primideal in & ersetzen,
und wenn wir die folgende Eigenschaft von  zulassen :® ;

Sind zwei beliebige verschiedene minimale Primideale in & beide
kein Hauptideal, so sind sie immer teilerfremd.

Dazu nehmen wir im folgenden an, dass im Integrititsbereich &
jedes Hauptideal immer als Potenzprodukt der minimalen Primidealen
darstellbar ist.

Es sei J[x] eine transzendente Erweiterung von & durch eine
Variable x, a[x] bedeute die Gesamtheit aller Polynome in x mit
Koeffizienten aus einem Ideal a von &. Dann ist a[x] auch ein Ideal
in ] und plx] ist prim, wenn p prim in § ist. :

Es sei ein Element f(x)=ag™+a @™+ - -+ - +an (m=1) aus ]
primitiv, d. h. die Koeffizienten ag, a5, ... ., @, haben keinen gemeinsamen
Teiler in . Ferner sei es das Produkt des Elements f(x) mit irgend-

(1) K. Hensel, Uber eindeutige Zerlegung in Primelemente, Journ. f. Math. 158
(1927), 195. B. L. van der Waerden, Moderne Algebra I, T3.

(2) Den Zerlegungssatz der Quasihauptideale im Multiplikationsring hat W. Krull
gefunden, der eine Verallgemeinerung des elementaren Zerlegungssatz von Polynom
darstellt. W. Krull, Hauptidealzerlegung in Polynomringen, Math. Zeitschr. 41 (1936),
213. ’
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welchem Element aus  stets irreduzibel in ([x] bis auf konstante
Faktoren. Dann heisst f(x) ,, Primelement in §[x] “.V .

Die Gesamtheit § aller Elemente- aus S[x], deren Produkt mit
irgendeinem Element von J durch dds- Primelement f(x) teilbar sind,
bildet ein Primideal.®’ Dieses Primideal nennen wir das ,, durch Prim-
element f(x) erzeugte Primideal “. Das durch Primelement erzeugte
Primideal enthilt kein Element von &, wihrend das zu p entsprechende
Primideal p[x] von J[x] aber ein Element aus & enthdlt. Im ersten
Falle heissen wir das Primideal ,, zweite Art“ und im zweiten Falle
nennen wir das Primideal ,, erste Art“.

Die Eigenschaften von minimalen Primidealen in [x].

Hilfssatz 1. Es sei p ein minimales Primideal in S, und es seien
f@)=ag™+a@™ '+ - -+, g@) =bg" +b@+ - +b, 2wei Ele-
‘mente in lx). Ist im Produkt

(1) c™™+eg™ ™4 - oo temin=f(2)g(x)
(2) ‘(bO’ blr ceeey b'n)EO (‘pk) ’ $ 0 (‘pk+l)

@) (CorCiyenersCamin)=0(Y, 20 (>k),
so wird
(@ @y e ven s a)=0 (pF), 0 (pFY),

Wire (ag, a4, . . .., @n)=0 (1*"**1), so misste nach (1) (¢cy....
Cmin)=0 (p**!) im Widerspruch zur Annahme (3) sein.

Ist (ag, @y, ... ., @w)=0(P"*2), 0 (%2 (—k =s=0), so findet
sich unter den Elementen ay, ay,....,a, ein erstes, a;, das nicht durch
pt=%-2+1 tejlbar ist, und ebenso unter den by, by,. ..., b, ein erstes, b;, das
nicht durch p**! teilbar ist. Wir ordnen nun die Gleichung (1) so an:

Ciri =0+ Aiibjrt -+ - -

| Fairbigt e

(1) Ist § der Integrititsbereich aller ganzen rationalen Zahlen, so ist in S[v'—5]
217 +2x+3 irreduzibel, aber 2(2v*+2x+8)=(2¢+1+v —b)(2r+1—v —b) reduzibel.

(2) Gehoren zwei Elemente ¢(x) und ¥{(*) nicht zu 5, so sind ake, al¥ fir jede
der ganzen Zahlen k, ! durch das Primelement f(x)=a,2™+ -:- +am unteilbar und
folglich ist das Produkt ¢y mit jedem Element von J auch durch f(x) unteilbar.
Zum Beweis wendet man vollstindig Induktion an.
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Dann ist a;b; 3 0 (p*~**"), wihrend alle {ibrigen Glieder der rechten Seite
durch p'~**! teilbar sind, da jede Potenz von p primir ist. Wenn
s=>1 ist, so ist demnach c¢;,; nicht durch p* teilbar im Widerspruch zur
Annahme (3) und folglich muss s=0 sein. Der aufgestellte Hilfssatz ist
also richtig. '

" Hilfssatz 2. It p ein Primideal von zweiter Art in [xl, so muss
b minimal in S(x] sein.

Es sei ag™+ax™ '+ ---- +a,, ein primitives Element von nied-
ersten Grad in . Dann ist das Produkt vom Element ag™+a 0™+ ----
+a., mit einem beliebigen Element aus § stets unzerlegbar in &. Ist
p, das durch a@™+ ---- +a, erzeugte Primideal in J[x], so ist ;=0
(). Ist cgg"+c@™ '+ ---- +c, ein beliebiges Element aus p, so muss
ay (cgt™+ ¢+ -+ +e)=(agg™+ -+ +ay) (br™ ™+ ---- +b,_,) sein, da
agx™+ + -+ +a, ein Element vom niedersten Grad in p ist. Daraus
folgt, dass ¢+ -+ - +¢,=0(p) und p;=0 ist. Aus dieser Tatsache
schliessen wir, dass p minimal in $[x] ist.

Satz 1. Der Polynomring X[x] ist ganz abgeschlossen.

Wir setzen

1) @)+ glw) " (@) ple) + golx) 2 @) @)+ - - -+ Fgal@)e™a) =0

fir zwei Elemente f(z) und ¢(x) aus J[x]. Da fiir die passend ausge-
wihlten Elemente a und b aus ¥

(2) af@)=a @) ). ... f5a),
bp(x) =b el (@)el(x) . . . . plt(x)

gelten, wo fi(x) und ¢;(x) Primelemente in J[x] sind und verschiedene
minimale Primideale zweiter Art in [x] erzeugen, so folgt aus (1)

{a"fl(x) . ... fre(@)}"=b"0p(x). ... p(x)P(2x), s=t.
Hieraus konnen wir ein Element b; in & finden, so dass
@) - bp@)=bif @) ... fl)
ist. Wire nun k; <<l;, so folgte aus (1), (2) und (3)

(1) S. Mori, Uber die Produktzerlegung der Hauptideale, dieses Jour. 8 (1938), 10,
12. Wenn jedes Hauptideal in & als Potenzprodukt von minimalen Primidealen in J
darstellbar ist, so ist jede Potenz eines minimalen Primideales p primér, und prppn+l
fir jede ganze zahl n.
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afi*@)=0 F" ),  nh<t—1)k+h,

wo P; das durch fi(x) erzeugte Primideal in ([x] bedeutet. Hier liegt
ein Widerspruch vor; also muss

ki=l, |fe=b..... k=L
sein. Aus (2) und (8) erhalten wir damit fir ein Element a, aus $
@  wf@=¢@V¥@), V@ =cgte@ I+ ot te,
und aus (1) ergibt sich .
(6) V(@) + (@)™ () + aBge(x) ¥ H(x) + - - - - +afgu(2)=0.

Nun gilt aber nach unserer Annahme fir & (ag)=pP....p% in J.
Nach Hilfssatz 1 ist es demnach (¢ ¢y, .. .. c,)=0 (p%), 0 (p%*), (=1,
2,....,v). Wire q;<<p;, so waren nach (5) die Koeffizienten von ¥"(x)
durch p®-0%*%; (ng; <<(n—1)q;+p;) teilbar. Nach Hilfssatz 1 ergibt sich
hier ein Widerspruch ; also ist ¢;=»;. Unserer Voraussetzung zufolge
ist somit ¢; durch a; teilbar und nach (4) ist f(x) durch ¢(x) teilbar,
womit unsere Behauptung eingelost ist.

Hilfssatz 3. Es seien Py ....,Pms Pmt1s««..Pn die verschiedenen
minimalen Primideale in §. Fiir beliebig gegebene gamze Zahlen k,,

v km konnen wir danm in & ein Element a finden, so dass (a)=p¥

v Plmpit LD (@) 0 () G=m+1,....,n) st

Fiir jede ganze Zahl n ist sbets p"ﬂFp"“ und p” ist primir,® wenn
p ein minimales Primideal in & ist. Wir konnen damit solche Elemente
ay....,0, auswihlen, dass

=0 (b)), F0 ), &=0 (... .05 Ppir. . . D0)
=0 (h), F0 G, =0 Pphtt. . pEn . ... D.)

..................................................

..................................................

an=0 (pXm), 20 (pim™), an=0(k,. ..., 01" p, i py)
Am+1 $ 0 (pm+1) ) am+150 (P’ﬁ“ tete pn,:m+1 ¢ ‘pm+2 coee p")

(1) S. Mori, loc. cit., 10, 12.
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................................

................................

a0 (7)), @u=0 (1. .. pim™  Prsr... . Pact)
ist. Setzen wir nun a=a;+ - - -+t Amat - - +ay so wird
a=0 (p&), £0 (&)  (=1,2,....,m),
a3x0 (p) (FJ=m+1,....,n).
Es gilt also
@=pf....pam-pr. b (@F0 () G=m+1,....n),

wobei alle p; von allen p; verschieden sind.

Hilfssatz 4. Es sei f(@)=adg™+adix™ + <+« « +pd,. etn Prim-
element aus §lx), wo a; durch kein Primhauptideal und d; nur durch
Primhauptideal teilbar ist, und es sei (ag, ay,....,0r) durch ein mini-
males Primideal p in § teilbar. Dann kionmen wir ein Primelement
ox) =bedgrt™+ -+ - -+ bpud.y finden, so dass af(@x)=be(x), alle a, b; durch
kein Primhauptideal teilbar sind, und (a, ag) und (ag by, . ..., b.) beide
durch kein minimales Primideal teilbar sind.

Wegen der Definition des Primelementes in J[x] ist p kein Haupt-
ideal. Setzen wir nun

(@)= B P B

(a)=p - pfr. ... phe-pii. ... pf

) S

......................

'4 4
) =P 9l e B

so sind die Primideale p, py,...., ¥, .... alle kein Hauptideal. Mit k, k;,
«o.oy ks bezeichnen wir die kleinste Zahl aus ag, fo, .-, 005 @1 f1se vy
013 .00} @s Paye...,0, und nach Hilfssatz 8 finden wir ein Element b,
so dass

(2) G)=p=-pb.. o pk- bl () 0(De) (G=1,2,....,1)

ist. Dabei muss v>s sein, da ag,....,a, kein gemeinsamen Teiler
haben. Wir bestimmen wieder ein Element a, so dass
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3 {(“)=Pfif‘----¥"5" Fort L,
(@0 (1) (=0,....,5), £0 () (=1,....,%)

ist, und alle Primideale kein Hauptideal sind. Daher ist (a, ay) durch
kein minimales Primideal teilbar. Nach (1), (2) und (3) erhalten wir

e =bby, aia=bby, ...., Gna=bb,,

und (ag, by ....,b,) ist nicht durch ein minimales Primideal teilbar.
Setzen wir nun ¢(x)=bd@x™+ + -+ - +budm, so wird af(x)=be(x) und
¢(x) ist ein Primelement in J[x], weil in (8) wir annehmen konnen, dass
es fir ein Element o (a~’)=pf’v+;1 cene pf; FoiiZkpityeoo., k:<k,) un-
moglich ist.

Satz 2. Es set p ein minimales Primideal von zweiter Art, welches
durch ein Primelement f@)=a@™+ax™ + -+ +a,, erzeugt wird.
b ist dann und nur dann ein Hauptideal, wenn (ay s, . ..., 0n) nicht
durch ein minimales Primideal in  teilbar ist.

Zunichst nehmen wir an, dass (a,....,a») durch kein minimales
Primideal in & teilbar ist. Ist o(x)=bg"+ ---- +b, ein beliebiges
Element aus p, so wird aj(bgx™+ - - -~ b)) =(agx™+ .-« -+ +am) (cx” ™+
cevetChm). Da (ag...., 0, durch kein minimales Primideal teilbar
ist, muss nach Hilfssatz 1 ¢;=ajc; (1=0,....,n—m) sein, womit P ein
Hauptideal sein muss.

Zweitens sei (ag,....,0,) durch ein minimales Primideal p in J
teilbar. Der Definition des Primelementes zufolge darf aber p kein
Hauptideal sein. Setzen wir ay=aid...., An=0nd,, wobei d; nur
durch Primhauptideal und d; durch kein Primhauptideal teilbar ist, so
konnen wir nach Hilfssatz 4 zwei Elemente a und b finden, so dass
af(@)=be(x), o(x)=bdw™~+ ---- +byd, ist und (ag, by, . ..., by,) durch
kein minimales Primideal teilbar ist. Waire =0 (b), so wirde a’”f(x)
=¢() und (ag, bg,....,d,) wire durch p teilbar im Widerspruch zum
vorigen Resultate. Anderseits ist ¢(x) ein Element aus b, da  durch
f(x) erzeugt wird. Also ist P kein Hauptideal und es gilt unser Satz.

Satz 8. Ist p ein minimales Primideal in &, so ist p=p[x] auch
ein minimales Primideal in ).

Ist p ein Hauptideal, so ist der Satz selbstverstindlich. Im folgen-
den sei damit p kein Hauptideal.

Ist ein Primideal § in ([x] durch b teilbar, so ist " von erster
Art oder zweiter Art. Im ersten Falle enthilt J’ ein Element p aus
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3 und zufolge unserer Annahme wird (p)=pPpse...., @) =pppsz. ...

und (p)=0(}). Eines, etwa P, aus Py,.... muss demnach durch ¥
teilbar sein. Anderseits ist » aber ein Element von b, und p ist mini-
mal in . Eines, etwa p;, aus p;,.... muss demnach mit p identisch

sein, und daher folgt p,=b=V"=};, da p und P, gleich oder durch ein-
ander unteilbar sind.

Im zweiten Falle ist nach Hilfssatz 2 §' minimal in J{x] und ¥
wird durch ein Primelement f(x) erzeugt. Alle Koeffizienten von f(x)
sind durch p teilbar, und nach Satz 2 ist §’ kein Hauptideal. Wir
kénnen nach Hilfssatz 4 in §’ ein Element ¢(x) finden, so dass af(x)

=bp(x), p(x) 0 ( f (x)) ist und das durch die Koeffizienten von ¢(x)

erzeugte Ideal durch p unteilbar ist. Da die Koeffizienten eines jeden
Elementes aus §’ aber durch p teilbar sein muss, so ergibt sich demnach
ein Widerspruch. Das Primideal p enthilt damit kein Primideal zweiter
Art, und es gilt unser Satz.

Zerlegungssatz der Hauptideale in J[x].

In diesem Paragraphen fiigen wir zu ¥ noch die folgende Bedin-
gung hinzu;

Sind zwei beliebige verschiedene minimale Primideale p und p in
kein Hauptideal, so sind sie immer teilerfremd, d. h. (p, y)=S.

Satz 4. Es set b ein mintmales Primideal zweiter Art in J[x],
welches durch ein Primelement f(x)=aod@™+a,dix™ 14« + Al €r-
zeugt wird. Dann wird b=a, wenn a der grosste gemeinschaftliche
Teiler aller zu f(x) proportionalen Elemente® aus J[x] ist.

Wenn p ein Hauptideal ist, so ist unser Satz einleuchtend. Im
anderen Fall muss (ag, a4, . . . . a,,) nach Satz 2 durch ein minimales Prim-
ideal p in &, welches kein Hauptideal ist, teilbar sein. Nach Hilfssatz
4 konnen wir demnach ein Primelement ¢(x)=—bod@™+bdic™ 1+ -+ +
bn.d.. finden, so dass

(1) af(x)=be(x)

ist und (aq, @) und (ag, by, . ..., b.) beide durch kein minimales Primideal
in & teilbar sind. Dabei ist (@) durch kein Primhauptideal teilbar. Der
vorigen Bedingung zufolge ist damit fiir jede ganze Zahl r

(1) Zwei Elemente f(z) und ¢(z) in S[x] werden ,, proportional “ genannt, wenn
af (x)=bg(x) ist, wobei a, b die Elemente aus J bedeuten. Vgl. W. Krull, loc. cit., 214.
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(2 ‘ (af, )=3.

Es sei nun F'(x) ein beliebiges Element aus p, dann wird ajd;F(x)
=f(x)¥(x), und folglich ist

3 afFz)=f @)V (x),

weil f(x) ein Primelement und d; nur durch Primhauptidal teilbar ist.
Bei Benutzung von (1) folgt daraus.

(4) a0 F(z) =bp(x)¥' (@) .

Da aber (agbs....,b,) durch kein minimales Primideal in & teilbar
ist, so folgt aus (4)

(5) aF(@)=v"(x)p(x) .
Aus (2), (3) und (5) folgt

(F)) = (65 F (@), aF(@)) = (f@¥ @), ¥ @)e(x)) .

Da ¢(x) aber ein zu f(x) proportionales Element ist, so muss demnach
F(x)=0(a) sein; und unser Satz ist einleuchtend.

Satz 5. Wenn ein minimales Primideal p zweiter Art in J[x]
durch ein Primelement f@)=adax™+ -+ +andn erzeugt wird, so

wird (f@))=P-F"....Pe, wobei §; ein minimales Primideal erster
Art in X(x), das kein Hauptideal ist, bedeutet.
Ist § ein Hauptideal, so wird (f(x))=5 und unser Satz ist selbst-

verstindlich. Im folgenden sei damit b kein Hauptideal. Dann ist
nach Satz 2 (ag,ay,....,0an,) durch ein minimales Primideal p in I
teilbar. Nach Hilfssatz 4 erhalten wir ein Primelement ¢(x)=>bdx™
+bda™ 4+ - - -+ +b,d, derart, dass

1) af(x)=be(x), aag="bbg, aay=bby, . ..., A0n=>bb,

ist, und (a, ag) und {(ag, by, . . - - » bm) beide durch kein minimales Primideal
teilbar sind. Zufolge der Bedingung fiir & ist aber

(2) (a/()’ bO’----rbm)=~\o’S-

Nach dem Beweise vom Satz 4 folgt leicht b= (f (), go(oc)). Anderseits
ist aber nach (1)
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Aop(®) = ao(bder™ + + -+ + +bmm) =bo(aedex™+ -+ +Amdm) =bpf (),
np@)=bf @), . ..., Gnp(@) =buf(x).

Es ist somit nach (2)

Plag ....,am)= (f(x)) (@0 e v ey Omy Dgy e v v, )= (f(x)) .

Da alle aq,....,a, durch kein Primhauptideal in & teilbar sind, so ist
nach unserer Bedingung fir & (ag....,am)=p"....p%. Es entsteht
demnach unser Satz.

Hauptsatz. FEs sei in & jedes Hauptideal als Potenzprodukt der
minimalen Primideale darstellbar, und es sei stets (p,y)=Sf, wenn p
und Y zwer minimale Primideale sind, welche kein Hauptideal sind.
Dann st jedes Hauptideal im Polynomring lx] auch als ein Potenz-
produkt der minimalen Primideale in Jlx] darstellbar.

Ist » ein Element aus 3, so gilt unser Satz leicht fir das Haupt-
ideal () in (z]. Es sei nun F(x) ein beliebiges primitives Element
aus J[x]. Dann wird fiir ein passendes Element k& EkF(x)=fi(x)Fi(x),
wobei fi(x)=ad@x™+ ++ -+ +and, ein Primelement ist. Ist das durch
fi(x) erzeugte Primideal b, ein Hauptideal, so wird nach Satz 2 F(x)
=fi(x)F'(x). - Im anderen Fall ist

0y ai’ Fl(@)=of1()@(x)

und nach Hilfssatz 4 gibt es ein Primelement ¢(x) derart, dass
(2) a fi(x) =be (x) =b(byd@e™ + - * - - +bmdm)
&) (0¥, @)=

ist. Aus (1) und (2) folgt aad F(x)=p(x)bc®(x). Da (ao, by ....,bm)
durch kein minimales Primideal teilbar ist, so folgt daraus

(4) aF(x)=c'p(x)? (x) .
Nun folgt aus (1), (8) und (4)
(F()) = (a3 F@), aF()) = (chil2) (), ¢'px)0"()) .
Anderseits ist nach Satz 5

G (F@)=5{F=... FH(0@), K. 5 0@)}
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da das zu fi(x) proportionale Primelement auch dasselbe Primideal b,
erzeugt. Dabei sind @(x) und @’(x) auch proportional und primitiv, und
ihrer Grad ist kleiner als der Grad von F(x) und ferner sind ¥, p” die
minimalen Primideale erster Art in §[x]. Genau ebenso konnen wir
beweisen, dass

(0@)=8{(2@)5i...., (%@)Fe. ...}
(6)
(0'@) =5 (¢ @)a....., (0/@)Fe....}

ist, wobei @(x), @1(x), @7 (x), @{"(x) alle proportional und primitiv sind.
Ersetzen wir (6) in (5), so erhalten wir

(F)) =5152{(w,(x))w1 e B, (V@)L P } .

Eine Fortsetzung dieses Verfahrens ergibt den Beweis unseres Satzes,
da alle minimalen Primideale §’,p”,.... kein Hauptideal und von erster
Art sind.
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