Uber die Produktzerlegung der Hauptideale. IV.
Von

Shinziro MORI.

(Eingegangen am 30. Okt., 1940.)

Will man die Struktur der kommutativen Ringe, in denen jedes Haupt-
ideal sich als Potenzprodukt von endlich vielen Primidealen darstellen lasst,
untersuchen, so stésst man auf eine uniiberwindliche Schwierigkeit, weil
beim Ring ohne Einheitselement jedes im Ring minimale Primideal ein
Hauptideal ist, aber beim Ring mit Einheitselement es nicht mehr gilt. Um
diese Schwierigkeit zu vermeiden, muss man die zwei Félle im einzelnen
behandeln. Fir den zweiten Fall ist dieses Problem schon in den gleich-
namigen Arbeiten® des Verfassers vollstindig gelost. In der vorliegenden
Arbeit behandeln wir den ersten Fall und die angedeutete Frage kommt
endlich zum Abschluss.

VYorbemerkungen.

Fortan bedeutet Ring R dauernd einen allgemeinen kommutativen Ring
ohne Einheitselement.

Grundlegend fiir die vorliegende Arbeit sind die folgenden, von mir an
anderer Stelle in weiterem Zusammenhang bewiesenen

Lemma 1.2 Ist R ein Ring, in dem jedes Hauptideal sich als Potenz-
produkt endlich vieler Primideale darstellen lisst, und gibt es in R einen
Nuliteiler, so besitzt R nur endlich viele, tn R mintmale Primideale b;
(z=1,2,....,n) und das Nullideal ist als Potenzprodukt dieser Primideale
darstellbar.

Lemma IL® Ist R ein Ring, in dem jedes Hauptideal sich als Potenz-
produkt endlich vieler Primideale darstellen lisst, und besitzt R keinen
Nullteiler, so ist jedes vom (0) wverschiedene Hauptideal als Potenzprodulkt
endlich vieler, in R minimaler Primideale darstellbar.

Fir die Durchfihrung unserer Untersuchung ist es auch niitzlich, das
folgende, bei dem speziellen Fall mit Einheitselement® schon bewiesene
Lemma vorauszuschicken :

Lemma III. Ist R ein Ring, in dem jedes Hauptideal als ein Potenz-
produkt endlich vieler Primideale darstellbar ist, und besitzt R kein Ein-

(1) S. Mori, Uber die Produktzerlegung der Hauptideale. III. dieses Jour. 10 (1940), 85.
(2) loc. cit., 85.

(3) S. Mori, Allgemeine Z. P.1.-Ringe, dieses Jour. 10 (1940), 118.

(4) S. Mori, Uber die Produktzerlegung der Hauptideale. 1. dieses Jour. 8 (1938), 7.
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heitselement und keinen Nullteiler, so gilt p" 9™ fiir jede positive ganze
Zahl n und ferner ist jede Potenz von p primdr, wenn p ein beliebiges, in
R minimales Primideal bedeutet.

Zum Beweise nehmen wir p"=p"*! fiir eine positive ganze Zahl n an.
Dann ist ein von 0 verschiedenes Element p aus p in der Form

(D) =ppipe....0¢, 1<a=<n

darstellbar. Es sei s eine positive ganze Zahl derart, dass as=>n ist, dann
folgt daraus

(P)=ppiepse. .. bk, (OP)=prpRepEee L= (. L bk
Da R aber kein Einheitselement und keinen Nullteiler besitzt, folgt daraus
ein Widerspruch. Also muss immer p*3xp™*! fiir jede positive ganze Zahl
n sein.

Setzen wir voraus, dass p"*! kein Primaérideal ist, so konnen wir zwei
Elemente p und r finden, so dass

1) propl pSp, pp™, rp, (P)=pmpi...L b 1<m<n)

ist. Daher folgt p™(#') <p"*! fir ein Elément 7 (<4<p) und ferner ergibt
sich daraus p™(r'?) < p»*i(r') < pX»*D-m  Auf diese Weise gelangen wir end-
lich zum Ergebnis, dass fur ein durch p unteilbares Element: "

(r"p) <y’ t=km>n+1, Lk>1

gilt. Da aber nach (1) (p*)=pip¥r.... pfbj ist, folgt daraus pFor.... pfbj (" p)

< pipkor, L. pfbj =(p*). Fir ein durch p unteilbares Element »” ist danach
"p=pr, rp. Da R keinen Nullteiler hat, folgt daraus ein Widerspruch

7" <p. TUnsere Voraussetzung, dass p"*! nicht primér ist, ist damit falsch.

Uber die Ringe ohne Einheitselement und ohne Nullteiler.

In diesem Paragraphen sollen die Eigenschaften der Ringe, welche keinen
Nullteiler und kein Einheitselement besitzen, und in denen jedes Hauptideal
als Potenzprodukt endlich vieler Primideale darstellbar ist, abgeleitet werden.

Satz 26. Ist R ein Ring ohne Nullteiler und ohne Einheitselement, in
dem jedes Hauptideal sich als Potenzprodukt endlich vieler Primideale dar-
stellen lasst, so ist jedes in N minimale Primideal p ein Hauptideal.

Ist ein in R minimales Primideal p kein Hauptideal, so muss fiir ein
von Null verschiedenes Element p aus p

(1) ®=p, (p=pa, a=ppr....p"

sein. Dabei konnen wir nach Lemma 2 voraussetzen, dass alle p;, bs,...., D,
auch ein in R minimales Primideal sind. Nehmen wir willkirlich von a
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ein von 0 verschiedenes Element a aus, so gilt nach Lemma 3 auch eine
Darstellung

@  (@=ppe..omt..., m<k, m<k i=1,2,....,n.

Aus (1) und (2) folgt (p)pt-—mpl=m | .p’;"_mnp”.. ..=p(a). Wire (p)=p(a),
so wiirde p=p'a, p’ <p und daraus folgte p(a)=(p)=(p')(a). Da aber R
keinen Nullteiler enthilt, ergibe sich daraus ein Widerspruch p=(p’). Da-

mit muss (p) p(e) und fir ein Ideal b=p’°“”‘p’“‘ml....p:"—m”p“.... aus R
(p)b=p(a) sein. Infolgedessen existiert in R fir irgendwelches Element a
aus a ein zu a entsprechendes Ideal b. Bezeichnen wir mit 9 die Ideal-
summe aller solchen 0, so ergibt sich (p)M=pa=(p). Da R keinen Null-
teiler hat, folgt daraus die Existenz des Einheitselementes, was unserer
Voraussetzung fiur R widerspricht. Also muss jedes in R minimale Prim-
ideal p ein Hauptideal sein.

Aus Satz 26 erhalten wir auf Grund von Lemma II und III ohne
weiteres :

Hauptsatz I. Es set R ein Ring ohne Einheitselement und auch ohne
Nullteiler. Die notwendige und hinreichende Bedingung dafir, dass in R
jedes Hauptideal als Potenzprodukt endlich wvieler Primideale darstellbar ist,
besteht darin, dass in R die folgenden Bedingungen erfillt sind :

1. Jedes von Null verschiedene Element lisst sich mnicht als Produlkt
unendlich vieler Elemente darstellen.V

2. Ist ein von Null verschiedenes Element p unzerlegbar, so ist (p) ein
Primideal.

Ist jedes Hauptideal aus R als Potenzprodukt endlich vieler Primideale
darstellbar, so ist nach Lemma II fur ein beliebiges, von Null verschiedenes

Element a (a)=pf.... p’f,{", wobei b; ein in R minimales Primideal bedeutet,
und nach Satz 26 ist p;=(p;). Wenn a=aa;....0, s>ki+ket -4k,
fe;m;

ist, so folgt aus (a,i)=pff'.... ims

k,m 13
(@)=pk....pEmpke .. b =PE

(1) Bei dieser Bedingung wird die Eindeutigkeit der unzerlegbaren Faktoren eines
Elementes nicht vorausgesetzt. Unser Ring ist damit nicht identisch mit Z. P.E.-Ring, d. h.
es lidsst sich in dem genannten Ringe jedes Element eindeutig in unzerlegbare Faktoren
zerlegen. Ist z.B. R der Ring aller rationalen Zahlen mit geradem Zihler und mit un-

. 4 2 2 2 2 .. 2 2 2 2
geradem Nenner, so wird 53 Ezg-—g, wobei jedes 315" 9’ 5
Element aus ® bedeutet. Also ist R kein Z.P. E.-Ring, aber ein Ring ohne Nullteiler und
ohne Einheitselement, in dem jedes Hauptideal sich als Potenzprodukt endlich vieler Prim-
ideale darstellen ldsst. Aber jedes Hauptideal (2) (2) (E) (*2") ist gleich mit ®

. 3/7 \15/7 \9/7 \5 ’
und im allgemeinen ist (p)=% fir jedes unzerlegbare Element p. Fir die Definition fir
Z.P.E.-Ring vgl. W. Krull, Enzyklopidie der mathematischen Wissenschaften. I, Heft 5
(1939), 27.

ein unzerlegbares
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wobei jedes p;; ein in R minimales Primideal bedeutet. Nach Lemma III
erhalten wir offenbar einen Widerspruch. Damit ist jedes von Null ver-
schiedenes Element nicht als Produkt unendlich vieler Elemente darstellbar.

Ist p ein von Null verschiedenes unzerlegbares Element, so muss (p)
ein Primideal sein. Sonst wirde (p)=p{1....pj~", Li+----+L>1 und ander-

seits folgte nach Satz 26 p;=(p;) (:1=1,2,....,7), p=p{‘....pj~f (a+7), wobei

« eine ganze Zahl und 7 ein Element aus R bedeutet. Das widerspricht der

Annahme, dass p unzerlegbar ist. '
Umgekehrt sind die Bedingungen offenbar hinreichend.

Uber die Ringe ohne Einheitselement, aber mit Nullteiler.

Satz 27. Ist R ein Ring mit Nullteiler, aber ohne Einheitselement, in
dem jedes Hauptideal als Potenzprodukt endlich vieler Primideale darstell-
bar ist, so st jedes in R manimale Primideal p; auch ein maximales
Primideal.

Da (0) kein Primideal ist, erhalten wir nach Lemma I (0)=p{....p."
wobei p; ein in R minimales Primideal bedeutet. Ist R=p;, so ist R nil-
potent und unser Satz schon einleuchtet.

Es sei damit R nicht nilpotent. Dann muss Rgp; fur alle p; (2=
1,2,....,n) sein und wir konnen ein Element r finden, so dass »<4lp;
(2=1,2,....,n) ist. Nach unserer Voraussetzung fir R gilt die Produkt-
zerlegung (")=p*'....po™ in der jedes p’ kein in R minimales Primideal
ist. Nun setzen wir

(1) (7') =‘pia ’ (7.)ER = Piam ’ ‘p@ < ‘pi ’

wo p; eines aus Ji,....,P, bedeutet. Hier nehmen wir an, dass p; ausser
p; noch ein von p; und b; verschiedenes Primideal p enthalt. Da p=p; und
p; ein in R minimales Primideal ist, konnen wir ein durch p; unteilbares
Element p von ) ausnehmen und

(2) (p)=p"a’, p'Sp<p,  Pxp, P2

setzen, wobei p; ein in R minimales Primideal ist. Aus (1) und (2) folgt
unmittelbar (r)a”=p”aR fur ein Ideal a”. Durch Multiplikation mit
ergibt sich nach (1) (r)a”’pi=(r)p”R. Da r<p; ist, so folgt daraus a”p; = p”,
a” < p”. Daraus folgt nach (r)pi < ()R leicht (r)pip” =(r)p”’R, und folglich
wird nach (2) (r)(p)pi=()(p)R. Da aber pr<ip; ist, erhalten wir pi+p;=
R+p;, ndmlich p;=R. Also ergibt sich:

Ist (r) durch jedes in R minimale Primideal unteilbar, so enthdlt jedes

von R wverschiedene Primideal Y in der Produktzerlegung- (r)=pi”*....p;zm
ein und zwar das einzige Primideal.



Uber die Produktzerlegung der Hauptideale. IV. ) 11

Es sei damit p; ein Primideal, welches ein und zwar das einzige in R
minimale Primideal p, enthdlt und wir unterscheiden zwei verschiedene
Fille: ; '

1. Die Anzahl n der in R minimalen Primideale p; sei grosser als 1.
Dann kénnen wir nach (0)=p%....pw" setzen

3) r=ri+r,cCp,  YErtrdp, =0, I,
3
quipi (’i=2,3,....,n), 7'2<p,5 (i=2,3,....,n), T2<KJJ1. )
Nach unserer Voraussetzung fiir R ergibt sich die Produktzerlegung
/b

4) =RpP...pe, ) =R
wobei jedes P, by kein in R minimales Primideal ist und ein und nur ein
Primideal enthdlt. Nach m7r,=0 folgt » <, r,<y; (1=1,2,....,s), 1<,
ey (7=1,2,....,8). Ist (r)=(), so wird r+7r,=(r+7d)(a+r"), wo

a eine ganze Zahl und 7"’ ein Element aus R bedeutet. Nach (3) ergibt

4,71/

sich daraus ri=73"". Setzen wir %" =e, so wird e=¢’2x0 und daraus

folgt R=M+R, e R, wo M kein Einheitselement besitzt, denn R besitzt
kein Einheitselement. Aus r <P, <<p; (1=2,8,....,n), rn <M folgt
M < p, <P und anderseits ist nach 73 <K, 8 pi sofort K < p.  Also muss
R=yp] sein.

Ist (r)2x(7'), so missen wir nach (4) drei verschiedene Félle betrachten :

r=7rq, rro=rry, rre=7r",

wobei r, und 7; beide durch jedes p; (¢=1,2,....,n) unteilbar sind, und im
zweiten Falle ein Primideal existiert, welches eines aus 7, und rg, aber nicht
beide enthilt. Im ersten Falle ergibt sich ganz genau wie beim obigen
Falle R=p.. Im zweiten Falle erhalten wir rgi=ry3, roi=rgs und
daher folgt ry—ro<p; (1=2,8,....,1n), ro—rgs<p. Ist ry (bzw. r,) durch
ein Primideal p’ teilbar, so folgt daraus, dass 7, (bzw. 75) auch durch das-
selbe Primideal teilbar ist, was aber unmoglich ist. Im dritten Falle ergibt
sich unmittelbar r@?=7% rg3=73 und daraus folgt r,—r3<p,. Setzen wir
nun 7o=73+p;, P < p;, so erhalten wir p, 30, 2= (r3+p,)=7p. Da aber
rmp; 6=2,38,....,n) ist, folgt daraus plf—p; < p; (1=1,2,....,n) (p¥—p)'=0
fir eine ganze Zahl l=a;+as+ ----+a, Danach erhalten wir pi=p%¢>¢0,
pr <P und eine Zerlegung von R in eine direkte Summe R=M+K,
K=& p,<p. Nach r?=r?p, ergibt sich auch 2R Wire M=IM? so
wirde (m)MM=M fir ein Element m aus I, welches durch jedes in Hh
minimale Primideal, das & enthilt, unteilbar ist. Daher folgte m=m'm,
m <M, (m —m™)'=0 und M=TV;+M, Vy=NE Dabei besitzt,der Ring
M, das Einheitselement. Da in R nur endlich viele in R minimale Prim-
ideale existieren, und da R kein Einheitselement besitzt, hdtten wir nach
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einer endlichen Fortsetzung dieses Verfahrens eine direkte Summe R=
Myt Myt -+ M+ R *k=>2) MxPE. Das widerspricht der Voraus-
setzung M=PE&  Also muss MNP und M in eine direkte Summe un-
zerlegbar sein, da jedes Hauptideal aus R als Potenzprodukt von Primidealen
darstellbar ist. Fiur den Durchschnitt pi=MM N p; gilt damit auch MNP
Denn sonst gélte fur ein durch jedes & enthaltende minimale Primideal
unteilbares Element 77 aus p; (P)=pia, M(p;)=(p;) und daher folgte die
Zerlegung von M. Damit kénnen wir ein durch 9p; unteilbares Element 77
von p; ausnehmen, und (p]) muss ein Primideal sein, welches nach (7)&=(0)
nicht identisch mit p; und p; ist. Daraus folgt ein Widerspruch gegen unsere
Annahme, dass p; ein und zwar das einzige Primideal p; enthilt. Demnach
muss pi=R sein.

II. Die Anzahl n der in R minimalen Primideale sei 7. Dann muss
p*1=(0), p; 2P} sein. Damit sei 7 < py, 1 <<p%.  Hier nehmen wir R>pi > P,
an, dann gilt (p)=pa, R(P)=Rpia, a<gp, fir ein durch p, unteilbares
Element pi aus pi. Daraus folgt

a/(pi) = ER‘pla ’ a/ - ‘pl ’ (p;) g ERQ ’ pl(pi) = ERpla .

Fur das Element 7, erhalten wir danach (rp)=(r)Ra, pi(rp)=R(rw).
Ist 7, ein durch p; unteilbares Element aus R, so ergibt sich daraus rerp;=
p{rpL, P’ <. Setzen wir nach (r)=pay, a;<<p, nun rp;—ppi=7. oder
ay(ropi— P pl) =7, Je nachdem (r)=p;, oder nicht ist, wobei a; Ta;, a;<p;
ist, so erhalten wir

(5) rire=0, 1dp, pulr)=(0).

Ferner sei r=#,+73, ¥"=73. Dann gilt hier auch die Formel (4).

Zundchst sei (r)=(+"). Dann folgt nach (5) r,=7¥a+7)30 r¥(a+7)=0,
wobei a eine ganze Zahl und 7 ein Element aus R bedeutet. Aus r5<ip
folgt daraus 7y(a+7)Tp. Nach (5) ergibt sich ein Widerspruch »r=
1Y a+7)=0.

Zweitens sei ()¢ (). Dann missen wir wie beim Falle I die- drei
verschiedenen Fille

r=vrry, rre=rry, rre=r

betrachten. Dabei sind 7, und 7 beide durch p, unteilbar, und im zweiten
Falle existiert ein Primideal, welches eines aus 7, und 75 aber nicht beide
enthilt. Im ersten Falle ist nach (5) ri=73r;, ro—r <p. Da p*=(0) ist,

ay+1,,//

so folgt daraus (ri—r)*=0, ri@=ri*y, r{ 4<<p. Nun setzen wir e=
riry®, dann wird e=e<<p, und daraus ergibt sich R=M+K, K=K< p,,
MEPV2p. Aus =80 p;, pi=p? folgte die Zerlegung R=8,+8K, und
wir hitten einen Widerspruch gegen die Eigenschaft von R. Aus P2 <pi
ergibt sich auch ein Widerspruch gegen die Eigenschaft von R. Im zweiten
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Fall ist (ry—r)rs=0, ry—ry<p; und daraus ergibt sich auch ein Wider-
spruch, nimlich dass 7, und 7, durch dasselbe Primideal teilbar sind. Im
letzten Falle ergibt sich auch ein Widerspruch ganz genau wie beim ersten
Falle. Also muss pi=R sein und unser Satz ist vollstindig bewiesen.

Als das Hauptziel dieses Paragraphen erhalten wir jetzt mit Hilfe der
vorigen Ergebnisse den

Hauptsatz II. Es set R ein Ring ohmne Einheitselement, aber mit Null-
teler. Ist jedes Hauptideal aus R als Potenzprodukt endlich vieler Prim-
ideale darstellbar, so muss R in die folgende direkte Summe zerlegbar sein :

R=M+K  oder R=IM,

wo & einen Korper bedeutet. Ferner ist M ein Ring ohne Einheitselement,
in welchem die folgenden Bedingungen erfillt sind :

1. Jedes von Null verschiedene Element ist nicht als Produkt unend-
lich vieler' Elemente darstellbar.

2. Fir jedes unzerlegbare Element p ist (p)=IMN.

Dieser Schluss kann offenbar wmgekehrt werden.

Ist R nilpotent, so gibt es kein Primideal ausser R und aus R N2
folgt (r)=R. Fir ein unzerlegbares Element p gilt danach auch (p)=R.

Im anderen Falle ist (0)=p™....p", wo jedes in R minimale Prim-
ideal p; nach Satz 27 auch ein maximales Primideal ist. Nach Lemma I
gibt es in R nur endlich viele in R minimale Primideale. Ist p;NRp;, so
gibt es ein durch Rp; unteilbares Element p; aus p;. Es sei p; ein Element
aus p?, welches durch das p; enthaltende, in R minimale Primideal ausser
p; unteilbar, aber durch jedes andere, in R minimale Primideal teilbar ist,
und es sei p=p;+p;.. Dann ist offenbar (p)=p;. Ist p;=0:R, p;>b? so
konnen wir ganz genau wie beim obigen Falle beweisen, dass (p)=p;R=p;
ist. Ist p;=p% so wird (p;)=(p;)p; fiir ein Element p; aus b;, welches durch
jedes andere in R minimale Primideal ausser p; unteilbar ist. Daraus folgt
Di=DiDs, i s, (0= pP)ut "t =0 und daher erhalten wir einen Widerspruch
p;=0, oder eine Zerlegung R=M+8, K< p;, wo & ein Ring mit Einheits-
element ist. Dabei muss ferner =1p; sein, sonst wirde n=n? fir n=M NP,
und daher folgte n=(0), oder M=M;+&, was der Eigenschaft von R
widerspricht. Ndmlich muss jedes in R minimale Primideal ein Haupt-
ideal sein. ’

Wenn die Anzahl n der in R minimalen Primideale grosser als 1 ist,

so folgt ganz genau wie beim Beweis von Satz 27 sn=sm+sw, wo R ein
Ring mit Einheitselement ist. Wire IN=P¥, so wirde (m)M=(m) fur
ein Element m aus I, welches durch jedes & enthaltende in R minimale
Primideal unteilbar ist, und daraus folgte M=+ My, VE=],, VE=M,.
Daraus ergibe sich ein Widerspruch (vgl. s. 12). Damit muss I3 DB,
M=(m) sein. Nach der Produktzerlegung jedes Hauptideals aus R miissen
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M und & beide unzerlegbar sein, und ferner muss I ein in R minimales
Primideal sein. Daraus folgt leicht, dass & ein Korper ist, und die im Satz
ausgesprochenen Bedingungen fiir 0t konnen wir daraus gewinnen.

Wenn n=1 ist, missen wir zwei verschiedene Fille R=R? und R K2

unterscheiden. Im ersten Falle folgt aus (#)=(r)R ohne weiteres R=M+ K,
8=82 M p, und aus der Tatsache, dass p; nilpotent ist, folgt ein Wider-
spruch M DVE, RxRL Im zweiten Falle ist (r)=NR fiar ein durch p,
unteilbares Element 7 aus R und nach dem obig gewonnenen Resultat ist
ferner pi=(py). Ist-(p)<4<R% so muss (r)=(*+p;)=R sein. Daher folgt
R=M+K, M=p, wo & ein Korper ist. Ist (p) <K% so wird p=7r,
' <p; und nach p;=(p;) ergibt sich daraus p;=p;r”. Dabei muss " < p,
sein: sonst wirde p;=0. Damit ist p,=(p;) durch jede Potenz von R
teilbar. Da R kein Einheitselement hat und da in diesem Falle der Teil-
erkettensatz in R gilt, ergibt sich nach dem in der Fussnote geschriebenen
Satz® ein Widerspruch. Da p; nilpotent ist, erfullt M=y, offenbar die im
Satz ausgesprochenen Bedingungen.

(1) S. Mori, Uber Produktzerlegung der Ideale, dieses Jour. 2 (1932), 6.

Satz. Ist p ein vom Einheitsideal verschiedenes Primideal, so ist » dann und nur
dann teilbar durch jede Potenz wvon jedem echten Teiler von p, wenn p=p® oder p ein
maximales Primideal vom Ring mit Einheitselement ist.
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