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In seiner Arbeit hat Herr E.Stiemke" allgemeine Grundsitze fiir die Behandlung
der Idealtheorie in unendlichen algebraischen Zahlkérpern entwickelt und die Zer-
legung der Hauptideale in denjenigen Kérpern untersucht, in denen jedes Ideal nur
endlich viele Primidealteiler besitzt. Im folgenden werden wir nach Herrn W. Krull
diesen Korper kurz als ,,Stiemkeschen Kérper bezeichnen.

Ist & ein allgemeiner unendlicher algebraischer Zahlkérper und ist © die
Hauptordnung von &, so sind in © folgende drei Bedingungen erfiillt :

I. D ist ein kommutativer Integrititsbereich mit Einselement.”

I Jedes von © wverschiedene Ideal ist durch mindestens ein Primidedl teilbar und
alle von Nullideal verschiedenen Primideale sind teilerlos.”

II. D ist ganzabgeschlossen im Quotientenkorper K.%

Gilte danach der Teilerkettensatz in ©, so wiren die Priméirideale Primideal-
potenzen und jedes Ideal wiirde Produkt von endlich vielen Primidealen, und folglich
konnten wir in © die klassische Idealtheorie entwickeln.”  Jedoch fiir © ist der
Teilerkettensatz nicht immer erfiillt. Ist unter diesen Umstinden © eine Hauptord-
nung von einem eben genannten Stiemkeschen Kérper &, dann ist in © ausser I, II
und III noch folgende Bedingung erfiillt.

1V. Jedes von Nullideal verschiedene Ideal besitzt nur endlich viele Primidealteiler.

Der Zweck dieser Arbeit ist nachzuweisen, dass die Ideale aus Stiemkeschen
Hauptordnung © in vieler Beziehung einer von den Idealen unter Vorausseizung
des Teilerkettensatzes abweichenden Verhalt zeigen.

Im ersten Paragraphen wird gezeigt, dass sich jedes Ideal eindeutig als Produkt

1) E.Stiemke; ,,Uber unendliche algebraische Zahlkérper,* Math. Zeit. Bd. 25 (1926). Diese

Stiemkesche Arbeit wird unter ,,Stiemke‘* zitiert.
2) W.Krull; ,,Id=altheorie in unendlichen algebraischen Zahlkorpern,* Math. Zeit. Bd. 29 (1929),

s. 42, zitiert unter ,,Krull.
3), 4) Siehe etwa ,,Stiemke‘; s. 20, oder ,,Krull, s. 44.
5) W. Krull; ,,Idealtheorie,” Ergeb. d. Math. u. I. Grenzgeb. 1935, s. 103.
6) Van der Waerden; “Moderne Algebra’ II Teil. 1940, s. 84-91.
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von endlich vielen teilerfremden Primiridealen darstellen lisst, wobei das Primirideal
entweder eine Polenz von P, oder keine Potenz von p ist.” = Weiter wollen wir
- beweisen, dass ein Ideal a dann und nur dann eine endliche Basis besitzt, wenn
qp==q fiir jede zu p gehorige Primirkomponente g von a gilt.:

Im zweiten Pargraphen wollen wir zeigen, dass, wenn aC b ist, nicht immer
-ein drittes Ideal ¢ existiert, so dass a=D0bc ist. Aber ist § das Produkt von einigen
geeigneten idempotenten Primideglteilern von a und bezeichnet a’=al), dann existiert
¢, so dass a/=Db¢ ist. Ahnlich ist es im allgemeinen nicht méglich, dass aus ab=ac
b=c folgert. Die Unmdglichkeit beruht, darauf dass qp=p oder q:p=q immer
fir ein zu idempotenten Primideal p gehorige Primirideal q stehen kann.  Sind
danach § und )’ die Produkte von einigen geeigneten idempotenten Primidealteilern
(einschl. des Einheitsideals ) von a, so folgt aus ab=ac bh=cl’.

Im dritten Paragraphen untersuchen wir die idempotenten Ideale in ©. Zuerst

beweisen wir, dass, wenn a (5=(0), ) ein idempotentes Ideal ist, so muss a das

Radikal in O sein. Daraus folgern wir den Krullsche Satz ” fo\a":(O) (wobei aiFa?'
n=1

ist) usw. Im Schlussparagraphen werden wir beweisen, dass in unserer Stiemkeschen
Hauptordnung O der Zariskische Satz,'” der im Noetherschen Ring mit Einselement
gilt, keine Geltung mehr hat, dass aber ein einwenig verinderter Satz gilt. Ferner
werden wir zeigen, dass wir den von Herrn S. Mori erweiterten Zariskischen Satz '

N(a;, b)=b usw. ohne Schwierigkeit beweisen konnen.

§ 1. Der Fundamentalsatz der Idealtheorie und Idealbasis

Unter einem unendlichen algebraischen Zahlkorper ® verstehen wir, wie ge-
wohnlich, den Korper, welcher als der Vereinigungskérper von abzéhlbar unendlich
vielen algebraischen Zahlkérpern & C® C R -+ CR,CRyu1 Creeees definirt wird,

7) Im allgemeinen unendlichen algebraischen Zahlkorper ist ein zu p gehériges Primidrideal q
dann und nur dann eine Potenz von p, wenn p=rp2 ist. Wenn p=p? ist, ist q keine Potenz von p.
N. Nakano; ,,Uber idempotentes Ideal in unendlichen algebraischen Zahlkérpern*, Jour. of Sci.
Of the Hiroshima Univ. Vol. 17, No. 1, 19533, zitiert unter ,,Nakano (1), s. 19, Satz 8.
8) N. Nakano; ,,Uber die Einteilung von Primiridealen im ‘unendlichen algebraischen Zahlkorper*,
Jour. of Sci. of the Hiroshima Univ. Vol. 17, No. 3, 1954, zitiert unter ,,Nakano (2)°‘, s. 330, s. 335,
und s. 340-341. An diesen Stellen habe ich Beispiele von drei Arten gegeben.
9) W. Krull; ,,Dimensionstheorie in Stellenringen‘‘, Crelles J., 179, 1938, s. 204.
A. Weil; ,,Foundation of algebraic geometry,“ 1945, s. 48, Lemma 4.

10) O. Zariski; ,,Generalized semi-local rings‘‘, Summa Brasiliensis Mathematicae 1, s. 169-195,
1946. ‘
S. Mori; ,,ﬁber die Gleichung (agr, b) ==t mit einem unbekannten Ideale y*‘, Jour. of Sci. of
the Hiroshima Univ. Vol. 17, No. 3, s. 303, 1954. .

11) S. Mori; ,,Uber den Durchschnitt Qaa, der Ideale a4‘‘, Kyoto Mathematical Memoirs, 1955.
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wobei jedes ®, von endlichem Grade in Bezug auf den Rationalkérper R, ist. Wir
bezeichnen & mit ®={--, R, R.1, -, 8-}, Ist O,” D, resp. die Hauptordnung
aus &, &, so wird O={---,90,, Oy.1, -+, Oy, -}

Es sei & ein unendlicher algebraischer Zahlkérper, in dem jedes Ideal nur
endlich viele Primidealteiler besitzt. @~ Wir nennen einen solchen Korper ! ,,Stiem-
keschen Korper. Im folgenden bedeutet  die Hauptordnung des Stiemkeschen
Koérpers R.

Zunidchst wollen wir einen Satz vorausschicken, der in dieser Arbeit eine
grosse Rolle spielt.

Satz 1. Dafiir, dass ein unendlicher algebraischer Zahlkirper & ein  Stiemkescher
Kérper ist, ist notwendig und hinreichend, dass fiir die Zerlegung einer beliebigen natiirlichen

Primzahl p in O, :
PO, =P P, (D D) =D,y i ] ™

m, mit wachsendem v beschréinkt ist.
Zuerst nehmen wir an, dass & ein Stiemkescher Kérper ist und m, in der
Zerlegung (1) von p®O, mit v iiber alle Grenzen wichst. Dann besitzt ein Ideal pO

) Nach der Definition des Stiemkeschem

in & unendlich viele Frimidealteiler.'?
Kérpers ist das unméglich. Damit muss m, mit v beschrinkt sein.
Umgekehrt sei a ein beliebiges Ideal in einem unendlichen algebraischen Zahl-

korper & und habe das Ideal anD,=a, in O, die Zerlegung

C()\ =‘pi}i1 p?ﬁz """ pi’):\\a (‘p)\i? p/\j):D)\’ L:\:j' : (2)
Da jedes Primideal p,; aus O, ein Teiler einer rationalen Primzahl p; ist und die
Anzahl der verschiedenen Primidealteiler von p;©, bei wachsendem A beschrinkt
ist, erreicht n, fiir hinreichend grosses N\ den grossten Wert n. Nehmen wir jetzt

an, dass dies schon in Korper & der Fall ist, so ergibt sich

an®d, =a, =pi' PIE e pff."- (3)
im allgemeinen an®, =a,=pd" piy - poun.
Wir denken die pw’ so angeordnet, dass pli - Pa; SR Dy & py+1i & - iSt, und

wir definieren ein Primideal p; aus © folgendermassen :

P, = {pliapZi’ o Pyis }, = ]_, 2, e, M.

Dann besitzt ein Ideal a,9 folglich sein Teiler a keinen anderen Frimidealteiler

12) ,,Stiemke‘‘, s. 31.
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ausser P, Pa, -5 Pa Also ist & ein. Stiemkescher Korper.

13)

Vor kurzem habe ich den folgenden Fundamentalsatz. bewiesen : Jedes ganze

Ideal a aus einem unendlichen algebraischen Zahlkérper & lisst sich als der Durch-
schnitt von seiner simitlichen isolierten Primdrkomponenten darstellen.  Darauf
habe ich die zu einem Primideal p gehérige isolierte Primirkomponente q von q
definiert als die Gesamtheit aller 'Elemente, deren Produkt mit einem geeignet ge-
wihlten Elemente s(€p) durch a teilbar ist.' Im folgenden wollen wir eine Beweis-
fihrung des Fundamentalsatzes in Stiemkescher Hauptordnung © unabhingig von
obigem Beweis des allgemeinen Fundamentalsatzes geben. Zu diesem Zwecke schi-

cken wir folgenden Hilfssatz voraus. , ,
Hilfssatz 1.  Es sei a. ein belichiges Ideal in © und P sei ein anzdealtezler von, Q.

Wenn wir

an@v = fjvc” (pw cv) = Dw pﬂDu = pw u~2 ]V’

. . . £ e .' . .
setzen und die Vercinigungsmenge {00, poadt e A, -} mit q bezeichnen, so i
. e e g . ey
q die zu ehdrige isolicrte: Primérkomponente von a und qND,=p.".
. g€ 4
Zunichst sei F, ein Exponent, so dass gN\D,=p7" ist, dann kénnen wir beweisen
2

dass e,=E, fir alle v ist. Denn, wegen qN\0, 2p;” erhalten wir sofort
8 ) ey 2 Ev- - (4,)

Es sei @ ein genau durch va‘“ teilbares Element. Dann ist
aeq, a:bvvﬁn ‘(prv>:Dv

und folglich nach Struktur von q a€py* fir hinreichend grosses A (\>»). Es  sei
dD\zpf"h”“h"”mh‘\ﬁx, Pr, 5)=D,, so ist pf'”"’“’“*z”"“;_ P>, Daraus folgt
Eylsi s o b = e | (5)
Jetzt nehmen wir an, dass e,>E,, d.h. e,—1=F, ist. Dann folgt aus (5)
(e = 1) hysr bz < e 2= Byl e =+ iy = e ©)

Aus anD,=p%c, =p2 1, folgt die Existenz eines Elementes S8 von der Art,
dass ,6’6 p Y, und B%py ¢, ist. Dann ist B&Ea. Da aber aus (6) .

13) N. \Takano, ,,Ubel dﬁn Fundamnn’m]ﬂt? der Idealtheorie in uncndllchen algebraischen Zahl-
kirpern,** Jour. of Sei. of the dlroshlma Univ. Vol. 15, I\o 3, 1902 s. 175. Diese Note zitiere
ich unter ,,Nakano (3)“ v

14) ,.Nakano (3)*, s. 172, Satz 1.
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Be pg\ev—'1)hv+1hv+2"'h>\(c g ) c p(ev—"l)lliwlhv-izmhl\c - p/\ C,\ L C(f\D\ ; a

folgt, erhalten wir B€a. Mit dlesem Wlderbpruch ist der Beweis von e,=FE, fiir
alle v abgeschlossen. .

Zweitens konnen wir leicht bestitigen, dass q die zu p gehorige isolierte Fri-
méirkomponente von a ist, d.h. dass q‘die Gesamtheit aller Elemente ist, deren
Produkt mit einem geeignet gewihlten Elemente s(&p) durch o teilbar ist. Zu

diesen Zwecke sei v ein beliebiges Element aus g, dann ist Y€ D, fiir hinreichend
grosses v (v=N), folglich vyeqnD,=p". Wegen a,=anD,=pc,, ¥, c¢,)=D,,

gibt es ein Element s in ¢,, aber ausserhalb von p,. Folglich erhalten wir

vsE€Pe, = a, S a, sEP.

Umgekehrt saen 6 und ¢ zwei Elemente, so dass &t€a, ¢¢p ist. Dann ist 8, €L,
fiir hinreichend grosses v (v=N), folglich ist 8:€ an®D,=a,=p>c,=p”. Da aber

t&y ist, wird &Y, alsé muss SEP*Tq sein.
Satz 2 (Fundamentalsatz). Jedes Ideal a aus O lisst sich eindeutig in der Form

a= D(il Dgz pfs Qo1 Os+2 O (7>

darstellen.  Dabei ist pi'(i=1,2,---,s) die zu nichtidempotentem Primideal ,(==p7) ge-
hérige isolicrte Primdrkomponente von a, und q;(j=s+1,s+2,-+,t) ist die zu idem-
potentem anzdeal pi(=p? gehonge isolierte  Primdrkomponente von Q.

Ist a nur durch endlich viele Primideale i, Ps, -, P, teilbar, so konnen wir
annehmen, dass die Zerlegung von jeder durch p;(i=1,2, ---,?) teilbaren naturhchen

Primzahl schon innerhalb &, abbricht. Also erhalten wir
an®d, = a, = n‘iil n‘i’f i,

€Y1 (,€ve | (%

im allgemeinen an®d, = a, = Py poy - vt

Ist dann e,;, der beschrinkte und hc’ichste Wert, den ‘dieser Exponent anninmt, gleich
e;, so wird offenbar nach Hilfssatz 1 pi* die zu p; gehorige isolierte Primdrkomponente
von a. Dabe1 ist klar, dass p; = p? ist, dehn wir haben schon folgénden Satz
bewiesen: '  Ein Prunldeal R der Hauptordnung von allgemeinen unendlichen
algebraischen Zahlkérpern ist dann und nur dann 1dempotent wenn P,(=pNY,)

nach p unendlich verzweigt.

15) ,,Nakano (1)¢, s. 13, Satz 1.
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Ist dagegen e,; unbeschrinkt, so setzen wir

— {pﬁl’ g?f, ...,pf}u, pfl‘i} REPRPRS }
Dann wird nach Hilfssatz 1 q; die zu p; gehorige isolierte Primirkomponente von a.
Dabei ist p;=p7 nach obigem Satz.
Zum Schluss ist die Zerlegung (7) auch emdeutlg Denn eine andere Darstel-
lung von a in dieser Form diirfte kein von Py, P2, =+, Py verschiedenes Primideal

enthalten. So haben wir
a =010z 0s9es1" Gt
wobei q; (i=1,2,:-,s,s+1,--,2) das zu p; gehorige Frimirideal ist. Ist «; ein

C . . e . . . e2 e e
beliebiges Element in p7', und ist B; ein Element in p5° p5°---95°(ohi--- 0, aber aus-

serhzalb von 9,, so erhalten wir
B EPTH (B - P Quar - 0) = a1 05 - 4F S al

Dann erhalten wir, wegen S, &P, a1 € q1, also wird pi<ql. In gleicher Weise gilt auch

9 2ql, folglich ist p3'=qi, usw.

Im allgemeinen unendlichen algebraischen Zahlkérper kionnen wir die zu einem
Primideal p gehérigen Primirideale in folgende vier Arten einteilen:'”

(i) Primdrideal von erster Art heisst q, wenn Gp=q und q=q:p ist,

(ii) - Primdrideal von zweiter Art heisst g, wenn qp==q und q=q:p ist,

(iii) Prmdérideal von dritter Art heisst G, wenn Gp=0q und q=xq:p ist,

(iv) Primdérideal von vierter Art heisst q, wenn qP=q und q=q:p ist.
Der erste Fall entsteht dann und nur dann p=£p? ist,'” und die anderen Fille
kénnen vorkommen, wenn p=p* ist

In der Zerlegung (7) ist also p;’G=1,2, ---,s) von erster Art und q;(j=s+1,
s+2,---,¢) von zweiter, dritter oder vierter Art.

Um unsere Untersuchungen weiter zu entwickeln, ist folgender Hilfssatz not-

wendig.
Hilfssatz 2. Ist q ein zu p gehdriges Primdrideal und setzen wir pND,=p,, aN\D,
=%, P, =P, o, pOD = pe 2 L\ S V> N, dann gile 2

(1) GFap2e bysrbyen - hy=ex fir ale x (\>v=N),
a0=qp2e,hyeihyre Ay > e fiir mindesters ein v (A > v =N),

16) ,,Nakano (2)¢, s. 327.
17) ,,Nakano (2)¢, s. 328, Satz 6. Siche noch Fussnote 7) in Seite 272,
18) ,,Nakano (2)*, s. 323-325, Sitze 1, 2, 3 und 4.
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(i) aF a2, —Dhaihaz b =ex—1 fir dle » A >v=N),
a=aq:92(e, — D Aysilysa by <ex — 1 fiir mindestens ein v (A >v=>=N).

Satz 3. Ist p ein Primideal in O und q ein zu p gehiriges Primérideal von erster
oder zweiter Art, so hat a eine endliche Basis. Ist dagegen G von dritter oder vierter Art,
so hat g keine endliche Basis. )

Ist g ein zu P gehoriges Primirideal von erster Art, so ist q gleich einer
bestimmten Potenz von p; q=p°. Dann gilt qND,=yp; fir hinreichend grosses v
(v=N)." Da D Stiemkesch ist, erhalten wir PiO,.1="0rr1, P0ys2=Pirs, -+, IO,
=p3, -, folglich isf przq. Daher besitzt g eine endliche Basis, Zweitens ist

— ey]lw-l

q von zweiter Art und bezeichnet qN\D,=p", v=>N, und ferner setzt pi'D,.1=p7y;
00, 0= filé“”h""z, e, prDA:p§v7l~,+1h,+2...h,\, ---. Andererseits ergibt sich aus q==qp
und Hilfssatz 2 (1) eyhyiiliyeeha=e, fiir alle X (A\>v=N). Also wird gN\D,=
D?‘:pivhv“h”‘“zmh’\?:pfi‘D)\, d.h. p0,=p3, folglich muss P00 =q sein. Daher ist
eine Basis von ¢ endlich.

Drittens nehmen wir an, dass ein Primirideal q von dritier oder vierter Art
eine endliche Basis (&, ta, -+, &) besitzt.  Dann sind alle a; €9, i=1,2, -+, n,

fiir hinreichend grossss v (v=N), folglich a; € qNO,=p%. Hiermit erhalten wir

P20, = (o, Aoy -+, ) O, = qND, = p* fiir alle g (x> v = N). (8)

Ist andererseits q von dritter oder vierter Art d. h. q:qp; so kénnen wir nach
Hilfssatz 2 (i) mindestens einen Index N AW >v > N) so wihlen, dass e,hys1hyra x> e,
ist. Also ist prDA:pi"h”“h”z"'h*#pi" was nach (8) unméglich ist. Mit diesem
Widerspruch kann q keine endliche Basis bssitzen.

Dieser Satz lisst folgende andere Fassungen zu, die fiir idealtheoretische An-
wendungen oft bequemer sind :

Zusatz. FEin zu cinem Primideal Y gehdriges Primdrideal q besitzt dann und nur
dann eine endliche Basis, wenn qp=cq ist.

Satz 4. Ein Ideal a besitat dann und nur dann eine endliche Basis, wenn jede
isolierte Primdrkomponente von erster oder zweiter Art ist.

Besitzt a eine endliche Basis ay, s, -+, &,y so ist a={(ay, Ay, ***, A,) . Dann
sind alle a; €D, fiir hinreichend grosses v (v=N), folglich wird

an®, = a, 2 (ay, &g, 5 A,) O,y

a ; a\,D 2 (al’ [¢ STRARN an) D = as

19) ,,Nakano (1)*, s. 14, Satz 3.
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also a=0,0=piy" piF P O = piy' O piF 0 - - - 0D,
Setzn wir p,Y'0=q, ¢t=1,2, -:-,m), so hat q, eine. endliche Basis und folglich

muss nach Satz 3 g, ein Primirideal von. erster oder zweiter Art -sein. ‘Umgekehrt

nehmen wir an, dass jedes g; von erster oder zweiter Art ist.. Dann hat q; eine

endliche Basis, folglich hat sein Produkt :0s'--0.=a auch eine endliche Rasis.

§ 2. Die‘Han.pts'sitze der Idealtheoﬁe

Wenn aus der Teilbarkeit a.Cb die Produktdarstellung a="bc mit ¢ aus © folgt,
nennen wir b einem ,,Fakior von a. Dann hat man bereits den folgenden grund-
legenden Hilfssatz *” bewiesen.

Hilfssatz 3. Sind q wund o zwei zu demsclben p gehirige Primdrideale und ist
alq’, so gilt:

(i) Wenn p=9* ist, so ist @ immer ein Faktor von g.

(ii) Wenn p=y* ist und wenn q von zweiter Art ist, so ist o' danwn und nur dann
ein Faktor von q, wenn (' wvon zweiter Art. ist. Ist dagegen  wvon dritter oder vicrier Ari,
so ist ' immer ein Faktor von q.

In seiner Arbeit hat Herr W. Krull *V folgenden Satz bewiesen :

Satz. 5. Sind a,b zwei Idedle aus O und ist a Cb, so besp’tzt a dann und nur dann
b als Faktor, wenn jede isolierte Primdrkomponente von b Faktor der entsprechenden Primiir-
komponente von a ist.

Nach Hilfssatz 3 und den Sitzen 4, 5 erhalten wir ohne weiteres folgendén

Satz 6. (i) Ist b ein echter Teiler von einem Idedl a und besitzen a und b endliche
Basis, so ist b ein Faktor von a.

(ii) Ist b ein echter Teiler von einem Ideal a und besitzt  eine endliche Basis, aber
b keine endliche Basis, so ist ¥ kein Faktor von a.

(i) Ist einleuchtend.

(ii) Weil b keine endliche Basis besitzt, existiert nach Satz 4 mindestens eine

Primirkomponente q® von dritter oder vierter Art von 6.  Dann ist ein zu q®

gehoriges Primideal p idempotent. Ist ferner g

die entsprechende zu p gehorige
Primirkomponente von @, so ist q” von zweiter Art. Denn aus der Endlichkeit der
Idealbasis von a ergibt sich nach Satz 4 die 'Tatsache, dass g von erster oder

zweiter Art ist. Andererseits kann, wegen p=p? keineswegs von erster Art sein.

20) N. Nakano; ,,Uber den Primiridealquotienten im unendlichen algebraischen Zahlkorper®.
dieses Journal, s. 269, Satz 11. Diese Note wird unter ,,Nakano (4)‘ zitiert.
21) ,,Krull“, s. 52, Satz 11.



Idealtheorie im:Stiemkeschen Kérper 279

Ist ' von zweiter Art, ist aber q® won dritter oder viertsr:Art, so. ist q“)vnakclr\l
Hilfssatz 3 kein Faktor von . Also kann b nach Satz. 5 kein Faktor von @ sein.

Satz 7. Wenn b ein echter Teiler von a, aber b kein Faktor von a ist, so konnen
wir -einige. gezignete Primidealteiler Y1, s, -+, 9, von a so auswihlen, dass b ein Faktor
von O, =0aPPe -, ist, d.h. dass a,=Lc¢ ist. :

Da b kein Faktor von a ist, existieren nach Satz 5 einige Primirkompoenten
von [, welche keine Faktoren der entsprechenden Primirkomponenten von a sind.
Wir bezeichnen der Bequemlichkeit halber die zu diesen Primirkomponenten
gehorigen Primideale mit D1, P2, --+, 9.  Andererseits ergibt sich aus Hilfssatz 3
folgende Tatsache: Sind q{”, ngy resp. die zu demselbem P;¢=1,2, -, 1)
gehorigen Primidrkomponenten Voﬁv a, b, so ist q!?<q® @, und ist q dann und
nur dann kein Faktor von g{®, wenn o{* von zweiter Art und g von dritter oder
vierter Art ist. Dann wird q{¥p; von dritter Art,”® weil q{* von zweiter Art ist.
Also ist jede Primirkomponente von b Faktor der entsprechenden Primirkomponente
von ap,ps---p,=ay, folglich muss B ein Faktor von a; sein.

Wir haben bercits den folgenden grundlegenden Hilfssatz bewiesen.zf‘)

Hilfssatz 4. Sind a, 0" und o drei zu demselben p gehorige Primdridedle und. ist
an’=qq”, so ist dann und nur dann o ==q", wenn ' wvon dritter, ' von zweiter Art und
O =q’p ist, oder wenn (' von zweiter, 0"’ von dritter Art und 7 =q'p ist.

Hieraus folgt noch:

‘Hilfssatz 5. Ist q ein zu einem Primideale p gehoriges Primdrideal und ist q=aqq’,
so wird o =9 oder q' =Y.

Aus q=qq folgt 0=0q’. Der Fall =9 ist selbstverstindlich. Es sei damit
o’ #%. Dann besitzt ¢/ mindestens einen Primidealteiler. Da aber ¢ nur durch
ein einziges Primideal p teilbar ist, so ist d’ durch kein von P verschiedenes Prim-
ideal teilbar. Also ist q’&p, folglich gilt

a=g0 &Savpsa.
Danach erhalten wir qp=q und qg’=qp. Aus gp=q ergibt sich p=p% Ferner aus
qy’ =qp und p=p* folgt o’=Y. Denn, wire /=), so hitten wir nach Hilfssatz 4
op=p. Daraus folgte PpSq’. Wegen o =P wiirde =9, entgeegn der zu o
gemachten Voraussetzung. h
Satz 8. Ist ab=ac, so ist bh=cl’, wobei B9 resp. das Produkt geeigneter idem-

22) N. Nakano: ,,Idealtheorie in einem speziellen unendlichen: algebraischen Zahlikérper*, Jour.
of Sci. of the Hiroshima Univ. Vol. 16, No. 3, 1953, s. 434, Hilfssatz 2 (i). Diese Note wird
unter ,,Nakano (5)‘¢ zitiert. . o .

23) ,,Nakano (2)* s. 337, Satz 20 (i).

24) ,,Nakano (4), s. 259, Satz 2.
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potenter Primidealteiler (einsehl. des Einheitsideals D) von a bedeutet.

Sind piga und p,2b, so wird p;=2¢c. Denn ist v ein beliebiges Element aus ¢
und ist « ein Element in a, aber ausserhalb von p;, so ist Y& € ac=ab&p;, folglich
yEp,. Also ist p;2c.  Ist i, af, af*?, qf resp. die zu p; gehorige isolierte
Primirkomponente von ab, b, ac, ¢, so erhalten wir, wegen b; 2a, g =09 und

gl =q{ 2, danach ist
ai = ai. G

Sind zweitens p;=2a und p;=2 b, so erhalten wir
q]ab) —_ qga), qgac) — q(a) q(c) 25) folghch qja) - q(a) q(c)

wobei i, ', q{*?, % resp. die zu p; gehorige isolierte Primirkomponente von

ab, a, ac, ¢ ist.  Aus g% =q{”q}” ergibt sich nach Hilfssatz 5
g =90 oder g =p;. . (10)
Sind drittens p.=a und p,=2b, so erhalten wir
QL = q@ q®, q9 = @ g/, folglich @ q® = o q'°,

wobei qi?, g, q, q resp. die zu p, gehorige isolierte Primirkomponente von
ab, a, b, ¢ ist. Dabei ist p.=2c, so denken wir q¢" =

Hilfssatz 5

©, danach erhalten wir nach

(b) _— pK (11)

Ferner ist p.=¢, so wird nach Hilfssatz 4

0 = q, 0O = p.qO oder p.a’ = q’ (12)

Schliesslich kann offenbar % =p;, o®’ =p., o =0qf, 9@ =pal”, p.aP=0q
resp. nur dann vorkommen, wenn jedes Primideal idempotent ist. Nach (9), (10)
(11) und (12) ist unser Satz bewiesen.

Zusatz 1. Sind ab=ac und (a,5)=90, so ist c¢=bb, wobei b das Produkt geeigneter
idémpotenter Primidealteiler von a ist. /

Dies folgt ohne weiteres aus der Tatsache, dass, wenn in dem Beweise dieses
Satzes 8 (a,6)=D ist, kann nur (9) und (10) vorkommen.

Zusatz 2. Sind ab=ac, (a,6)=9D, und (a,0)=9, so ist b=c.

25) Vgl. ,,Nakano (5)“, s. 435, Hilfssdtze 3 und 4.
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§ 3. Idempotentes. Ideal

Ist § ein Ideal aus O und besitzt der Restklassenring O/ kein nilpotentes
Element, so heisst §) ein Radikal (oder Halbprimideal). Fassen wir all:e'nﬂpotente
Elemente in Bezug auf ein Ideal a als eine Menge b zusammen, so bildet h ein
Radikal, und wir nennen Y das zu a . gehirige Radikal, a das zu Radikal Yy gehirige
Ideal. Nach dieser Definition des Radikals konnen wir ohne weiteres folgende Hilfs.
sitze 6 und 7 beweisen.

Hilfssatz 6. Jedes Radikal ist als Durchschnitt (d. h. Produkt) von endlich vielen
verschiedenen Primidealen darstellbar ‘und umgekehrt.

Hilfssatz 7. Ist a das zu Radikal H=p;N\pN---Np, gehorige Ideal, so ist a nur
durch Py, P2, *++, Pa teilbar und umgekehrt.

Wir haben bereits folgende zwei Sitze im allgemeinen unendlichen algebraischen
Zahlkérper bewiesen:

(i) Ein beliebiges Ideal a(==(0),0) ist dann und nur dann idempotent, wenn

jede isolierte Primirkomponente von a idempotent ist.””

(i1) Ist ein zu p gehoriges Frimérideal g idempotent, so ist q gleich p.*”

Aus (i) und (i) ergibt sich; Ein Ideal a(Z=(0),®) ist dann und nur dann
idempotent, wenn seine simtlichen Primﬁrkompoﬁenten gleich idempotente Primideale
sind.  Ist daher ein Ideal a(5£(0), D) idempotent, so muss a ein Radikal in O
sein. Das gewonnene Ergebnis moge seiner Wichtigkeit halber als Satz formuliert
werden:

Satz 9. Ist a(F(0),D) ein idempotentes Ideal, so ist a das Radikal in 0.2

Satz 10 (Krullscher Satz). Ist a en belicbiges nicht idempotentes Ideal, so ist
n/j \la”z(o). '

Nun ziehen wir zunichst den Fall in Betracht, dass a ein zu p gehoriges nicht-
idempotentes Primirideal q gleich ist. In diesem Fall ist der folgende Satz grund-
legend: Sind q’ und q” zwei zu demselben p gehorige Primirideale und sind ¢ € ¢/,
b& g, so ist abQEq’q'f.”’ Jetzt setzen wir F\lq"=b, so ist D ein Primideal. Denn
seien «, B zwei Elemente ausserhalb Voﬁ b,n=so ergibt sich die Existenz der natiir-
lichen Zahlen n, m, derart, dass a&q® und B&q™ sind. Daraus folgt nach -dem
eben besprochenen Satz aS&E g™ ™, folglich aB&Dd. Aus add, BED, muss damit

af3ED folgen, also ist D ein Primideal. Da aber in unendlichen algebraischen

26) ,,Nakano (1)¢ s. 20, Satz 10.
27y ,,Nakano (1)*, s. 16, Satz 6.
28) Es ist klar, dass die Umkehrung von Satz 9 nicht immer gilt.
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Zahlkérpern jedes von (0) verschiedene Primideal teilerlos ist, so erhalten wir
p=(0). Also gilt ;;q":(O), wenn q nicht idempotent .ist.*”
' n=1

Zweitens ist a=010z2--q, eine Darstellung durch seine isolierten Primirkom-

ponenten, so ist nach Satz 9 mindestens eines der @i, s, -+, ., etwa (;, keinesweg
idempotent. Nach dem soeben gewonnenen Ergebnisse wird damit Nq7=(0). In-
n=1

folgedessen erhalten wir

Damit ist ;\a":(O) bewiesen.
n=1
Satz 11. Ist a(%=(0)) ein gegebenes Ideal aus O und ist a=ba, so ist b idempotent.
Aus a=Dba ergibt sich a=0(ba)=D0%, folglich a=Sb” In gleicher Weise erhalten

wir
a=ba=ba= - =0a=0"a=-
d. h. asba&bt o, al b, as b,
also aSbNnb2n--Nb"N---. Wire b 5% so wiirde nach Satz 10 ;\5”2(0). Daraus

n=1

folgte a=(0), was ein Widerspruch wire. Also muss b=Db" sein.

Umgekehrt, ist § das zu a gehérige Radikal und ist §=Db* dann erhebt sich
die Frage, ob wir a=Dba erhalten oder nicht? Betreffs dieser Frage konnen wir
ohne Miihe zeigen, dass aus §=0? nicht immer a=Dba folgt. Denn, wenn eine
Primirkomponente q von a von zweiter Art ist, dann sind q3qp und p=p>. In-
folgedessen erhalten wir a==Dha, trotzdem ist h=0?  Ferner die Frage, wodurch
a’)=aqa ausgezeichnet ist, wird durch folgenden Satz beantwortet:

Satz 12. Ist a ein gegebenes zu Radikal Y) gehériges Ideal, so ist dann und nur
dann a=Wha, wenn jede Primdirkomponente von a entweder von dritter oder vierter Art ist.

Ist g; eine Primdrkomponente von a=q:9:-'q,, so folgt aus a=ha nach der
Eindeutigkeit der isolierten Komponentenideale q;=p;q; fiir alle i, folglich ist q; von
dritter oder vierter Art und umgekehrt. *

Hilfssatz 8. Sind q und o zwei zu demselben P ge/’zb'rige- Priméirideale und ist

aDa und weiter ist q nicht idempotent, so konnen wir n so gross wihlen, dass 9" Cq’ ist.

Da g nicht idempotent ist, so wird nach Satz 10 ;\q“=<0). Wire q"2 ¢’
a=1

fir alle n, so wirdée Ng"=29 sein. Damit sollte q’=(0) sein. Daraus folgte aber
n=1

29) ,,Nakano (2)‘, s. 331, Hilfssatz 6.
30) Vgl. ,,Nakano (1)¢, s. 15, Satz 15.
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der Widerspruch, dass jedes Element aus p nilpotent wiire, weil ¢/ ein zu p gehériges
Primirideal ist.  Also muss ¢"=Rq’ fiir hinreichend grosses n sein. Da aber "
und ¢ zu demselben p gehorige Primirideale sind, so entsteht entweder 9”2 g’ oder
q"=q" oder q"C¢.*Y Danach erhllten wir q*C¢’ fir hinreichend grosses n. A

Auf Grund des Hilfssatzes 8 gilt nun der folgende dem Satz 11 idhnliche Satz:

Satz 13. Sind a und b gegebene Ideale aus O und ist a Cb und ferner a:b=a,
so ist b idempotent. ,

Aus a:b=a folgt a=(a:b):b=a:6% In gleicher Weise ist a=a:b=a:0*=qa:b’
=-.=q:b"=--.. Fiir den Fall 6=0 ist der Satz klar, also nehmen wir b=
an. Dann ist b durch mindestens ein Primideal teilbar. Nun sind 91, P2, ==+, D,
simtliche Primidealteiler von b und q{* bzw. q ist die zu p; (=1,2, 1) ge-
hérige Primirkomponente von a bzw. D, so erhalten wir

a=q”Net" N ngNgin- N, b= qPNaef N nal?,
wobei G/ (j=r+1,r4+2,---,s) eine zu p; (ausser P;, Ps, ---, ,) gehorige Primirkom-
ponente von a ist. Wegen aSa:p,Sa:b fir alle i¢G=1, 2. ---,7r) erhalten wir
a=a:p; = (@NNg® N Nal®) s
=" N NN QY p) Nali N N N Nl
Dann gilt rach der Eindeutigkeit ®® der isolierten Komponentenideale
qi@:p; = ql@ fir alle i ¢=1,2,---,7),
also ' p,=p? fiir alle i G=1,2, -, 0).% (13)
- Jetzt nehmen wir an, dass q” ==p,; fiir mindestens ein { (1 <7 <r) ist. Dann
konnen wir nach Hilfssatz 8 n so gross wihlen dass
@) Caqi® (14)
ist. Nun bezeichnen wir a=q{”Ne; und b=q® N0, wobei a,=q\”N---Na{¥Naisy
N=Ng2 NNl und 6;=q2N - Nal2inag@in--Nag® sind. Dann gilt
a=a:6"= (@ Na): @"6)" = {(@¥ Na,): (ai)"} : b7
Da aber aus (14) q{*:(q{")"=D folgt, so erhalten wir

a= {ai : (ng))"} b7 =a;: (Clﬁb)f)i)" =q;:0"2a,

31) ,,Nakano (4)* s. 258, Hilfssatz 1.
32) Diese ,,Eindeutigkeit‘* ist im Sinne von Satz 1.

. a . . 2
33) Ist qi-a):pi:ql(a), so ist qi* von zweiter oder vierter Art. Danach muss yi=pi sein. Vgl.

,.Nakano (2)‘, s. 328, Satz 6.
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d.h. a2a;. Das ist unméglich. Deshalb muss q{” =p; fiir alle (=1, 2,---,7) sein,
folglich b=ypip,---p, sein. Ferner aus (13) folgt b= v
Danach erhebt sich wieder diz Frage, ob wir a=a:l erhalten oder nicht, wenn
§ das zu einem Ideal a gehorige Radikal und h=0h* ist? Betreffs dieser Frage
koénnen wir auch ohne weiteres zeigen, dass aus §=Db’ nicht immer a=aqa:} folgt.
Wir erhalten dariiber folgenden
Satz 14. Ist a ein gegebenes zu Radikal 1) gehiriges Ideal, so ist dann und nur
dann a=qa:Y, wenn jede Primdrkomponente von a von zweiter oder vierter Art ist.
Sind H=p.P.---p, und a=q;qz+*q,, so erhalten wir a:j2a:p;2a fiir alle
i(G=1,2,--,r). Aus a:h=a folgt a:p;=a. Danach ist a:P,=(@N\GN--NQq):P;
=@ N P) N QN NG,=a.  Also gilt nach der Eindeutigkeit der isolierten
Komponentenideale q;:9;=q; fir alle ¢ (=1,2,---,n). Hiermit muss jede Pimir-
komponente von a von zweiter oder vierter Art sein. '

Umgekehrt aus q;:p,=aq; folgt
a:p; = (@NGN NG P = @) NN () NN (@)
= MNGN NG N, = a.

Also ist a:h=a:pip2--p,=(@@:P1) 1 PP - P, =a:PoP3--+P,, in gleicher Weise ist a:p.p;
P, =a:Ps;---P, usw. Danach erhalten wir a:h=q.
Fassen wir unsere Sitze 13 und 14 zusammen, so erhalten wir folgenden
Zusatz. Ist a ein gegebenes zu Radikal Y) gehiriges Ideal, so ist dann und nur dann

ab=a=a:b, wenn jede Primdrkomponente von a von vierter Art ist.

§ 4. Der Zariskische Satz

In seiner Arbeit hat Herr O.Zariski den folgenden interessanten Satz bewiesen:

Sind a und b irgend zwei Idedle aus einem Noetherschen Ring mit Einheitselement und
sind Qys15 Qsw2s *+*5 O, alle Primérkomponenten von b, fiir die (q;,0)=@1) (j=s+1,5+2,
e, 1) gelten, so ist

l(a", B =a:NgaN - N3,

n=

In diesem Paragraphen wollen wir beweisen, dass in unserer Stiemkeschen
Hauptordnung © der Zariskische Satz nicht mehr gilt, aber dafiir ein ein wenig ver-
inderter Satz gilt. Im folgenden bezeichen wir diz zu demselbem p; gehorige
Priméirkomponente von @ bzw. b mit q{* bzw. qf. "

Satz 15. Sind a und b irgend zwei Idedle in © und sind i, s, -+, P, simtliche
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Primidealteiler von b und sind q%.,q%s, --- 6 dle Primérkomponenten von b, fiir die
@9, 0)=0 (j=s+1,5+2, ,r; 1<s=<r) gelten und femner, ist®" irgendeines von
P} und ai¥ Fp(=p}) und ol =0 =p.(=p]) fir dle i (=1,2, ), dann gilt
N@% ) = aPNngP N NadP.
n=1
_ Setzen wir qi?Nad"N-na”=a;, a’NaPNNaP =01, ain-Na =by,

so wird b=0;"\b,=0,b,. Dann gilt zunichst ;\(ai‘, b)) =0,.
R n=1

Denn, es ist klar dass N(a}, b;)=b, ist. Daher wollen wir beweisen:
n=1

- . o B) (b b B i .
Nt 6)<h,. Setzen wir B,=q¥qP---q®--q®=q%¢;, so kénnen wir nach Voraus-
n=1

setzung Hilfssatz 8 n (=2) so gross wihlen, dass
@i*)" ™ < i, folglich (a*)" < gl (15)
ist, weil irgendeines von P;=p? und i Fp,(=p7) und q/¥ =qP=p.(=p?) gilt.
Daraus folgt
(@1, b)) & (@)% b)) < (@ af”, aP¢) = af? (ai, o).
Wegen (q{”,¢;)=0, erhalten wir
(a7, 5;) S q® fiir alle i (=1,2, -, s). (16)
Damit ist immer (a%, 5,)E&Db; fiir hinreichend grosseé n. Daraus foigt nf:’\l(a?, b,)Sh..
Danach erhalten wir

b= N5 B) 2N @55 2 0@, b). an

Da aber (0", b,) =0 ist, ergibt sich
(a", B) 2 (a"fh, B) = (a”f)l, 5152) = 51 fur alle n. (18)

Also gilt A, 5) 2 6, (19)
n=1
Aus (17) und (19) erhalten wir
N@,B) = 6, = q® NaP N N
n=1

Satz 16 (Zariskischer Satz). Sind a und b irgend zwei Idedle in O und sind
q%1, a®, -+, a® alle Primdrkomponenten von b, fir die @, 0)=0 (j=s+1,s+2, -,

34) Dafiir dass wir die Zariskische Schliessung in unserer Hauptordnung 9 folgern, ist diese
Voraussetzung notwendig.



286 N. NAKANO

gelten, und ist ferner 0!¥ =p,(=p}) (=t+1¢42,---,5), dann erhalten wir
N@%b) = aP e N Na NP NN
n=1

Zum Beweise setzen wir a®ag@N--NngP=by, ¥ ng® =5,
On-ng®=8; d. h b=bNbNbs=0,5:55 und weiter g’ Naf NNl =a,,
PrarNPesaN-ND,=h, d. h. a=a;nhNas=a;Has, wobei a; der Faktor von a und
durch Primideale ausser {1, P2, oo Doy =o*s Ps» b,« teilbar ist.

Dann kénnen wir zuerst

%}(a?f), Bl.f)z) = FI.I)

beweisen. Denn nach Satz 15 erhalten wir ;\(a'{f), 6.5)=%t.%. Da aber R(a’{fj,hl’)z)
n=1 n=1

S N (ath, b:) ist, erhalten wir
n=1 '

N (a1, b.6;) Sbib. (20)

Andererseits erhalten wir in gleicher Weise * wie im Beweise in Satz 15

(15, B,65) 26,0 fiir alle n, d. h. (b, b,6,) 26,5, (21)
1

n=

Aus (20) und (21) folgt N (ah, E16:)=B.b.

n=

Danach erhalten wir, wegen j=§?=-..=}7,

(0% S N30, 5) S A (2}, buby) = b,b. @

Andererseits erhalten wir ohne weiteres %%

(afa%,b) 26, fir alle n,

also ist (aiba3, b)=2(aibha3, Lh) 26,5, d. h. (a", 6)=26,H fiir alle n. Daher erhalten wir

Rl<a", ) 26, (23)

Aus (22) und (23) ergibt sich

35) Da (al,62)=D ist, so wird (af, 6162)2(a}61, 6169)=b1 (@}, 6) =F1. Daraus folgt (alf, b1 by)2
(076, 61625) = 615, weil § idempotent ist.

36) Wegen (aTas, G2b3)=9, erhalten wir (afa3, b) 2 (a1a3b1, b) = E1(aln3, bobs) =F1.
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NELB) =09 =aPNaP N NaP AP NP,
n=1

Aus der oben gewonnenen Ergebnissen konnen wir schliessen: In der Stiemke-
schen Hauptordnung © gilt nicht immer der Zariskische Satz, aber dafiir gilt ein
wenig verinderter Satz mit Riicksicht auf die Tatsache, dass ein Primideal idempotent
sein kann. _

Zum Schluss wollen wir in diesem Paragraph einen Satz beweisen, welcher die

von Prof. S.Mori aufgestellte Erweiterung des Zariskischen Satzes ist.
(2 ]

Satz 17.  Sind b=a"NaP N Na»Ng@N-Na®, b =aPNg@ N Ng®
und Ba=q% i --Na® und ist Na, der Durchschnitt von simtlichen Idealen a4, so dass
a,Sp,(i=1,2,--,5) ist, aber a,Ep; (j=s+1,8+2,--,1) ist, dann gilt

N (s, 0) =a" Naf’ NN,

Setzen wir zuerst a,=a,Nas=a,as, wobei a,=q"Na¥"’ N---Na'” und (aZ,b)=L

sind, so ist

N(a.,0) S N(as, by).

o o
Dabei ist N(a}, b;)==0;. Denn, es ist klar, dass N{(a;, b:)2b; ist. Andererseits
o o

sei h das zu a’ gehérige Radikal, so ist b fiir alle n ein zu §) gehoriges Ideal, so

wird

s, b)) S /?1(51", by) = Lo
Daher muss n(aj, b;)="0; sein. Daraus folgt
N(a., b) SN(ag, b)) = bi (24)

Zweitens erhalten wir, wegen (a,,02)=9, (a,b1,0)=(a,b;,0:6:)=0;. Dann
gilt, wegen (a,, b)=2(a,b1,0), (a,, b)2b; fiir alle o. Danach wird

N(a,, b) 2 b1, (25)

Aus (24) und (25) erhalten wir N(a,, b)=b=aPgPN---Naq?.

Meinem hochverehrten lLehrer Prof. S.Mori spreche ich fiir seine vielfachen

Anregungen zu dieser Arbeit meinem besten Dank aus.
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