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In seiner Arbeit hat Herr E. Stiemke 1> allgemeine Grundsätze für die Behandlung 

der Idealtheorie in unendlichen algebraischen Zahlkörpern entwickelt und die Zer­

legung der Hauptideale in denjenigen Körpern untersucht, in denen jedes Ideal nur 

endlich viele Primidealteiler besitzt. Im folgenden werden wir nach Herrn W. Krull 2) 

diesen Körper kurz als „Stiemkesche:i Körper" bezeichnen. 

Ist St ein allgemeiner unendlicher algebraischer Zahlkörper und ist D die 

Hauptordnung von Sr, so sind in D folgende drei Bedingungen erfüllt : 

I. D ist ein kommutativer Irzt c gritätsbereich mit Einselement. 3> 

II. Jedes von D verschiedene Ideal ist durch mindestens ein Primideal teilbar und 

alle von Nullideal verschiedenen Primideale sind teilerlos. 4> 

III. D ist ganzabgeschlossen im Quotientenkö1per .R.5J 

Gälte danach der Teilerkettensatz in D, so wären die Primärideale Primideal­

potenzen und jedes Ideal würde ProJlukt von endlich vielen Primidealen, und folglich 

könnten wir in D die klassische Idealtheorie entwickeln.6> Jedoch für D ist der 

Teilerkettensatz nicht immer erfüllt. Ist unter diesen Umständen D eine Hauptord­

nung von einein eben genannten Stiemkeschen Körper Sr, dann ist in D ausser I, II 

und III noch folgende Bedingung erfüllt. 

IV. Jedes vo:i Nullideal verschiedene Ideal besitzt nur endlich viele Primidealteiier. 

Der Zweck dieser Arbeit ist nachzuweisen, dass die Ideale aus Stiemkeschen 

Hauptordnung D in vieler Bezi~hung einer von den Idealen unter Voraussetzung 

des Teilerkettensatzes abweichenden Verhalt zeigen. 

Im ersten Paragraphen wird gezeigt, dass sich jedes Ideal eindeutig als Produkt 

1) E.Stiemke; ,,Über unendliche algebraische Zahlkörper," Math. Zeit. Bd. 25 (1926). Diese 

Stiemkesche Arbeit wird unter „Stiamke" zitiert. 
2) W.Krull; ,,I,baltheorie in unendlichen algebraischen Zahlkörp-ern," Math. Zeit. Bd. 29 (1929), 

s. 42, zitiert unter „Krull." 
3), 4) Siehe etwa „Stiemke"; s. 20, oder „Krull," s. 44. 
5) W. Krull; ,,Idealtheorie," Ergeh. d. Math. u. I. Grenzgeb. 1935, s. 103. 
6) Van der Waerden; "Modeme Algebra" II Teil. 1940, s. 84-91. 
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von endlich vielen teilerfremden Primäridealen darstellen lässt, wobei das Primärideal 

entweder eine Potenz von lJ, oder keine Potenz von lJ ist.7l Weiter wollen wir 

beweisen, dass ein Ideal a dann und nur dann eine endliche Basis besitzt, wenn 

qlJ :{= q für jede zu lJ gehörige Primärkomponente q von a gilt. 

Im zweiten Pargraphen wollen wir zeigen, dass, wenn a C: l.i ist, nicht immer 

ein drittes Ideal c existiert, so dass a = l.Jc ist. Aber ist lj das Produkt von einigen 

geeigneten idernpotenten Primidel!,!.teilern von a und bezeichnet O' = alj, dann existiert 

c, so dass a' = lic ist. Ähnlich ist es im allgemeinen nicht möglich, dass aus au= ac 

V= c folgert. Die Unmöglichkeit beruht, darauf dass qlJ = lJ oder q: lJ = q immer 

für ein zu idernpotenten Primideal lJ gehörige Primärideal q stehen kann.8l Sind 

danach 6 und lj' die Produkte von einigen geeigneten idempotenten Prirnidealteilern 

(einschl. des Einheitsideals D) von a, so folgt aus ab=ac blj=clJ'. 

Im dritten Paragraphen untersuchen wir die idempotenten Ideale m D. Zuerst 

beweisen wir, dass, wenn a ( :{= (O), D) ein idempotentes Ideal ist, so muss a das 
= , 

Radikal in D sem. Daraus folgern wir den Krullsche Satz 9l (\an=(O) (wobei a:{=a~ 
n=I 

ist) usw. Im Schlussparagraphen werden wir beweisen, dass in unserer Stiemkeschen 

Hauptordnung D der Zariskische Satz, 10l den im Noetherschen Ring mit Einselemrnt 

gilt, keine Geltung mehr hat, dass aber ein einwenig veränderter Satz gilt. Ferner 

werden wir zeigen, dass wir den von Herrn S. Mori erweiterten Zariskischen Satz 11 J 

n (a.,., f>) = f> usw. ohne Schwierigkeit beweisen können. 
<T 

§ 1. Der Fundamentalsatz der Idealtheorie und Idealbasis 

Unter einem unendlichen algebraischen Zahlkörper Sr verstehen wir, wie ge­

wöhnlich, den Körper, welcher als der Vereinigungskiirper von abzählbar unendlich 

vielen algebraischen Zahlkörpern Sr1 C Sr2 C Sf:3 C · · · · · · C Sr, C Sr,+1 C · · · · · · definirt wird, 

7) Im allgemeinen unendlichen algebraischen Zahlkörper ist ein zu l:J gehöriges Primärideal q 
dann und nur dann eine Potenz von l:J, wenn \.J~l:12 ist. Wenn l:J=p2 ist, ist q keine Potenz von l:J. 

N. Nakano; ,,Über idempotentes Ideal in unendlichen algebraischen Zahlkörpern", Jour. of Sei. 
Of the Hiroshima Univ. Vo!. 17, No. l, 1953, zitiert unter „Nakano (l)", s. 19, Satz 8. 

8) N. Nakano; ,,Über die Einteilung von Primäridealen im ·unendlichen algebraischen Zahlkörper", 
Jour. of Sei. of the Hiroshima Univ. Vol. 17, No. 3, 1954, zitiert unter „Nakano (2) ", s. 330, s. 335, 
und s. 340-341. An diesen Stellen habe ich Beispiele von drei Arten gegeben. 

9) W. Krull; ,,Dimensionstheorie in Stellenringen", Crelles J., 179, 1933, s. 204. 
A. Weil; ,,Foundation of algebraic geometry," 1946, s. 43, Lemma 4. 

10) O. Zariski; ,,Generalized semi•local rings", Summa Brasiliensis Mathematicae 1, s. 169-195, 
1946. 
S. Mori; ,,Über die Gleichung (ai::, o) =;; mit einem unbekannten Ideale(', Jour. of Sei. of 
the Hiroshima Univ. Vol. 17, No. 3, s. 303, 1954. 

11) S. Mori; ,,Über den Durchschnitt na„ der Ideale a.,", Kyoto Mathematical Memoirs, 1955. 
"' 



Idealtheorie im StiemkeJchen Körper 273 

wobei jedes St von endlichem Grade in Bezug auf den Rationalkörper ~o ist. Wir 

bezeichnen ~ mit ~ = { .. ·, ~ .. ~v+h .. ·, ~,\ .. ·}. Ist D, - Dv resp. die Hauptordnung 

aus~. ~v, so wird D={ .. ·,Dv,Dv+h "',D11., .. ,}. 

Es sei ~ ein unendliche1· algebraischer Zahlkörper, in dem jedes Ideal nur 

endlich viele Primidealteiler besitzt. Wir nennen einen solchen Körper ~ ,,Stiem­

keschen Körper". Im folgenden bedeutet D die Hauptordnung des Stiemkeschen 

Körpers ~-

Zunächst wollen wir einen Satz vorausschicken, der in dieser Arbeit eine 

grosse Rolle spielt. 

Satz 1. Dafür, dass ei,n unendlicher algebraischer Zahlkö,per ~ ein Stiemkescher 

Körper ist, ist notwendig und hinreichend, dass für die Zerlegung ei,ner beliebigen natürlichen 

Primzahl p in Dv : 

(1) 

mv mit wachsendem li beschränkt ist. 

Zuerst nehmen wir an, dass ~ ein Stiemkescher Körper ist und mv in der 

Zerlegung (1) von pDv mit li über alle Grenzen wächst. Dann besitzt ein Ideal pD 

in ~ unendlich viele Primidealteiler.12> Nach der Definition des Stiemkeschem 

Körpers ist das unmöglich. Damit muss mv mit li beschränkt sein. 

Umgekehrt sei n ein beliebiges Ideal m einem unendlichen algebraischen Zahl­

körper ~ und habe das Ideal nnD11. =n11. in D11. die Zerlegung 

(2) 

Da jedes Primideal lJ11.; aus D11. ein Teiler einer rationalen Primzahl p; ist und die 

Anzahl der verschiedenen Primidealteiler von p;D11. bei wachsendem \ beschränkt 

ist, erreicht n11. für hinreichend grosses 'X. den grössten Wert n. Nehmen wir jetzt 

an, dass dies schon in Körper ~1 der Fall ist, so ergibt sich 

im allgemeinen 

Wir denken die lJv; so angeordnet, dass lJH c lJ2; C · · · C lJvi C Pv+u C · · · ist, und 

wir definieren ein Primideal lJ; aus D folgendermassen : 

lJ; = {lJH,lJ2;, "',lJv;, , .. }, i = 1,2, .. ,,n. 

Dann besitzt ein Ideal nvD folglich sein Teiler n keinen anderen Primidealteiler 

12) ,,Stiemke", s. 31. 
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ausser ·.\.11, .\.12 , · · ·, .\.1,,. Also ist Sr ein. Stiemkesqh~r ,_K:örper. 

Vor kurzem, J1abe .ich der('folgenden Fundamentalsatz bewiesen: 13l Jedes ganze 

Ideal a aus einem unendlichen algebraischen Zahlkörper Sr lässt sich als der Durchs 

schnitt von seinen siimtlichen isolierten Primärkomponenten darstellen. Darauf 

habe ich die zu einem Primideal .\.1 gehörige isolierte Primärkomponente q von a 

definiert als die Ge;;amtheit aller · Elemente, deren Prodµkt mit einem geeignet ge­

wählten Elemente s ( EE .\.1) durch a teilbar ist. 14) Im folgenden wollen wir eine Beweis­

führung des Fundamentalsatzes in Stiemkescher Hauptordnung D unabhängig von 

obigem Beweis des allgemeinen Fundamentalsatzes geben. Zu diesem Zwecke schi­

~ken wir folgenden Hilfssatz voraus. 

Hilfssatz 1. Es sei a ein beliebiges Ideal in D und .\.) sei. etn Primidealteiler mn a. 
Jl7enn wir 

d d . V · · { e1, e1,1+1 e_x } setzen un ie ereungungsmenp;e · · ·, .\J, , lJ>+ 1 , • · ·, .\JA , · · · mit q bezeichnen, so i.1t 

q die zu .\.1 gehörige isolierte Primiirkomponente vorz a und q (\ D, = .\.1~'. 

Zunächst sei E, ein Exponent, so dass qnD,=.\.1~" ist, dann können wir beweisen, 

dass e,=E, für alle v ist. Denn, wegen qnD, :::::llJ~" erhalten wir sofort 

e, 2 E,. (4) 

Es sei a ein genau durch lJf O teilbares Element. Dann ist 

aEq, E, -c. a = .\.1, u„ 

und folglich nach Struktur von q aE.\J~A für hinreichend grosses :\, (X,>!)). Es sei 

Daraus folgt 

E, h,+1 h,+2 · · · hA c: e,\• (5) 

Jetzt nehmen wir an, dass' e, > E„ d. h. e, -1 > E, ist. Dann folgt aus (5) 

(6) 

Aus a (\ 0, =.\.1:" C, * .\.1~"- 1c, folgt die Exist<mz eines Elementes ß von der Art, 

d ß e, - 1 d p et:: e, . ass E .\.1, c„ un p '+ .\.1, C, 1st. D,rnn ist (:J,ta. Da aber aus (6) 

13) N. Nakano; ,,Über den Funtlamentlllsatz ,br Idealtheorie in ünendlichen algebraischen Zahl­
körpern," Jour. of Sqi~ of the Hiroshima Univ. Vol. 1.5, No, 3, 1952, s. 17.S. Diese Note zitiere 
ich "unter „Nakano (3) ". 

14) ,,Nakano (3) ", s. 172, Satz 1. 
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folgt, erhalten wir ß E a. Mit diesem'. Widerspruch 'ist der Beweis von e, = E, für 

alle J) abgeschlossen. 

Zweitens können wir leicht bestätigen, dass q die zu +J gehörige isolierte Fri­

märkomponente v-0n a ist, d. h. dass q · die Gesamtheit aller Elemente ist, deren 

Produkt mit einem geeignet gewählten Elemente s ( EE +J) durch a teilbar ist. Zu 

diesen Zwecke sei "/ ein beliebiges Element aus q, dann ist "/ E (1, für hinreichend 

grosses J) ())>N), folglich "/EqnD,=+1~". Wegen a,=anD,=+i~"c,, (+1,,c,)=D„ 

gibt es ein Element s in c,, aber ausserhalb von +J,. Folglich erhalten wir 

Umgekehrt s~en 8 und t zwei Elemente, so dass ot E a, t EE +J ist. Dann ist 8, t E D.., 

für hinreichend grosses J) ())2N), folglich ist otE anD,=a,=+J~"c,c+i~". Da aber 

t EE +J ist, wird t EE +J,, alsö muss o E +J~"Cq sein. 

Satz 2 (Fundamentalsatz). Jedes Ideal a aus (1 lässt sich eindentig in der Form 

(7) 

darstellen. Dabei ist +Jf\i=l,2, ···,s) die zu nicht-idempotentern Primideal +1;(=\=+17) ge­

hörige isolie,!e Prirnärkomponente von a, und q/j=s+l,s+2, ···,t) ist die zu idern­

potentem Primideal +J j( = +JJ) gehö1ige isolierte Primärkomponente von a. 
Ist a nur durch endlich viele Primideale +11, +J2 , • ··, +J, teilbar, so können wir 

annehmen, dass die Zerlegung von jeder durch +J; (i= 1, 2, · ··, t) teilbaren natürlichen 

Primzahl schon innerhalb St'1 abbricht. Also erhalten wfr 

1m allgemeinen 

Ist dann e,i, der beschränkte und höchste Wert, den dieser Exponent anninmt, gleich 

e;, so wird offenbar nach Hilfssatz 1 1:17; die zu +J; gehörige isolierte Primärkomponente 

von a. Dabei ist klar, dass +J; =\= +JF ist, denn ,~ir haben schon folge.nden Satz 

bewiesen : isJ Ein Primideal +J der _Hauptordnung von allgemeinen unendlichen 

algebraischen Zahlkörpern ist dann und nur dann idempotent, wenn +J/ =+inD,) 

nach +J unendlich verzweige 

lS) ,,Nakano (1) ", s. 13, Satz 1. 
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Ist dagegen e,j unbeschränkt, so setzen wir 

{ e11· e2 1· ev1· ev+1 1· } Qj= lJ1j, lJ2j, "', j:J,j, -IJ,+lj, •••••• 

Dann wird nach Hilfssatz 1 qi die zu ,IJ i gehörige isolierte Primärkomponente von a. 
Dabei ist lJ j = l:JJ nach obigem Satz. 

Zum Schluss ist die Zerlegung (7) auch eindeutig. Denn eine andere Darstel­

lung von a in dieser Form dürfte kein von ,1)1, ,1)2, ···, lJ, verschiedenes Primideal 

enthalten. So haben wir 

wobei q; (i = 1, 2, · · ·, s, s + 1, .. ·, t) das zu ti, gehörige Frimärideal ist. Ist 0:1 ein 

beliebiges Element in l:Ji1. und ist ß1 ein Element in ,1)~2 j:)~3 .. · j:J;' q,+1 .. · q, aber aus­

serhpJb von j:)1 , so erhalten wir 

• 

Dann erhalten wir, wegen ß1 Ei'lJ 1 a 1 E q;_, also wird ,1Ji1 Cqi. In gleicher Weise gilt auch 

.p;1 ~q;_, folglich ist ,1Ji1 = q;_, usw. 

Im allgemeinen unendlichen algebraischen Zahlkörper können wir die zu einem 

Primidt>al ,IJ gehörigen Primärideale in folgende vier Arten einteilen : 16J 

(i) Primä1ide.al von erster Art heisst q, wenn qj:) 4' q zmd q 4' q: 1J ist, 

(ii) Primärideal von zweiter Art heisst q, wenn q1J 4: q und q = q: lJ ist, 

(iii) Primärideal von dritter Art hcisst q, wenn q1J = q und q q: lJ ist, 

(iv) Primiiridcal von vierter Art heisst q, m;nn q1J = q u:zd q = q: 1J ist. 

Der erste Fall entsteht dann und nur dann tJ 4: t,2 ist,17> und die anderen Fälle 

können vorkommen, wenn 1J=1J2 ist. 

In der Zerlegung (7) ist also 1-Ji'(i = 1, 2, .. ·, s) von erster Art und qj(j = s + 1, 

s + 2, .. ·, t) von zweiter, dritter oder vierter Art. 

Um unsere Untersuchungen weiter zu entwickeln, ist folgender Hilfssatz not­

wendig. 

Hilfssatz 2. Ist q ein zu +J gehöriges Primäride.al und setzen wir +J n D, = +lv, q n Üv 

=1J~\ 1J~"Ü-+1 =1J~f~•+1, ···, 1J~"()A =l:J~vhv+ihv+2 .. ,h\ ···, X> v2N, dann gilt: IR) 

(i) q4'qj:J;:::::e,h,+1hv+2·"hA=e.\ für alle X (X>v2N), 

q = q1J ;:::::e,h>+rh>+2 · · · h>. > e; für mindestew c~n X (\. > v :::C: N), 

16) ,,Nakano (2) ", s. 327. 
17) ,,Nakano (2) ", s. 328, Satz 6. Siehe noch Fussnote 7) in Seite 272. 
18) ,,Nakano (2) ", s. 323-325, Sätze 1, 2, 3 und 4. 



Idealtheorie im Stiemkeschen Körper '277 

(ii) q =\= q: 1J ~ (e, -1) h,+1 h,+2 · · · h.\ = e.\ - 1 für ql,le :\. (:\. > )) 2: N), 

q=q:1J~(e,-l)h>+1h,+2 --·hA<eA-l für mindeste1,s ein:\. (\.>))>N). 

Satz 3. Ist 1J ein P,imideal in D und q ein zu 1J gehöriges Primärideal von erster 

oder zweiter Art, so hat q eine eJidliche Basis. Ist dagegen q vo:i dritter oder vierter Art, 

so hat q keine endliche Basis. 

Ist q ein zu 1J gehöriges Primärideal von erster Art, so ist q gleich einer 

bestimmten Potenz von 1J; q=.)f. Dann gilt qnD,=ti~ für hinreichend grosses )) 

()) ~ N).19> Da D Stiemkesch ist, erhalten wir 1J~D>+1 =iJ~+i, 1J~0>+2 = i1~+2, .. ·, ti: DA 

=ti1, ... , folglich ist ti~D=q. Daher besitzt q eine endliche Basis, Zweitens ist 

. A db 'h n e, .______N· df 1,e,n eJi,+ 1 q von zweiter rt un eze1c .net q f'\ :u, = il, , )) ,e;; , un erner setzt .,_1, :u,+1 = il,+1 

1J~"D>+2 = ti:f~>+ lh,+2, .. ·, i)~"D.\ = il~ah,+ih,+2""h'\ .. ·. Andererseits ergibt sich aus q =\=qiJ 

und Hilfssatz 2 (i) e,h>+ 1h>+ 2 --·hA=e„ für alle :\. (X>)):?:.N). Also wird qnD.\= 

i)~A = l,J~'h>+rh,+ 2 "•h,\ =ti:"D,_, d. h. i)~"DA = l:J~\ folglich muss l,l~"D = q sein. Daher ist 

eine Basi, von q endlich. 

Drittens nehmen wir an, dass ein Frimärideal q von dritter oder vierter Art 

eine endliche Basis (a1, a 2 , • .. , a,.) besitzt. Dann sind alle a, ED„ i = 1, 2, · · ·, n, 

für hinraichend gro33es )) (') ~ N), folglich a, E q f'\ 0, = l:J:". Hiermit erhalten wir 

Ist :mderenait, q von dritter oder vierter Art d. h. q = qi), so können wir nach 

Hilfssatz 2 (i) mindestens einen Index \. (>,_ > v ?':_ N) so wählen, dass e)1,+ 1h>+ 2 .. · h,. > eA 

ist. Also ist .\J~"D,\ =.IJ~vhv+Ih>+ 2 "•h1,. =\= .).J~A was nach (8) unmöglich ist. Mit diesem 

Widerspruch kann q keine endliche Basis besitzen. 

Dieser Satz lässt folgende andere Fassungen zu, die für idealtheoretische An­

wendungen oft bequemer sind : 

Zusatz. Ein zu einem Primideal \J gehöriges Primärideal q besitzt dann und nur 

da'in eine endliche Basis, wenn Ql:J =\= q ist. 

Satz 4. Ein Ideal a besitzt dann und nur dann eine endliche Basis, wenn jede 

isolierte Primärkomponente von erster oder zweiter Art ist. 

Besitzt a eine endliche Basis a 1, a 2 , .. ·, an, so ist a = (ai, a 2 , .. ·, an) D. Dann 

sind alle a; ED, für hinreichend grosses v (J.1 > N), folglich wird 

19) ,.Nakano (l)", s. 14, Satz 3. 
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also 
- . . . . '· '."· ' {-. . :': . 

a = -a, D = ti~r1 1-1;12 • _ .. µ~;;;n D = µ~{1 D · 1-1:/ D. · · · · : ti~;,;t D. 

Setzn wir l)~;'D=q, (t=l, 2, ·,·, m), so haf q, eine, endliche Basis und folglich 

muss nach Satz 3 q, ein Primärideal von_ erster oder zweiter Art sein. Umgekehrt 

nehmen wir an, dass jedes qi von erster oder zweitel' Art ist. Dann hat q; eme 

endliche Basis, folglich hat sein Produkt q1q2· · · q"' = a auch eine endliche Basis, 

§ 2. Die Hanptsätze der Idealtheorie 

Wenn aus der Teilbarkeit a C b die Produktdarstellung a = Be mit c aus D Jolgt, 

nennen wir u einem „Faktor" von a. Dann hat man bere_its den folgenden grund­

legenden Hilfssatz 20l bewiesen. 

Hilfssatz 3. Sind q und q' zwei zzt de1nselben l) gehörige Primärideale und ist 

q(q', so gilt: 

(i) Wenn lJ =\= l:) 2 ist, so ist q' immer em Faktor von q. 

(ii) W"enn 1-J=1-J2 i_st und wenn q von zweiter Art ist, so ist q' dann wzd nztr dann 

ew Faktor von q, wenn q' von zweiter Art. i,t. Ist dagegen q von dritter oder vierter Art, 

so ist q' immer ein Faktor von q. 

In seiner Arbeit hat Herr W. Krull 21 ) folgenden Satz bewiesen : 

Satz. 5. Sind a, U zwei /deale rws D und ist a C b, so be~itzt a dann und nur dann 

b als Faktor, WC./Zll jede isolierte Primärh:omponcllle von b Faktor der entsprechenden Primär­

kompmzente von a ist. 

Nach Hilfssatz 3 und den Siitzen 4, 5 erhalten Wff ohne weiterrs folgenden 

Satz 6. (i) Ist 6 ein echter Teiler von einem Ideal a ztnd besitzen a ztnd B endliche 

Ba~is, so ist 6 ein Faktor von a. 
(ii) Ist V ein eclzter Teiler von einem Ideal a und besitzt a eine endliche Basis, aber 

b keine endliche Basis, so ist b kein Faktor von a. 

(i) Ist einleuchtend. 

(ii) Weil U keine endliche Basis besitzt, existiert nach Satz 4 mindestens eme 

Primärkomponente q(&J von dritter oder vierter Art von b. Dann ist ein zu q(&J 

gehöriges Primideal 1-J idempotent. Ist ferner q<aJ die entsprechende zu 1-J gehörige 

Primärkomponente von a, so ist q<a} von zweiter Art. Denn aus der Endlichkeit der 

Idealbasis von a ergibt sich nach Satz 4 die Tatsache, dass q<aJ von erster oder 

zweiter Art ist. Andererseits kann, wegen lJ=l:12. -q<"J keineswegs von erster Art sein. 

20) N. Nakano; ,,Über den Primäriclcalquotienten im 11nencllichen algebraischen Zahlkörper", 
,Jieses Journal, s. 269, Satz ll. Diese Not;., wird unter „Nakano (4)" zitiert. 

21) ,,Krull", s. 52, Satz 11. 
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Ist qCal von zweiter Art, ist aber q<bl von dritter oder viert~r Art, so ist q<bl nach 
, \ 

Hilfssatz 3 kein Faktor von q(a). Also kann b nach Sat:11, 5 .kein Faktor :von ,a sein. 

Satz ·7. Wenn b ein echter Teiler von a, aber v keiTJ,, Faktor von a ist, so können 

(,VlT ei.,,,igi ge::ignete Prirnidcalteiler +J1, +J 2 , · • ·, lJr von a so au,si,i,ä/tlen, dass b ein Faktor 

von 01=0\J1.\.l2···,\:lr ist, d.lz. dass a1=Ec ist. 

Da b kein Faktor von a ist, existieren nach Salz 5 em1ge Primiirkompoent„n 

von l', welche keine Faktoren der entsprechenden Primärkomponenten von a sind. 

Wir bezeichnen der Bequemlichkeit halber die zu diesen Primärkomponenten 

gehörigen Primideale mit ,\.1 1 , ,\:)2 , · • ·, +lr• Andererseits ergibt sich aus Hilfssatz 3 

folgende Tatsache: Sind q)a>, q(6l resp. die zu demselbem ,\:), (i = 1, 2, · ··, r) 

gehörigen Primärkomponenten von a, V, so ist q\al cq(bl <22l, und ist q[bJ dann und 

nur dann kein Faktor von: .q(al, wenn q)a> von zweiter Art und q?> von dritter oder 

vierter Art ist. Dann wird q\a>,\); von dritter Art,23l weil q\aJ von zweiter Art ist. 

Also ist jede Primärkomponente von b Faktor der entsprechenden Primärkomponente 

von a,\) r+J 2 · • ·,\), = 0 1, folglich muss b ein Faktor von a1 sein. 

Wir haben bereits den folgenden grundlegenden Hilfssatz bewiesen.24) 

Hilfssatz 4. Sind q, q' und q" drei zu demselben lJ gehörige Primärideale und ist 

qq' = qq", so ist dann uncl nur dann q' =¾= q", wenn .q' von dritter, q" von zweiter Art und 

q' = q",\.l ist, oder wenn q' von zweiter, q" von dritter Art und q" = q',\.l ist. 

Hieraus folgt noch : 

Hilfssatz 5. Ist q ei": zu cuzem P,imideale ,\:l gehöriges Primärideal und ist q = qq', 

so wird q' = D oder q' = ,\:). 
Aus q=qq' folgt qS:::::q'. Der Fall q'=D ist selbstverständlich. Es sei damit 

q' =¾= D. Dann besitzt q' mindestens einen Primidealteiler. Da aber q nur durch 

ein einziges Primideal ,\:) teilbar ist, so ist q' durch kein von lJ verschiedenes Prim­

ideal teilbar. Also ist q'C,):J, folglich gilt 

q = q q' C q ,\) C q. 

Danach erhalten wir qlJ=q und qq'=q,\). Aus ql:J=q ergibt sich,\:)=,\:)~. Fernei- aus 

qq' = q,\:) und ,\:) = lJ2 folgt q'= j:.J. 

q',\.l=,\.J. Daraus folgte ,):JCq'. 

gemachten Voraussetzung. 

Denn, wäre q' =¾= ,\:), so hätten wir nach Hilfssatz 4 

Wegen q'=f=,\.J würde q'=D, entgeegn der zu q' 

Satz 8. Ist av = ac, so ist bf) =cf)', wobei f), f)' i·esp. das Produkt geeigneter idem-

22) '\/. Nakano: ,,ldealthcorie in einem sp3Ü2llen unendlichen algebraischen 22.hl!,örper", Jour. 
of Sei. of the Hirnshima Univ. Vol. ]6, No. 3, 1953, s. 434, Hilfssatz 2 (i). Diese Note wird 
unter „Nakano (5)" zitiert. 

23) ,,Nakano (2)" s. 337, Satz 20 (i). 
24) ,,:\akano (4) ," s. 259, Satz 2. 
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potenter Primi,dealtnler ( eihsehl. des Einheitsideals ()) von a bedeutet. 

Sind +J,~a und ,IJ;;;;;lo, so wird ,IJ;:::)C. Denn ist 'Y ein beliebiges Element aus C 

und ist a ein Element in a, aber ausserhalb von +J,, so ist ryaE ac=atJC+J,, folglich 

'Y E ,IJ;. Also ist +J; ;;;;Je. Ist q\ab)' q;b)' q/aci, qjc) resp. die zu +J; gehörige isolierte 

Primärkomponente von ab, v, ac, C, so erhalten wir, wegen ,IJ;~a, q\abJ=q\b! und 

q\acJ = qfcJ 25>, danach ist 

(9) 

Sind zweitens iJ j ::)a und ,1J j ~ V, so erhalten wir 

wobei qjabJ, qja!, qjac>, qycJ resp. die zu ,IJ j gehörige isolierte Primärkomponente von 

ali, a, ac, c ist. Aus qja 1 = qjaJqyc! ergibt sich nach Hilfssatz 5 

(10) 

Sind drittens +lK:::)a und ,IJ,;;;;lo, so erhalten wir 

wobei q~abJ, q~aJ, qibJ, q~cJ resp. die zu ,IJK gehörige isolierte Primärkomponente von 

av, a, J.i, C ist. Dabei ist lJ,~c, so denken wir qic1=0, danach erhalten wir nach 

Hilfssatz 5 

(11) 

Ferner ist i1" :::='c, so wird nach Hilfssatz 4 

(12) 

Schliesslich kann offenbar Gjc) = +l j, qib) = +Jx, q~b) = qic>, q~h) = ,l)Kq~c)' ,l),qrb) = q~c) 

resp. nur dann vorkommen, wenn jedes Primideal idempotent ist. Nach (9), (10) 

(11) und (12) ist unser Satz bewiesen. 

Zusatz 1. Sind ao=ac und (a,b)=O, so ist c=vq, wobei f) dasProdu,ktgeeigneter 

idempotenter P1imidealteiler von a ist. 

Dies folgt ohne weiteres aus der Tatsache, dass, wenn m dem Beweise dieses 

Satzes 8 (a,o)=D ist, kann nur (9) und (10) vorkommen. 

Zusatz 2. Sind ab=ac, (a, o)=D, und (a,c)=D, so ist li=c. 

25) Vgl. ,,Nakano (5) ", s. 435, Hilfssätze 3 und 4. 
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§ 3. ldenipotentes Ideal 

Ist fJ ein Ideal aus D und besitzt der Restklassenring D/lJ kein nilpotentes 

Element, so heisst fJ ein Radikal (oder Halbprimideal). Fassen wir alle nilpotente 

Elemente in Bezug auf ein ·Ideal Cl als eine Menge fJ zusammen, so bildet fJ ein 

Radikal, und wir nennen fJ das zu a . gehörige Radikal, a das zu· Radikal fJ gehörige 

Ideal. Nach dieser Definition des Radikals können wir ohne weiteres folgende Hilfs­

sätze 6 und 7 beweisen. 

Hilfssatz 6. Jedes Radikal ist als Durchschnitt (d. h. Produkt) von endlich vielen 

verschiedenen Primidealen darstellbar und umgekehrt. 

Hilfssatz 7. Ist Cl das zu Radikal fJ=l:Jif1l:J2 f\ ··· f\l:Jn gehörige Ideal, so ist Cl nur 

durch lJ 1, l:J2 , • · ·, l:Jn teilbar und umgekehrt. 

Wir haben bereits folgende zwei Sätze im allgemeinen unendlichen algebraischen 

Zahlkörper bewiesen: 

(i) Ein beliebiges Ideal ll(=\= (O),D) ist dann und nur dann idempotent, wenn 

jede isolierte Primärkomponente von Cl idempotent ist. 26J 

(ii) Ist ein zu lJ gehöriges Primärideal q idempotent, so ist q gleich l:J. 27l 

Aus (i) und (ii) ergibt sich; Ein Ideal ll ( =\= (0), D) ist dann und nur dann 

idempotent, wenn seine sämtlichen Primärkomponenten gleich idempotente Primideale 

sind. Ist daher ein Ideal Cl ( =\= (0), D) idempotent, so muss Cl ein Radikal in D 

sein. Das gewonnene Ergebnis möge seiner Wichtigkeit halber als Satz formuliert 

werden: 

Satz 9. Ist Cl ( =\= (0), D) ein idempotentes Ideal, so ist Cl das Radikal in D. 28) 

Satz 10 (Krullscher Satz). Ist ll ein beliebiges nicht idempotentes Ideal, so ist 

Nun ziehen wir zunächst den Fall m Betracht, dass ll ein zu lJ gehöriges nicht­

idempotentes Primärideal q gleich ist. In diesem Fall ist der folgende Satz grund­

legend : Sind q' und q" zwei zu demselben lJ gehörige Primärideale und sind a EI: q' • 
= 

b EI: q", so ist ab EI: q'q".29l Jetzt setzen wir (\qn= b, so ist b ein Primideal. Denn 
n=l 

seien a, ß zwei Elemente ausserhalb von b, so ergibt sich die Existenz der natür-

lichen Zahlen n, m, derart, dass a EI: qn und ß EI: q"' sind. Daraus folgt nach dem 

eben besprochenen Satz aß EI: qn+m, folglich aß EI: b. Aus a EI: b, ß EI: b, muss damit 

aß EI: b folgen, also ist b ein Primideal. Da aber in unendlichen algebraischen 

26) ,,Nakano (1)" s. 20, Satz 10. 
27) ,,Nakano (1) ", s. 16, Satz 6. 
28) Es ist klar, dass die Umkehrung von Satz 9 nicht immer gilt. 
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Zahlkörpern jedes von (0) verschiedene Primideal teilerlos ist, so erhalten wir 
= 

b=(O). Also gilt nqn=(O), wt:inn q ni<,ht i.dempotent .ist.30> 
n=l 

Zweitens ist a = q1q2 • · • q, eine Darstellung durch seine isolierten Primärkom-

ponenten, so ist nach Satz 9 mindestens eines der Qi, Q2, ···, q, etwa Qr, keinesweg 
= 

idempot~nt. Nach dem soeben gewonnenen Ergebnisse wird damit n q~ = (O). ln-
n=l 

folgedessen erhalten wir 

= = 
nan = n q'i (q2 · · · q,t c: n q'{ = (O), 

n=l n=l n=l 

= 
Damit ist nan= (O) bewiesen. 

n=l 

Satz 11. Ist a(=¾=(O)) an gegebene.., Ideal aus-D und ist a=ba, so ist V idempotent. 

Aus a=va ergibt sich a = u(lia) = 02a, folglich ac:02 • In gleicher Weise erhalten 

wir 

a = b a = 02 a = · · · = vn a = J:J"+ 1 a = · · · 

d. h. 

also etsbnb2 n---nbnn···. Wäre b=¾=u\ so würde nach Satz 10 nbn=(O). Daraus 
n=l 

folgte Cl= (O), was ein Widerspruch wäre. Also muss J:j = U2 sein. 

Umgekehrt, i'lt f) das zu a gehörige Radikal und ist fJ=lj2, dann erhebt sich 

die Frage, ob wir a=Ij.1 erhalten oder nicht? Betreffs dieser Frage können wir 

ohne Mühe zeigen, dass au3 fJ=fJ2 nicht immer a=Ija folgt. Denn, wenn eine 

Primärkomponente q von a von zweiter Art ist, dann sind q =¾= qlJ und lJ = j:} 2 • In­

folgedessen erhalten wir a =¾= Ija, trotzdem ist f) = f)2• Ferner die Frage, wodurch 

a r) = a ausgezeichnet ist, wird durch folgenden Satz beantwortet: 

Satz 12. Ist a ein gegebenes zu Radikal Ij gehöriges Ideal, so ist dann und· nur 

.dann a = Ija, wenn jede Primärkornponente von Cl entweder von dritter oder vierter Art ist. 

Ist Q; eine Primärkomponente von a=q1q2 --·q„ so folgt aus a=f)a nach der 

Eindeutigkeit der isolierten Komponentenideale Q; = lJ; Q; für alle i, folglich ist Q; von 

dritter oder vierter Art und umgekehrt. 

Hilfssatz 8. Sind q und q' z-.vei zu demselben lJ geJiörige Primärideale und ist 

q) q' und weiter ist q nicht idempotent, so können wir n so gross wählen, dass qn C q' ist. 
= 

Da q nicht idempotent ist, so wird nach Satz 10 n qn = (O). 
,"l.=l 

für alle n, so würde n q" ~ q' sein. Damit sollte q' = (O) sein. Daraus folgte aber 
n=.1. 

29) ,,l\akano (2) ", s. 331, Hilfssatz 6. 
30) Vgl. ,,Nakano (l)", s. 15, Satz 15. 
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der Widerspruch, dass jedes Element aus ,l:J nilpotent wäre, weil q1 ein zu ,):J gehöriges 

Primärideal ist. Also muss qn ~ q1 für hinreichend grosses n sein. Da aber q"' 

und q' zu demselben ,l:J · gehörige Primürideale sind, so entsteht entweder qn) q' oder 

qn= q1 oder qn C q'.31) Danach erhllten wir qn C q1 für hinreichend grosses n. 

Auf Grund des Hilfssatzes 8 gilt nun der folgende dem Satz l;l iihnliche Satz: 

Satz 13. Sind a und b gegebene [deale aus () und ist a Cb und ferner a:'6=a, 

so ist b idempotent. 

Aus a:b=a folgt a=(a:ll):b=a:'62• In gleicher Weise ist a=a:b=ct:b2 =ct:f>3 

= · .. = a: b" = ·... Für den Fall lJ = () ist der Satz klar, also nehmen wir f> =\= D 

an. Dann ist b durch mindestens ein Ptimideal teilbar. Nun sind ,l:11, ,l:12, ... , ,l:Jr 

sämtliche PrimidealteileT von b und q;a> bzw. q)b> ist die zu ,1:J; (i= 1, 2, .. ·, r) ge­

hörige Prim<irkomponente von a bzw. f>, so erhalten wir 

wobei Qja\j=r+ 1, r+2, ... , s) eine zu ,l:Jj (ausser ,1:1 1 , ,1:1 2 , ... , ,l:Jr) gehörige Primiirkom­

ponente von a ist. Wegen aca:l,JiCa:b for alle i(i=l,2 . .. ,,,.) erhalten wir 

Dann gilt nach der Eindeutigkeit :i:iJ der isolierten Komponentenideale 

q[a>:,l:Ji = q!"J für alle i (i=l,2, ···,r), 

also .IJi=,l:J; für alle i (i=l, 2, ... , ,-)_2'l) (13) 

· Jetzt nehmen Wll' an, dass q?> =\= .IJ; für mindestens ern i (1 .S: i .S:r) ist. Dann 

können wir nach Hilfssatz 8 n so gross wählen dass 

(14) 

ist. Nun bezeichnen wir a=q\a>nr; und b=q\b>nv;, wobei O;=Qi">n---nq;''.\nql~!1 

f\"·nq~a>n .. ,nq~a) und V;=q!b)n, .. nqf'\nq'.~1n"·nq~b) sind. Dann gilt 

Da aber aus (14) q[ 0 >: (qjbl)"'=D folgt, so erhalten wir 

Q = {0; : (q!bl)"} : lJ;' = 0;: (qfbllJ;)n = Q;: On? Q;, 

31) ,,Nakano (4)" s. 258, Hilfssatz 1. 
32) Diese „Eindeutigkeit" ist im Sinne von Satz 1. 

33) Ist q;aJ:j.)i=q[a\ so ist Q\al von zweiter oder vierter Art. Danach muss ~-;=Jl7 sein. Vgl. 
,,Nakano (2) ", s. 328, Satz 6. 
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d. h. a::)ai. Das ist unmöglich. Deshalb muss qjbJ =Pi für alle i (i= 1, 2,-··, r) sein, 

folglich b=lJ1lJ2···lJ, sein. Ferner aus (13) folgt b=li2. 

Danach erhebt sich wieder die Frage, ob wir a = a: lj erhalten oder nicht, wenn 

lj das zu einem Ideal a gehörige Radikal und fJ = lj2 ist ? Betreffs dieser Frage 

können wir auch ohne weiteres zeigen, dass aus lj=fJ2 nicht immer a=a: ~ folgt. 

Wir erhalten darüber folgenden 

Satz 14. Ist a ein gegebenes zu Railikal, [) gehöriges Ideal,, so ist dann und nur · 

dann a = a: lj, wenn jede Primärkomponente von a von zweiter oder vierter Art ist. 

Sind 1J=lJdJ2 ···lJ, und a=q1q2···q„ so erhalten wir a:lj::)a:lJi::)a für alle 

i(i=l,2,···,r). Aus a:li=a folgt a:lJi=a. Danach ist a:l:);=(q1r\q2r\ .. ·r\q,):lJi 

=q1r\ .. ·r\(q;:.\)Jnq;+1r\··•r\q,=a. Also gilt nach der Eindeutigkeit der isolierten 

Komponentenideale qi:lJi=q; für alle i (i=l, 2, ···,n). Hiermit muss jede Pimär­

komponente von a von zweiter oder vierter Art sein. 

Umgekehrt aus q;:.\);=q; folgt 

=.q1nq2n···nqin·:•nq, = a. 

Also ist a:lj=ct:.\.11lJ2"'.\J,=(a:lJ1):.\.12.\J3•··.\J,=a:.\)2.\.la"·.\.l„ in gleicher Weise ist a:.\)2.\.1 3 

···.\),=a:.\)3 --·.\.l, usw. Danach erhalten wir a:f)=a. 

Fassen wir unsere Sätze 13 und 14 zusam:men, so erhalten wir folgenden 

Zusatz. Ist a ein gegebenes zu Radikal lj gehöriges lded, so ist dann und nur clann 

,alj = a = a: f), wenn jede Primärkomponente von a von vierter Art ist. 

§ 4. Der Zariskische Satz 

In seiner Arbeit hat Herr 0. Zariski den folgenden interessanten Satz bewiesen: 

Sincl a und b irgend zwei !deale aus einem Noetherschen Ring mit Einheitselement und 

sind q,+ 1,q,+2, ···,q, alle P,imärkomponenten von lJ, für die (qj,a)=(l) (j=s+l,s+2, 

· · ·, r) gelten, so ist 

= 
n (a", o) =q1nq2n--• nq,. 

n=l 

In diesem Paragraphen wollen wir beweisen, dass m unserer Stiemkeschen 

Hauptordnung D der Zariskische Satz nicht mehr gilt,_ aber dafür ein ein wenig ver­

änderter Satz gilt. Im folgenden bezeichen wir die zu demselbem tii gehörige 

Primärkomponente von a bzw. u mit qfaJ bzw. q\b>. 

Satz 15. Sind a und b irgend zwei !deale in D und sind lJ 1, lJ2, · · ·, lJ, sämtliche 
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Primidealteiler von l:i und sind q/~1, q~b]2, · ·· q~b> alle Primärkomponenten von l:i, für die 

(qf'>,a)=D (j=s+l,s+2, ···,r; 1 <s<r) gelten und ferner, ist 31 ) irgendeines von 

.\ . .1;=\=tJ; und qjal=\=t:J,(=t:J;) und q\a>=qlb1=t:J,(=t:Jf) für alle i (i=l,2, ···s), dann gilt 

n (an, f>) = Qib) nq~b) n ... n q~b) • 
n~l 

= 
so wird l:i=li1nli2=b1li2. Dann gilt zunächst n(aI, l.i1)=li1. 

n=I .. 
Denn, es ist klar dass n (a'{, 01) ::::201 ist. Daher wollen wir beweisen: 

n=l .. 
n(a1, 01)Cl\. Setzen wir Ur=q~b>q~bJ ... qlb> ... q~hJ=q}b>c,, so können wir nach Voraus-
n=l 

setzung Hilfssatz 8 n (2: 2) so gross wählen, dass 

(qla)r-l C q\b>, folglich (qla)t C q[b'qla) (15) 

ist, weil irgendeines von t:J; =\= i); und q\a> =\= i);( =t:J;) und qlaJ =q(bl = i),( =t:J7) gilt. 

Daraus folgt 

(ai, 01) C ((q;a>t, 01) C (q)bJ q;">, q?l cJ = qjb) (qla)' C;). 

Wegen (q)"1, c;)=D, erhalten wir 

(a1, 01) c q}b' für alle i (i = 1, 2, · · ·, s). (16) 

.. 
Damit ist immer (a7, 01)cl.J 1 für hinreichend grosses n. Daraus folgt n(a7, J.i 1)cr,1 • 

Danach erhalten wir 

.. = .. 
01 = n (a'i', l.i1) ::::2 n (ai, o) =i n (an, b). 

n=l n=l n=l 

Da aber (a", li 2) =D ist, ergibt sich 

Also gilt n(an, b) =i l:ir. 
n=l 

Aus (17) und (19) erhalten wir 

n(an,b) =Dr= q~b>nq~'n··•nq\bl_ 
n=l 

n=I 

(17) 

(18) 

(19) 

Satz 16 (Zariskischer Satz). Sind a und_ b irgend .zwei, Ideale in D und sind 

qf;\, q~~ 2 , • ··, q;b> alle Primärkomponenten von b, für die (Qjb>, a) =D (j=s + l,s + 2, · ··, r) 

34) Dafür dass wir die Zariskische Schliessung in unserer Hauptordnung D folgern, ist diese 
Voraussetzung notwendig. 
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gelten, und ist ferner q\aJ=,IJ;(=,IJI) (i=t+l,t+2,-··,s), dann erhalten wir 

n(an, ll) = q\blnqt1n···nq)b)n,IJ,+1/\···/\,IJ,. 
n=l 

Zum Beweise setzen wir q\b1nq~b1n···nq)M=v 1 , q\~1n···nq;bJ=).;~, 

q;1'.,\n ··· nq~b)=V3. d. h. o=01/\U2/\03=010203 und weiter q\"l nq~a) f\ ··· nql")=Oi, 

,IJ,+1r\,IJ,+ 2 /\···/\,IJ,=fJ, d.h. a=a1nfJna3=01fj03, wobei 03 der Faktor von a und 

durch Prirnideale ausser ,IJ1, 1J2 , • • ·, ,,IJ,, · · ·, lJ., · · · lJ, teilbar ist. 

Dann können wir zuerst 

n(affJ, 6102) = hfJ 
n=l 

= = 
beweisen. Denn nach Satz 15 erhalten wir n (anJ, ll1fJ) = b1IJ. Da aber n (a;'f),u 102) 

n=J n=l 

= 
c n (a;'f), li1 ()) ist, erhalten wir 

n=l 

= 
n(nifJ, 0102) c 01fJ- (20) 

n-1 

Andererseits erhalten wir in gleicher Weise 35> wie 1m Beweise in Satz 15 

= 
(aifJ, t1l::2) =i 01fJ für all'l n, d. h. n (afü l.i102) ~ fi1fJ. (21) 

n=I 

= 
Aus (20) und (21) folgt n(aifJ, f1ll2)=B1fJ. 

n=I 

Danach erhalten wir, wegen fJ = fJ2 = · · · = f)n, 

= = = 
n(an, li)Cn(aifJ, l.i)Cn(aif), b1!J2) = 01D-
n=l n=l n=I 

(22) 

Andererseits erhalten wir ohne weiteres 35J 

(aia~, ü) =i 01 für alle n, 

also ist (ajfja'.j, t1)=i(a1f)a 3, f.fj)~o 1f), d. h. (an, b)=:Jli 1fj für allen. Daher erhalten wir 

= 
n (an, li) =i li1 fj. (23) 
n=l 

Aus (22) und (23) ergibt sich 

35) Da (at62)=D ist, so wir:! (01,01c2)~(~16i,01b)=lir(atli2)=fi1. Daraus folgt (a1fj, foli2);;;? 

(aifj, oif,2fj) ~ fofj, weil fj idempotent ist. 

36) Wegen (aiu:i, r2li3)=D, erhalten wir (aiut li) ~ (uia:ibi, b) = b(ctia:i, c2Bs)=fo. 
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= 
n(a\ o) = 01fj = qib> nqt> n ··· nq\b> nlJ,+1n ... nl),. 

n=l 

Aus den oben gewonnenen Ergebnissen können wir schliessen : In der Stiemke­

schen Hauptordnung D gilt nicht immer der Zariskische Satz, aber dafür gilt ein 

wenig veränderter Satz mit Rücksicht auf die Tatsache, dass ein Primideal idempotent 

sein kann. 

Zum Schluss wollen wir in diesem Paragraph einen Satz beweisen, welcher die 

von Prof. S. Mori aufgestellte Erweiterung des Zariskischen Satzes ist. 

Satz 17. Sind b = qf'l nq~> n ... nq;b> nq;~1n ... nq~bi, 01 = q\b' nq&b> n •·· nq;b> 

und o2 = q;~ 1 n · · · n q~b> und ist n aa der Durchschnitt von sämtlichen Idealen cta, so dass 
<T 

CTa-~lJ;(i=l,2, .. ,,s) ist, aber cta*\Jj (j=s+l,s+2, ... ,r) ist, dann gilt 

n(a"' o) = q~b) nqt> n ... nq;b>. 

" 
Setzen wir zuerst a"=a~nai =a~ai, wobei a~=q~"> nqk"l n ·· · nqtl und (a;, o) = D 

sind, so ist 

n (a",o) c n (a~, 61). 
<T " 

Dabei ist n (a~, 61) = b1 • Denn, es ist klar, dass n (a~, b1) ~6 1 ist. Andererseits 

sei 6 das zu a~ gehörige Radikal, so ist fi! für alle n ein zu 6 gehöriges Ideal, so 

wird 

= 
n(a~, 01) c n(fit, 01) = h 
rr n=l 

Daher muss n (a~, 01) = 01 sein. Daraus folgt 
er 

n(a",b)Cn(a~,01) = h 
" er 

Zweitens erhalten wir, wegen (a", D2) = D, (au-'61, li) = (ctu-Oi. 01'62) = 01, 

gilt, wegen (a<T, o):::=::i(a<Tol, li), (a<T, o)=i(Jl für alle er. Danach wird 

n(a", b) ;;:;;i h 
<T 

Aus (24) und (25) erhalten wir n(a,,.,b)=o1=q~b>nq~b>n .. ,nq;b>. 
<T 

(24) 

Dann 

(25) 

Meinem hochverehrten Lehrer Prof. S. Mori spreche ich für seine vielfachen 

Anregungen zu diesn Arbeit meinem besten Dank aus. 
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