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Im folgenden bedeutet & einen algebraischen Zahlkérper, welcher als der
Vereinigungskorper von abzihlbar unendlich vielen algebraischen Zahlkérpern
R, K, -+, &, --- definiert wird, wobei jeder &, von endlichem Grade iiber dem
Rationalkorper & ist und &, in &,.1 enthalten ist. Wir bezeichnen diesen Kérper
! mit @:{@,}. Ist ©, O, resp: die Hauptordnung aus R, &K, so ist offenbar
o ={Y,}.

Dann ist die folgende Frage idealtheoretisch sehr interessant: Welche Beding-
ungen sind dafiir notwendig und hinreichend, dass fiir zwei gegebene Ideale a
and b in O ein drittes Ideal ¢ existiert, so dass es der Gleichung a = bc geniigt ?
Die Untersuchung dieser Probleme ist das Ziel dieser Note. In seiner Arbeit ”
hat Herr W. Krull die bewertungstheoretische Behandlung der Idealtheorie in O
entwickelt und die Untersuchung dieser Probleme in der Methode von der Topolo-
gisierung des Bewertungsringraumes gemacht. Seine Untersuchung ® beshiftigt
sich mit dem Fall, dass a und b die genannten “iiberall endlichen Ideale” ® sind.

Im folgenden ersten Paragraphen schicken wir als Vorbereitung einige Hilfssdtze
voraus, deren manche ich schon bewiesen habe. Im zweiten Paragraphen wollen
wir die Untersuchung dieser Probleme fiir “iiberall endliche Ideale” in der ideal-
theoretischen Methode machen. Im dritten Paragraphen wird meine Untersuchung
noch verallgemeinert. Zu diesen Zwecken schicken wir folgende Annahme iiber
die zugrunde gelegten Ideale voraus: Es sei § die zu einem beliebigen Primideal Y gehorige
isolierte Primérkomponente (kurz mit I.P.K.) von einem Ideal a und sei N ein hinreichend grosser
Index, so muss qN\O, die zu PN, gehorige LP.K. von aNnD, fiir dle v (v=N)

sein und N. fiir alle Y beschriinkt sein. Wenn & ein Stiemkescher Korper Y ist, dann

1) “Krull [2]”. Uber den im folgenden benutzten Arbeiten sieche Literaturverzeichnis am
Ende dieser Note.

2) “Krull [2]”. Satz 25, s. 552.

3) Siehe dieser Note s. 443.

4) Es sei & ein unendlicher algebraischer Zahlkorper, in dem jedes Ideal nur endlich viele
Primidealteiler besitzt. Wir nennen einen solchen Korper ® “Stiemkeschen Korper”.
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ist diese Annahme unnétig; das ist bewiesen *.

§1. Vorbereitende Unteréuchungén

Friiher habe ich Untersuchungen iiber die Eigenschaften von Primairidealen

in © gemacht und die folgenden Hilfssitze 1, 2 und 3 bewiesen.
- Hilfssatz 1. ( Grundsatz von Przmarzdealen)“

Es set Y bzw. q ein Primideal bzw. ein zu P gelzonges Primérideal in O und setzen wir
pND, =y, aN\DO, =9, v=N. Ist P, genau durch P (0,41 =D N Oyu), teilbar
und ist P, im allgemeinen genau durch plveibvezing 0, =p N0y, fiir alle \(\>v=N)
leilbar, so erhalien wir k '

Q) (ey—= Dhysrbyazhr < e, < e htysrhysa---h, fiir alle » (A\>v=N).

Gi) (= Dhysrhysa-hn=ex— 1 fiir alle » (\>»=N) 2 q:pq.

(e = Dhyarhyaz-r <ex — 1 fiir mindestens ein N (A >v=N)2q:p=q.

(iii)  eyhyarhysz--ha=-ex fiir alle X AW >v=N) 2 qp+q.

eyhys1Pyaz - ha > ex fiir mindestens ein N(A>v=>N) 2 qp=q.

Hilfssatz 2. (Satz iiber das Produkt der Primirideale)”

Sind q@ und q® cwei zu demselben P gehirige Primérideale und setzen wir q‘” ND,
=p, N0, = pl* und q@q® N D, = o2, 50 ist

(i) E,=e +f, oder E,=e,+f,— 1 fiir alle v (v==N).

Gi) It g von zweiter Art®, aber a® won zweiter, dritter oder vierter Art, so gilt
E,=e, +f, fiir alle v (v=N).

Hilfssatz 3. (Satz. iiber den Primdridealquotienten )
Sind 0 und q® zwei zu demselben Y gehirige Primiirideale und ist 0@ Cq®, q@ N

0,=97, 09N 0, = p’:’, p, O, = p’{”” h””’”‘c}\, (0, €)=, A > v =N und definieren

wir q und § folgendermassen :
q = { T pf’v—fy, ps?:il_fw.ls T pi)\_f'\ }7
a - { “tt sv*fy"'fl, psy:il_fv.*l_'_l, Tty ‘pi)‘_f'\i*‘l, "'}9

so ist dann und nur dann

5) “Nakano [8]”, Hilfssatz 1, s. 274.

6) “Nakano [5]”, (i) s. 323, Hilfssatz 1, (ii) s. 323, Satz 1 und s. 324, Satz 2, (iii) s. 324, Satz 3
und s. 325, Satz 4.

7) “Nakano [6]”, s. 131, (i) Hilfssatz 6, (ii) Satz 1.

8) Uber die Einteilung von Primiridealen siche §2 in dieser Note.

9) “Nakano [7]", §2, s. 261, Satz 4 und s. 262 Satz 5.
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4@ :q® =3, anD, =" furale v(»=N),

wenn (ey — f,) hverhyz - ha=ex — f fiir alle A (\>v=N) ist.
Dagegen ist dann und nur dann

49:q®=§, §nD,=p>"H" jurale v(v=N),

wenn (ey — [, ) hysrhysz - by < ex — fy fir mindestes ein X (\>v=N) ist.

Jetzt werden wir diesen Hilfssitzen drei andere Hilfssitze hinzufiigen, welche
in dieser Note grundlegend sind.

Hilfssatz 4. (i) Ist a C b und setzen wir ar\D =a, 6N, =5, und zst

B CIy+1 Bv+1__ Ca)\ B,\g"', A > XJQN,

so ist die Vereinigungsmenge { -, a,:b,, amzﬁm, oy axiby, o} gleich a:b und
Jerner ist (a:0)NO,=a,:b, fir ale v (v=N).
(ii) Setzen wir anO,=aqa,, bND,=5,, cNO,=c, und ist

cCSab i SambiiGunE - SabiiasE e, A > v =N,

so ist die Vereinigungsmenge { -+, 0,0y:C, QuurDyuriChury =y @abaiCr, -} durch

ab:c telbar.

(i) Habe ich vor kurzem bewiesen. '

(ii) Essei « ein Element von ’{ayf)y 1y}, soist @ € a,by:c, fiir hinreichend
grosses M (A=v=N). Daraus folgt acxSa,br. Da aber a\by:0, & - Sa.b,:
€.S -, w> N\ ist, erhalten wir Aty E a1 brsr, -+, @, Sa,b,, -, folglich ist
acSab. Damit muss {a,b,:¢,}Sab:c sein.

Hilfssatz 5. Ist q eine zu P gehorige LP.K. von a und ist qN\ O, = Py bzw. g D,
=P ene zu P, bzw. Y, gehorige LP.K. von aNnD,=a, bzw. aN O, =ax, so ist dann
und nur dann

‘psv$a)\:pf\'\a 7\'> VgN,
wenn PND, =P N, und PNOLFY NO, fiir einen von P verschiedenen Primidealieiler
Y von QO sind.
Setzen wir @, =Py’ P53% - pomy und a, = PP Pt so Tst
VPR oy S PR p U (1)

Dann ist klar, dass jede Primdrkomponente von q, in (l) ein Teiler von einer

10) “Nakano [97", s. 247, Hilfssatz 1.
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geeigneten Primiérkomponente von a, ist. Dagegen aus a, :pEayp folgt

(1 (-4 (] € .

v‘éz Dv:.";"g p,\)éz p)\);n”;\'\ (2)
Also muss mindestens eine von P53* verschiedene Primirkomponente von @,, etwa

P (2<<i<m.), ein Teiler von p? sein.

Dann ist

Paun Dv:p;\ N Dv:pw p)\i:\:‘p)\ .

Setzen wir p,;=pi =9 NYO,, so ist unsere Behauptung richtig.

Umgekehrt sei q bzw. ¢/ die zu p bzw. § (p=y) gehérige L.P.K. von a
und es sei PO, =pNO, =0, P, =PpNOFVNO=pi, A>v=N, so ist

4

NS, =pCqny=p2 und ist 0 S@ N D, g Ny =pi*, weil P eine
zu P, gehorige I.P.K. von a, ist. Dann erhalten wir
PSP AP, (By, PO =01 dh. PP SHOPA .

Also muss a\,:pf“gpf;‘, folglich a,:py*Ea,: P sein.

Hilfssatz 6. (i) FEs sei a Cb und es sei P ein Primidealteiler ven b und q'° bzw.
q® bezeichne die zu P gehorige IP.K. von a bzw. b, dann ist q'® & q® 'V,

(ii) Es seien a, B beliehige Ideale in O und Y sei ein gemeinsamer Primidealteiler von
a und b und bezeichnen wir die zu p gehirige LP.K. von ab, a, b, resp. mit q?, q'@,
a®, so gilt g =q@q® 12,

(iii) Ist P ein Primidealteiler von «, aber kein Teiler von B und bezeichnen wir die zu

Y gehirigen LP.K. von ab bzw. a mit q“? bzw. q@, so ist qP =q®@,

§ 2. Die Multiplikativeigenschaft der speziellen Ideale

Im allgemeinen unendlichen algebraischen Zahlkorper konnen wir die zu
einem Primideal p gehérigen Primirideale q in folgende vier Arten einteilen :'¥

(i) Die erste Art heisst ., wenn qP=q und G=Fq:p ist.

(ii) Die zweite Art heisst q, wenn gp=q und g=q:p ist.

(iii) Die dritte Art heisst g, wenn qp=4¢q und q3q:p ist

(iv) Die vier‘te Art heisst q, wenn gp=¢q und g=gq:p ist.

Ein Ideal, dessen jede isolierte Primirkomponente (kurz mit L P.K.) von

11) “Nakano [977, s. 242, Satz 3.

12) “Nakano [9]7, s. 242, Satz 4. (i) (ii).

13) “Nakano [57” s. 327. Der erste Fall (i) ergibt sich dann und nur dann, wenn p=¢p? ist,
und dabei q eine Potenz von p ist. Die anderen Fille (ii) (iii) und (iv) kénnen sich ergeben,
wenn p=p? ist, und dabei q keine Potenz von p ist.
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erster oder zweiter Art ist, heisst nach Herrn W.Krull' “iberall endlick”. In
den folgenden Paragraphen wollen wir mit Hilfe von einer Annahme eine no-
twendige und hinreichende Bedingung'® dafiir aufgestellten dass fiir zwei gegebene
“iiberall endliche” Ideale a und b ein Ideal ¢ existiert, so dass a =Dbc gilt. Zu
diesem Zwecke schicken wir folgenden Satz voraus.

Satz 1. Es sei a ein “iiberall endliches” Ideal in O und 9 sei ein Primidealteiler von

0. Wenn wir fiir hinreichend grosses N

a/\Dv:USviﬁu (‘pwa(«):gw Pf\@v=%, VZN,

. .. e ey+1 e . . .
seizen und die Vereinigungsmenge { --+, 15, Poxi’s =o-5 PXA o+ b mit O bezeichnen, so ist G

die zu P gehorige LP.K. von & und qN\D, =1y fiir alle v (v=N).

Ich habe schon bewiesen dass, wenn a ein beliebiges Ideal in © ist, die

Vereinigungsmenge { -+, py%, pixit, -+, %, --- }=q die zu p gehorige L.P.K. von
a ist. 1© Also wollen wir im folgenden beweisen, dass anO,=p fir alle

v(v=N) ist.

Setzen wir any:pyEv, so wird pf’”;p‘j”, d.h.
CE,<Ze, fiir alle v (v==N). 1)

Wenn E,=e, fir alle v(v==N) ist, dann ist der Satz richtig. Jetzt nehmen wir

an, dass E, <e, ist. Es sei a ein genau durch pf“ teilbares Element, so ist
aca, a=p"b, (b, b,)=9,

und folglich nach Struktur von q kénnen wir M so gross wihlen, dass
a€pR fir alle A A=M>v)

ist. Es sei aDA:pf"”h””h”zmh)‘f);\, (p,, B.)=0,, so ist pfvll"J'l]L"J'z'.'Iw‘gpi".
Daraus folgt

Evhv+1]lv+2"']l)\ge)\- (2)

Da aber a nach Voraussetzung iiberall endlich ist, so muss g von erster oder

zweiter Art sein. Dann folgt aus qP=q nach Hilfssatz 1 (iii)
E hysrhyso by =E\x fiir alle v (A> v =N), (3)

wobei pf’\zqﬂD)\ ist.  Aus (2) und (3) ergibt sich

14) “Krull [2]”. Uber die ldealtheoretische Bedeutung von der Krullschen bewertungs-
theoretischen Einteilung von Primiridealen siehe “Nakano [57” s. 325-327.

15) Vgl. “Krull [27”, s. 552, Satz 25.

16) “Nakano [97”, s. 240, Satz I.
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Ekge; fir alle A (A=M> v). (4)

Aus (1) und (4) folgt ohne weiteres E,=¢, fiir alle A (A\==M). Dabei wird
M= N, A\=v angenommen, was natiirlich keine Beschrinkung der Allgemeinheit
bedeutet. Damit ist die Richtigkeit unseres Satzes dargetan.

In diesem Satz kann N fiir alle Primideale P nicht immer beschrinkt sein.
Im folgenden wollen wir also eine Annahme machen: In Satz 1 muss N Jiir alle
Primidealteiler von a beschriinkt sein.

Satz 2. Sind a und b iiberall endliche Ideale und geniigt ¢ der Gleichung a ="bc, so
muss C auch ein iiberall endliches Ideal sein*™.

Es sei p ein Primidealteiler von a und es sei g, q®, q resp. die zu p
gehorige I.P.K. von a, b, ¢, so ist nach Hilfssatz 6 q® =g®q", wobei ¢ und
qa® erster oder zweiter Art sind. Wenn q® und q® von erster Art sind. dann
ist p==p? und muss 0 von erster Art sein. Wenn diese von zweiter Art sind,
dann kann g keinesweg von dritter oder vierter Art sein, sondern ¢ muss
von zweiter Art sein, weil nach den Multiplikationsregeln 18 2t Art x 2ie Art =
2te Art, 2i¢ Art X 3te Art = 3te Art und 2ite Art X 4te Art = 41e Art sind. Danach muss
¢ ein iiberall endliches Ideal sein.

Hilfssatz 7. Sind a und b iiberall endliche Ideale und geniigt ¢ der Gleichung a =bc
und bezeichnen wir an®©,=ua,, bNY,=b,, dam gilt:

(i)  Es gibt kein Primideal v, so dass

a:5,EpND,(=p,), a:bhCPNO(=n), A>v=N

1st.

(i) Es gibt keinesweg solche Primideale Y und Y, dass
0, Ch CpnO=pNnOi=p,; o pnD:, & pnDy;
a Chh YNy, A>v=N
ist.

(i) Denn nehmen wir an, dass ein solches Primideal p existiert. Dann folgt

aus a=Dbec
n=anD,=(bc)NO,20b,¢,, folglich ist a,:H,2¢,.

In gleicher Weise erhalten wir a,: by 2¢,. Nach unserer Voraussetzung ist p, D

ay : by, folglich p, O ¢x. Daraus folgt

17) “Krull [2]”, s. 541, Satz 13.
18) “Nakano [6]”, s. 133, Satz 5; s. 134, Satz 6; s. 135, Satz 8.
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PN, =p,DanD,=¢, dh pDc,. (5)

Aus a=Dbc ergibt sich a&c¢, a,Sc¢,. Danach erhalten wir p,Da,. Ist a,
genau durch po¥ teilbar, so muss, wegen P, Da,:b,, b, genau durch Pov teilbar
sein.  Ist @, q®, ), resp. die zu P gehorige I.P.K. von a, b, ¢, so erhalten
wir nach a=Dbc¢ und Hilfssatz 6 q®“ =q®q®. Dann ist nach Satz 1 qd“ND,
=p?. Setzen wir q“)nQv:pf”, a9 N O, zp,E'”, so ist nach Satz 1 b, genau

durch p,f" teilbar, also erhalten wir e, = f, ®

v

Nach Voraussetzung sind a“@, q
von erster oder zweiter Art, deshalb gilt nach Hilfssatz 2 (ii) e,=f,+ E,. Da
aber e, =f, ist, so ist E, =0, d.h. ¢, p,, im Widerspruch zu (5). Mit diesem
Widerspruch aber ist unsere Behauptung als richtig bewiesen.

(ii) Jetzt nehmen wir an, dass solche Primideale p und ) existieren. Ist
g, q®, g resp. die zu § gehorige I.P.K. von a, b, ¢ und setzten wir aq“n
2, :pi‘i, a®nD, :pﬂ, 7@ n D, :pf’,’, so erhalten wir, wegen a=Dc, q@
=q®q© und folglich nach Hilfssatz 2 (ii)

e,=f+E dh E=é —f firale » (v=N).

4
Andererseits ist ¢ nach Satz 2 ein tiberall endliches Ideal und p?“ nach Satz 1

die zu p, gehorige I.P.K. von ¢,. Also konnen wir festlegen, dass
7’ 7 7
o=y =0, (b, ¢)=D, (6)

ist. Aus 06, S(b)NOi=anDy=a, Cp* und b, p, folgt ¢y C A, wobei

pr die zu p,(=pNO,) gehorige I.P.K. von a, ist. Danach erhalten wir

Pl =, Co Cf, dohe PP ol
Also ist

(e = fi) hyarliyan - hn =€, . (7)

Ist p7* die zu p,(=pND,) gehorige LP.K. von a,, so wird e, =e),, weil p5’
auch nach Satz 1 die zu p,(=pNL, =P NY,) gehorige LP.K. von a, ist.

Ferner ist klar, dass f/,\él ist. Daraus folgt ohne weiteres
(Cv - l)hv+1hw+2"'}l,\g<e; *ﬂ)hv+1hv+2"'h2\23)\-

Das ist aber unméglich, denn nach Hilfssatz 1 (i) erhalten wir (ey — 1)Ayu1fyaz
-+h, <ex. Mit diesem Widerspruch ist die Richtigkeit unseres Hilfssatzes dargetan.
Satz 3. Sind 6 und b iiberall endliche Ideale und ist a C b, so gibt es dann und nur
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denn ein ¢ von der Art, dass a =0¢ ist, wenn
""" So:bhSEanibhasS o San b s

ist, wobei a,=ane,, b,=6NY,, v=N ist.'?

Es sei a ein beliebiges Element von a und ist « € ¥y, v=N, so wird a €
an®D,=a,=0b,(a,:b,). Die Vereinigungsmenge {a, : b,} ist nach Voraussetzung
und Hilfssatz 4 (i) gleich a:b. Damit gilt a,:5,Za:b, folglich

ae€by(a,:5,)E0(a:b),

also erhalten wir a&b(a:b). Da aber offenbar a=b(a:b) ist, so muss a=
6(a:b) sein, niamlich gibt es ¢, derart, dass a=Dbc¢ ist.

Umgekehrt nehmen wir an, dass a=Db¢ gilt, und setzen wir
a,:b, =1/ Di?i_fy"/lbf}fj, (y: by = 1 PSS, A > v =N, (8)
i j I3 J

so existiert zuerst nach Hilfssatz 7 (i) kein Primideal P, so dass
avzbvctpﬂgv(:py), aA:BACpﬂE)\( =p>\)7 A > VgN
ist. Ist g, 9, q© resp. nun die zu demselben p gehérige I.P.K. von a, b, ¢,
so ist nach a=D0b¢ und Hilfssatz 6 @ =q®q®. Setzen wir ¢ "D, =p", ¥ N
szpyf’ und g9 N L, :pf"’, so kénnen wir nach Satz 1 aussagen, dass
@ =07, (0, a))=29,, by =pb,, (p,, b)) =D, fir alle v (v=N)

ist. Da aber a und b die iiberall endlichen Ideale sind, so sind q“, q*® und
a“ von erster Art, wenn P=Fp? ist und sind diese von zweiter Art, wenn p=p?

ist. Also erhalten wir nach q“p3+q“, a®p+aq® und Hilfssatz 1 (iii)
eyhysihyeo - hy=ey fiir alle A (A > v = N),

fohysrlysz b= f, fir alle A (A > v =N),

so wird
—f. o o —
pSy f/gp‘:’f:ll f’”‘l; ...... o fkg ...... . (9)
Danach ist zweitens jedes pi’;ﬂk—f’\" in (8) ein Teiler von geeignetem pf}’i'_f”,

und umgekehrt, wenn P,;=pNY,, P=pNLT, und PO HDa ist

Drittens existieren nach Hilfssatz 7 (ii) keinesweg solchen Primideale p und

Y, so dass

19) “Krull [27”, s. 552, Satz 25.
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a, Ch CPpND,=pNn0,; o TNy, LLTPNAD,;
A Ch CYy N, \>v=N

ist. Wenn pDa, pPDDb ist, dann gibt es damit kein Primideal p von der Art,
dass p,( :p/\D;) DFE;, Da, und p,( =pNO,)Rbx, N> v =N, fiir hinreichend
grosses N. Danach ist in diesem Falle jedes 5}’ in (8) ein Teiler von geeignetem
p’7/, und umgekehrt, wobei p,;=pNO,, p,,=pN O, und pDa, pPh ist.
Fassen wir unsere Ergebnisse zusammen, so ist die Richtigkeit unseres Satzes

dargetan.

§ 3. Die Multiplikativeigenschaft der allgemeineren Ideale

In diesem Paragraphen wollen wir eine notwendige und hinreichende Be-
dingung dafiir suchen, dass fiir zwei ‘“allgemeinere” Ideale @ und b in © ein
drittes Ideal ¢ existiert, von der Arf, dass a=Dbc¢ ist. Zu diesem Zwecke wollen
wir im folgenden einige vorbereitende Untersuchungen anstellen.

Satz 4. Sind 9 und q® zwei zu demselben P gehi)‘ﬁge Primiirideale und ist @ =
a®q, so ist q=q® :q® 29,

Aus @ =q®q folgt q:q% 2q, dann ist
q(a) _gq(’” (q“” . q(b)) gq(b)q — q(a), d.h. q(a) = q(b)(q(a) . q(b)).

Aus qPq=q%(q“:q®) ergibt sich entweder g=q“:q%® oder q=(q“:q")p
oder q={(q:q®):p.

Erstens nehmen wir an, dass = (9@ :q®)p(%q®:q®) ist. Dann ist q:
q® ein Primirideal von zweiter Art und (g :q®)p von dritter Art. Danach
setzen wir d2 N0, =pY, @ N D, = p{" und (g :q@)YN D, = b{f", so wird, wegen
' g =aq®(q@:q®) und Hilfssatz 3 (ii)

e,=f,+E,, dh E =e —f, fir allev (v=N).
Daraus folgt q”:9® =% und ist § von zweiter Art, also erhalten wir
(es = f ) hysrhyuz - -ha=ex—f, fiir alle v (v=N). (10)

Andererseits ist q=(q“:q®)p=§. Also wird q“ =q®3, wobei § von dritter
Art ist. Wire G von zweiter Art, so wirde q® von dritter oder vierter Art

sein. Denn wire q® von zweiter Art, so wiirde 2te Art = 2te Art X 3te Art sein,

20) Vgl. “Nakano [7]”, s. 264, Satz 7.
21) “Nakano [777 s. 259, Satz 2 und s. 260, Satz 3.
22) Im folgenden definieren wir g und § wie wir im Hilfssatz 3 in dieser Note sahen.
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entgegen den Multiplikationsregeln. **  Dann wiirde §® kein Faktor *¥ von g,
folglich q®=+q®q sein.® Auf Grund dieses Widespruchs muss g von dritter
oder vierter Art sein. Dann gilt q'p=q® und Hilfssatz 2 (iii)

eyl g1ty reee hy> e,y fiir mindestens ein A (A> v = N). (1D

Aus (10) und (11) folgt fLhysrfysz--- Ahx <f,. Das ist aber nach Hilfssatz 2 (i)

unmdéglich.  Somit steht fest, dass es- keinesweg sein kann dass g=(q“:q")p

(Fa“:q?) ist.
Zweitens nechmen wir an, dass g=(g“ :q®):p(F=q®:q®) ist. Dann ist

a9 :q® von dritter Art und (@ :q®):p von zweiter Art. Setzen wir auch
(g :q)N O, =~pf‘”, so wird

— ] Ty a1 — E,-
q=(q@:q®):p=1{ - , pfv L p{i“l Lo T A )

und ist ferner Qf\D\,zp@'l fiir alle v (v>N) 29,

Wir erhalten andererseits q® =q®q und q ist von zweiter Art. Setzen

wir 99 N0, =9 und q(b)f\gvzpvf", so ist nach Hilfssatz 3 (ii)
es=f,+(E, —~1) dh E,=e¢ —f +1 fir alle v (v=N).
Daraus folgt

b ey—fy,+1 ey+l— +1 ex—fr+1 =
4@ q® = { oo , Sl geva=fiaatl , p ATl }=3.

Also erhalten wir nach Hilfssatz 3

(C,, _"fy)]lv+1hv+2 """ ]l>\<8)\-—f>\, d.h.
(Ey — 1)hya1hyso e hy < Ex — 1 fiir mindestensein A (A > v >N).

Dann muss (@ :q®):p=q?:q9?, nidmlich q®:q® von zweiter oder vierter
Art sein, entgegen unserer Annahme. Daraus ersehen wir auch, dass keinesweg
a=(q“:q®):p sein kann. Nach dem obig gewonnenen Resultat muss =
a@:q® sein.

Wir haben neulich den folgenden Satz in der Hauptordnung © vom al-

23) “Nakano [6]7, s. 134, Satz 6.
24) Wenn aus a C b die Produktdarstellung a = b¢ mit ¢ aus £ folgt, nennen wir b einen “Faktor”

von Q.

25) Vgl. “Nakano [77”, s. 269, Satz 11. Sind q und q” zwei zu demselben p gehorige Primérideale
und ist g C g, so ist ' dann und nur dann kein Faktor von ¢, wenn q von zweiter Art und ¢’ von
dritter oder vierter Art ist.

26) “Nakano [7]”, s. 262. Zusatz von Satz 4.

T 8
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Igemeinen unendlichen algebraischer Zahlkérper & bewiesen: Es sei a ein Ideal

in © und p sei ein Primidealteiler von a und setzen wir
amDv:'psva;; ('pw aQ):Dv, pf\szp,,, VgN

fiir hinreichend grosses N und bezeichnen wir die Vereinigungsmenge { ------ , 9,
[ MATRPIRTS , PR, e } mit g, so ist q die zu p gehérige I.P.K. von a. Aber
ist nicht immer qN D, =9’ fir alle v (v==>N)2” und ist nicht immer N fiir alle
p beschrinkt. Deshalb wollen wir im folgenden eine Annahme iiber die zugrund

gelegte Ideal machen :
Es sei q die zu p gehorige I P.K. von einem Ideal a, so muss qN O, die zu yNY,
gehirige LP.K. von aN O, Jiir alle v (v==N) sein und muss N fiir alle Y beschrinkt sein.
Mit Hilfe dieser Annahme konnen wir folgende Hilfssitze beweisen.
Hilfssatz 8. Es sei a Cb Cp und q bzw. q® die zu p gehorige L. P.K. wn a
bzw. b und sei Y der Durchschniit von sdmtlichen Primideale Y, é’emrt, dass q@:q® =g§2®

ist und ferner sei

wobei ,=HNO,, a,=anD,, b,=0ND, ist. Ist q dann die zu P gehérige I. P.K.
von a:b, so ist

(i) aq=4a, wenn pDY ist,

Gi) q>q, wenn PO Y ist.

Falls p DY ist, und sei « ein beliebiges Element von g, so existiert ein Element

¢ von der Art, dass
atea:b, t&Y
ist, weil q die zu p gehorige L.P.K. von a:b ist. Sind «, ¢t € Dv, v>N, so wird
atbSa, folglich ath,Sa, >

d.h. at€a,:b,. (12)

Setzen wir q@ N D, =p?’, q"”r\szpva, so kénnen wir nach unserer Annahme

festlegen

27) -Im Stiemkeschen Korper gilt immer g £y =py fiir alle v (v==N) und N ist beschrinkt.
Siehe “Nakano [87”, s. 274, Hilfssatz 1. Wie wir im Satz 1, s. 443 in dieser Note sahen, gilt nur
dieser, wenn a ein iiberall endliches Ideal ist.

28) Uber q und §, siche Hilfssatz 3 in dieser Note.

29) Aus abSaund €Ly folgt ebvSav. Uber diesen Beweis sieche Fussnote 20) in
“Nakano [9]7, s. 247.
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o, =pal, (1, al)=D,; b,=p/*bl, (p,, b))=D9,. (13)
Dann folgt aus (12) at€a,:b, Cpf"—f”. Wegen ¢ &y, erhalten wir a € pf"_f”,
also wird « € C‘{={p$”_fv}. Danach ist zundchst q&4.

Ist aber B8 umgekehrt ein Element von {, so wird 8 € p?—f", v>N, wegen
an®, = f”_f". Daraus folgt Bp,’[";p?. Andererseits kénnen wir wie in (13)
setzen. Danach ist

Aol biayh, = plbialh,
d.h. Bb,a}h,Sa,h,b;<a,h,. (14)

Da aber nach Voraussetzung P PY ist, so wird p,Ph,, v=N fiir hinreichend

grosses V. Es gibt damit ein Element s von der Art, dass

seayh,, s€yp,.

Dann ist nach (14) Bsb,Sa.h,. Daraus folgt Bs€a,bh,:b,. Wegen b,a,:b,
Shuts b & Eh,a0:0, & -+, erhalten wir nach Hilfssatz 4 (ii) a,0,: b,
Sah:bSa:b, nimlich, dass

Bs€a:b, sEY
ist.  Also muss B €q, d.h. §&q sein. Danach erhalten wir in diesem Fall
a=q.
Falls pD b ist, ist nach Voraussetzung q®:q® =q. Es sei 7 ein Element
von q und es sei ¥ € D,, so wird

yednD, =y M dh yplrepdt, (15)

wobei P =q“ND,, pf” =q®» N9, sind. Dann kénnen wir auch a,=p;"a;,

(pv, a;)zbv; Bv':pvvbga (Dw B;)ZDV’ bv:pvb;, (pv’ f){u)=D\, setzen, soO

erhalten wir nach (15)
76,0, b5 = vpl blal b, S v al - v, b - B Sa.b,.

Da aber a}0; p, ist, gibt es damit ein Element u, derart, dass v € a}h,, v &Ep,

ist. Danach erhalten wir
yub,Sa,h, dh yueah,:b,.
Dann ergibt sich in gleicher Weise wie oben: a,h,:b,Sabh:bSa:b, also ist

YuE€a:b, ueEp.
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Hiermit muss Y€ q, d.h. d&=q sin.

Hilfssatz 9. Sind a und b zwei Ideale in O und geniigt ¢ der Gleichung 6 =¥c¢ und
ist Y der Durchschniit von simtlichen Primidealen Y, derart, dass a Cb6 Cp und q@:q® =3
fiir die zu p gehorige LP.K. q bzw. q® won a bzw. b sind und seizen wir a N0, =aq,,
bNnO,=b,;, b0y =Nh,. Damn gilt:

(1)  Wenn zwei Primideale Y und Y exislieren, von der Art, dass a, Cb, CpnN O, =
N0, anChaCPpNOy; an Yy NDy, .Y ND,s, N> v=N sind, so ist die
w9, (=pNO,=pnNY,) gehorige LP.K won 9,a,:0, durch das Produkt der zu
P.(=pND0,) und Pi( =y NO.) gehdrigen LP.K. von §,a,:0, teilbar.

(ii) FEs gibt kein Primideal 9, so dass

o :0,TpND, wnd har: 5. CpNn Oy, A>v =N

ist.

(i) Nehmen wir an, dass solche Primideale § und y’ existieren und es sei
), a9, g resp. die zu p gehorige I.P.K. von a. b, ¢, dann folgt aus a=Dbc
nach Hilfssatz 6 (ii) 9@ =q®q® und daraus ergibt sich nach Satz 4 q =

i . B
q@:q®. Danach setzen wir q9ND,=p, "D, =p/", N0, =p"
v >N, so wird nach Hilfssatz 3

E,=e, —f, fir alle v (v > N), (16)

oder E,=e,—f,+1 fir alle v (v =N). (17)
14
Andererseits sei P4 die zu ' N\ O, gehorige LP.K. von a,, so ist
’
b Eben Dy =an Oy =a, Cpi

/
Da aber b, (fp} ist, so ist ¢y C pi*. Nach unserer Annahme kénnen wir ¢, =

p?”cL, (pf”, ¢;)=9%, setzen. Danach erhalten wir
Ev !’ — /f?f\ 18
Pl =0, Sand ™ (18)

Wegen (P, €)=, erhalten wir (P}, ¢;)=0,. Dann folgt aus (18)

P2 Cp® dohe Ehyaihysseeha>él. (19)

Wire nun E, =e, — f,, so wire (e, — f5)varhyan-o-- hn=¢€\. Da aber klar ist,

dass e, =ey, f, > 1 ist, so hitten wir (e} — 1)hysihysn oo hi=¢€}, entgegen dem
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Hilfssatz 1 (i). Deshalb muss E,=e, —f, + 1 fiir alle v (v=N) sein. Dann

erhalten wir aus (19)

(ev _fv +1 )llv+1]1v+2 """ h)\ZC:V

Da aber nach Hilfssatz 1 (i) ei> (el — 1)hys1fiypg e hy ist, so wird e, — f, +
1>¢,—1. Aus ¢, =e, folgt f, <2 und ferner ist f, 30, weil b, Cp, ist. Also
ist f,=1 fir alle v (v==N), folglich muss E, =¢, fir alle v (v==>N) sein. 80)

Danach b, a, : b, ist durch pf”—l—f” =p5” teilbar und B, a,:b, ist auch durch
D)\e)‘+1_f)‘=p§" teilbar.  Dabei ist p3’ S p,“ klar.  Andererseits §,a,: 0, ist
durch pf,e":( =py”) teilbar und B, a, : by ist nach b, pi, §, & pi genau durch pﬁ\e/*
teilbar. Dabei ist klar dass p‘;’”gpge& ist. Danach muss P’ ( zpf’/’) durch das
Produkt pf{*pf\ei teilbar  sein. , ,

(i1) Jetzt nehmen wir an, dass solches Primideal p existiert. Falls p D}
ist, wegen PO b Da, setzen wir auch a,=yp."a,, (p,, a,)=9,; f),,zpf’ Y
(p,, by) =9, fiir alle v(v==N), so wird nach unserer Annahme q“ N D, =%,
q(b)mgy:p{v- Danach erhalten wir sofort

(es = fo+ Dhyarhyaz- I Zen— fi + 1. (20)

Dann ist B.a.:b, genau durch pi“f“'l teilbar und auch nach Voraussetzung
ist h,ax: by durch p, teilbar, also ist ey — f; + 1 =0, folglich nach (20) e, —f, +
1%=0. Da aber B,a,:b5, genau durch pﬁ”_f’+l teilbar ist, so muss B,a,:Db,
durch p, teilbar sein. Das ist nach Voraussetzung unmdéglich.

Falls p Db ist, wire pD b Da, so hitten wir in gleicher Weise wie oben

Beweis

(ev _f«,,)hv+1]lv+2 """ h)\ze/\_f)\- (21)

Aus ey — f, =0 folgt e, —f,% 0 und B,a,:b, wire genau durch ps”_f“ teilar.
Also wire §,a,:0, durch p, teilbar, das ist auch unméglich.

Danach muss p Db, pDa sein. Dann, wegen a, CJ,, setzen wir a, =p,’al,

(p,, a})=190,, so ist b, &Ep,, weil hya,:0, P, ist. Ist pJ¥ die zu p, gehorige
I.LP.K. von b, und ist b=nq{%, 7€ J, wobei J eine Menge endlicher oder

unendlicher Indexe bedeutet. Danach erhalten wir

5N D, =N % ND0,) =B, M, 6,)=D9,.

30) Daraus folgt q@ =q() und q® =p, also ist @ =g p=q@p.
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Also gibt es in der Menge q&), 7€ J eine zu y gehérige I.P.K. a® von b,
derart, dass ’® N D, =pvf" ist. Dann ist fiir hinreichend grosses A (A> v = N)

a CpNDL( =9,), B pNOx; an Cha TPy NDi=0pi,

aber a, Ch, CpND,=pNY,. Danach erhalten wir in gleicher Weise wie

Beweis von (i)
Ehysrhysz oo hh=exs E, =¢ “'ﬂ oder e _f1/4+ 1.

Dabei ist E} =e, — f; unméglich, wie in Beweis von (i). Wire dann E, =e; —
o+ 1, so wirde € —f; + 1 =E;, =0, weil h,a,:b,dp, wire. Also muss ex=0
sein, das ist nach ay Cp N O, unméglich. :

Fassen wir unsere Ergebnisse zusammen, so besteht unsere Behauptung zurecht.

Satz 5. Es sei a Cb TP und sei ° bzw. q® die zu demselben y gehirige I.P.K.
von 0 bzw. B, und sei Y der Durchschnitt von- siimtlichen Primidealen, derart, dass @ :q®
=q ist, so gibt es dann und nur dann ¢ wvon der Art, dass a=Dbc geniigt, wenn fiir jede
zwei entsprechende §@, q® ein drittes 0 existiert, derart, dass q'” =q®q ist und ferner

i

ist, wobei a,=an®,, b,=6NY,, h,=hNO,, v=N ist.

Wir erhalten nach der Definition des Idealquotienten a22b(a:b). Ist p
damit ein Primidealteilar von a, so ist klar, dass b(a:b) durch p teilbar ist.
Ist p dagegen kein Primidealteiler von a, so wird, wegen a C b, bGP und wird,
wegen aSa:b, a:bdp, also ist b(a:b) keiﬁeswcg durch p teilbar.. Danach
hat b(a:b) keinen Primidealteiler ausser dem von a.

Bezeichnen wir nun die zu demselben p gehérigen I.P.K. von a, b, a:b
resp. mit 4, q®, q. Es sei zunichst a Cb Cp und pPY, dann ist @ :q® =43.
Da aber g existiert, derart, dass 4 =q®q ist, so wird nach Satz 4 q© =
q®:q®. Danach ist g =g, folglich 4 =q®3. Da aber q die zu p gehorige
I.P.K. von a:b ist, so ist nach Hilfssatz 8 (i) q=g§. Also muss q =q®q sein,
wobei q®q nach Hilfssatz 6 die zu p gehorige I.P.K. von b(a:b) ist.

Es sei zweitens PO B, so ist q“:0® =§. Aus 0@ =q®q® folgt nach Satz
4 q© =q@:q?, folglich g =3. Also erhalten wir q® =q®3. Da aber nach
Hilfssatz 8 (ii) a =27 ist, so wird a“Sq®q. Andererseits folgt nach Hilfssatz
6 (i), (ii) aus a2b(a:6) a2 2q%q. Danach muss auch @ =q®q sein.

Es sei drittens p D> a und pPb, so muss auch die zu p gehorige I.P.K. von
b(a:b) gleich q sein. Denn, erhalten wir nach aSa: b ohne weiteres a“<=q.

Umgekehrt ist « ein Element von q, so existiert ein Element ¢ von der Art, dass
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ate a:b, tEY

ist. Da aber Dy ist, so existiert ein Element s, derart, dass s€ 5, s€Ep ist.
Dann ist ats€a Caq®, ts&p. Also muss ¢ € g9, d.h. qZaq° sein.

Fassen wir unsere Ergebnisse zusammen, so haben a und b(a:b) ganz diesel-
ben Primidealteiler und jede der beiden haben die gleichen I.P.K., also muss
a=Db(a:b) sein, nimlich gibt es ¢ von der Art, dass a=Dbc ist.

Umgekehrt nehmen wir an, dass a=Dbc gilt und setzen wir
b,a, : b, = 1y I Wy,
B b= 10N T I, > v 2 N, (22)
so existiert zuerst nach Hilfssatz 9 (ii) kein Primideal p, derart, dass

b,a,: 0, N O, (=p,) und Bha,:0. PN Oi(=p,)
ist.
Wenn p O bDa ist, dann bezeichnen wir die zu p gehérige I.P.K. von a,
b, ¢ resp. mit a®, q®, q©, so erhalten wir nach a=0bc¢ und Hilfssatz 6 (ii)
@ =q®q?. Setzn wir ¢ ND, =9, a0, =pl*, 9ND, =D§", so wird :
Ist p DY, dann erhalten wir E,=e, —f, und q@:q® =3, also ist

po ey > v = (23)
Ist pD Y, dann erhalten wir E,=e, —f, + 1 und q®:9% =3, also ist
ASEARRT S Y (24)
Wenn b) a, pPb ist, dann gilt:
Ist p,Rb, fiir alle v (v==N), so wird ohne weiteres
PSP, A> v =N (25)

Ist p,(=pND,)Db,Da, und P,(=pNO,) Dby, so muss in gleicher Weise
wie in Beweis von Hilfssatz 9 (ii) ein Primideal ' existieren von der Art, dass
0, Ch CPYnND,(=pND,=p,) und a, B, CYNO,( =yp}) ist. Dann ist nach
Hilfssatz 9 (i) die zu p,(=pN O, =p' N O,) gehorige L.P.K. von h,a, : b, durch
das Produkt der zu p,( =p N D,) und p,( =’ N LO,) gehorige L. P.K. von b, a,: b,

teilbar :

e

Py Se P, (26)
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Fassen wir unsere Ergebnisse zusammen; Es gibt kein Primideal p, derart, dass
ba,:5,EpN DO, und §,a,:6, CpN O, ist, und es besteht nach (23), (24), (25)

und (26) die Tatsache, dass jedes von pf’{i_f”i+1, ns’}j—f"j, por¥ in (22) durch

ext—far+1  Leam—fam
b p)\m

geeignete Py, s pf\ﬁ" teilbar ist, und umgekehrt.  Also muss

bvav ) - E)v+l Oyar Dy & oo gf)xak &

sein.
Schliesslich ist klar, dass nach a=bc und Hilfssatz 6 (ii), (iii) fiir jedes

G und q® ein drittes g von der Art existiert, dass @ =q®q@ ist.

Meinem hochverehrten Lehrer Prof. S. Mori spreche ich fiir seine vielfachen

Anregungen zu dieser Arbeit meinem besten Dank aus.
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