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Im folgenden bedeutet S'r einen algebraischen Zahlkörper, welcher als der 

Vereinigungskörper von abzählbar unendlich vielen algebraischen Zahlkörpern 

S'r1, S'r2, ... , S'r,, • • • definiert wird, wobei jeder S'rv von endlichem Grade über dem 

Rationalkörper S'r0 ist und S'rv in S'rv+1 enthalten ist. Wir bezeichnen diesen Körper 

S'r mit sr = {S'rv}. Ist D, Dv resp; die Hauptordnung aus S'r, S'r„ so ist offenbar 

D = {Dv}-
Dann ist die folgende Frage idealtheoretisch sehr interessant : Welche Beding­

ungen sind dafür notwendig und hinreichend, dass für zwei gegebene Ideale a 

and o in D ein drittes Ideal C existiert, so dass es der Gleichung a = oc genügt?. 

Die Untersuchung dieser Probleme ist das Ziel dieser Note. In semer Arbeit IJ 

hat Herr W. Krull die bewertungstheoretische Behandlung der Idealtheorie in D 
entwickelt und die Untersuchung dieser Probleme in der Methode von der Topolo­

gisierung des Bewertungsringraumes gemacht. Seine Untersuchung 2> beshäftigt 

sich mit dem Fall, dass a und o die genannten "überall endlichen Ideale" 3> sind. 

Im folgenden ersten Paragraphen schicken wir als Vorbereitung einige Hilfssätze 

voraus, deren manche ich schon bewiesen habe. Im zweiten Paragraphen wollen 

wir die Untersuchung dieser Probleme für "überall endliche Ideale" in der ideal­

theoretischen Methode machen. Im dritten Paragraphen wird meine Untersuchung 

noch verallgemeinert. Zu diesen Zwecken schicken wir folgende Annahme über 

die zugrunde gelegten Ideale voraus: Es sei q die zu einem beliebigen Primideal ,lJ gehörige 

isolierte Primärkomponente (kurz mit I. P. K.) von einem Ideal a und sei N ein hinreichend grosser 

Index, so muss q n Dv die zu ,lJ n Dv gehörige I. P. K. von a n Dv für alle )) ()) 2 N) 

sein und N für alle ,lJ beschränkt sein. Wenn sr ein Stiemkescher Körper 4> ist, dann 

1) "Krull [2]". Über den im folgenden benutzten Arbeiten siehe Literaturverzeichnis am 
Ende dieser Note. 

2) "Krull [2]". Satz 25, s. 552. 
3) Siehe dieser Note s. 443. 
4) Es sei St ein unendlicher algebraischer Zahlkörper, in dem jedes Ideal nur endlich viele 

Primidealteiler besitzt. Wir nennen einen solchen Körper St "Stiemkeschen Körper". 
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ist diese Annahme unnötig; das ist bewiesen 5>_ 

f l. Vorbereitende Untersuchungen 

Früher habe ich Untersuchungen über die Eigenschaften von Primäridealen 

m D gemacht und die folgenden Hilfssätze 1, 2 und 3 bewiesen. 

Hilfssatz 1. ( Grundsatz von Primäridealen ) öJ 

Es sei p bzw. q ein Primideal bzw. ein zu p gehöriges Primärideal in D und setzen wir 

p n Dv = Pv, q n Dv = p;V, v 2 N. Ist Pv genau durch P~~i1, (Pv+1 = P n D>+1), teilbar 

und ist Pv im allgemeinen genau durch P~v+ifi11-+2•"'li\ (p,\ = P n D ,\), für alle ",\, (",\, > J.1 > N) 

teilbar, so erhalten wir 

(i) (ev- I)h>+~hv+2···h,\<e,\S,.evhv+1hv+2·••h,\ für alle",\, (",\,>v2.N). 
' 

(ii) (ev - 1 )hv+1hv+2 ··· h,\ = e,\ - 1 für alle :\. (",\, > v 2 N) .:± q: P =\= q. 

(ev- I)hv+1hv+2···h,\<e,\- I für mindestens ein:\. (:\.>v2.N).:±q:p=q. 

(iii) evhv+rhv+2· .. h,\=e,\ für alle",\, (",\,>v2N) .:=qp=\=q. 

ev hv+I hv+2 · · · h,\ > e,\ für mindestens ein A ( ",\, > i; 2 N) .=± q p = q. 

Hilfssatz 2. ( Satz über das Produkt der Primärideale) 7> 

Sind q<al und q<bJ zwei zu demselben p gehörige Primärideale und setzen wir q(a) n D, 

= p~v' q(b) n Dv = p{v und q(a) q(b) n Dv = pfv' so ist 

(i) Ev=ev+fv oder Ev=ev+fv- I für alle J.J (v2.N). 

(ii) Ist q<aJ von zweiter Art 8\ aber q<bl von zweiter, dritter oder vierter Art, so gilt 

Ev = ev + /v für alle J.J ( J.J 2 N) . 

Hilfssatz 3. .(Satz-über den Primäridealquotienten) 9J 

Sind q<aJ und q<b) zwei zu demselben p gehörige Primärideale und ist q<"> C q<bJ, q<al n 
n ev (b) n /, n hv+1 h+2 .. •h,\ ( ) n , > ---- N d d•h · >Uv=P, ,q n,u,=Pv,Pv,u,\=P,\ c,\, p,\,c,\ =,u,\,/\, v,e;;; un 0,meren 

wir q und q folgendermassen : 

q = { 

q = { 

so ist dann und nur dann 

.,,ev-fv .,,e>+1-/v+1 .,,e,\-f,\ } 
1"V , 1-')I+ 1 , • •• , 1-' A , •." , 

.,,ev-fv+l .,,ev+1-/v+1+l ... .,,e,\-f,\+l ···}, 
1-''il , 1-'11 + 1 , , 1-' ,\. , 

5) "Nakano [8]", Hilfssatz 1, s. 274. 
6) "Nakano [5]", (i) s. 323, Hilfssatz 1, (ii) s. 323, Satz I und s. 324, Satz 2, (iii) s. 324, Satz 3 

und s. 325, Satz 4. 
7) "Nakano [6]", s. 131, (i) Hilfssatz 6, (ii) Satz 1. 

8) Über die Einteilung von Primäridealen siehe § 2 in dieser Note. 
9) "Nakano [7]", § 2, s. 261, Satz 4 und s. 262 Satz 5. 
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q<•>: q<bJ = q, q n D,., = .p~r f.,, für alle v( v 2: N), 

wenn (e.,,-f.,,)h,,+1h11+2···h>..2e>..-f>.. für alle>.. (>..>vz:N) ist. 

Dagegen ist dann und nur dann 

wenn ( e.,, - f,.,) h>+1 h,+2 · · · h,\ < eA - JA für mindestes ein "X. ( "X. > v 2: N) ist. 

Jetzt werden wir diesen Hilfssätzen drei ander·e Hilfssätze hinzufügen, welche 

m dieser Note grundlegend sind. 

Hilfssatz 4. (i) Ist a C b und setzen wir an D.,, = a„ b n D,., = l:J.,, und i,st 

··· c: a,,: b.,, c: a,+1 : b,+1 c: ··· c: aA : b,\ c: ···, ,\, > v 2: N, 

so ist die Vereinigungsmenge { · .. , a,,: b,.,, a>+1 : l\+1, · ·· '· a,.: b>.., .. ·} gleich a: b und 

ferner ist ( a : '6) n D,, = a,,: li„ für alle v ( v 2: N). 

(ii) Setzen wir an D,, = a,,, li n D,, = b,.,, c n D,, = c,., und ist 

so ist die Vereinigungsmenge { ···, a„'6.,,:c,.,, a,+1li,+1:Cv+1, ···, aAbA:C>.., ···} durch 

a '6 : c teilbar. 

(i) Habe ich vor kurzem bewiesen. 10> 

(ii) Es sei a ein Element von { a.,, '6,, : c,.,}, so ist a E aA b,. : CA für hinreichend 

grosses "X. ("X.2:v2:N). Daraus folgt ac>..c:a„'6A• Da aber a"'6":c,_c ... ca"liµ: 

c"c ... , µ>',\, ist, erhalten wir aC>..+1c:aA+1li>..+1, ···, ac"ca"li", ···, folglich ist 

acc:afi. Damit muss {a„li,,:c,.,}cao:c sein. 

Hilfssatz 5. Ist q eine zu tJ gehörige I.P.K. von a und ist q n D,, = t:,;" bzw. q n D" 

= t.J~" eine zu tJ.,, bzw. t,1" gehörige I.P.K. von a n D.,, = a.,, bzw. an D" = a,., so ist dann 

und nur dann 

„ev« .,e>.. ..,. > ....____N a.,,: 1-'V ~ a>..: 1-'A ' /\, V ,e;;; ' 

wenn tJ n Ü,, = t:,' /\ Ü„ und tJ n Ü" =\= t:,' n Ü" für einen von ,I] verschiedenen Primidealteiler 

,I]' von a sind. 

(l) 

Dann ist klar, dass jede Primärkomponente von a" in (I) em Teiler von einer 

10) "Nakano [9]", s. 247, Hilfssatz !. 
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geeigneten Primärkomponente von av ist. Dagegen aus Ov: l);v~ a>..: lJ1>.. folgt 

(2) 

Also muss mindestens eme von lJ!>.. verschiedene Primärkomponente von aA, etwa 

lJr1;(2<i~m\), ein Teiler von l);v sein. 

Dann ist 

Setzen wir lJi,; = lJ~ = lJ' n DA, so ist unsere Behauptung richtig. 

Umgekehrt sei q bzw. r,' die zu +J bzw. lJ' ( t) =t= lJ') gehörige I. P. K. von a 

und es sei l)nD,=l)'nÜ,=t),, lJA=l)nDA=t=lJ'nDA=l:J~, X>v~N, so ist 
f 

q n D, = i:i:• C q n Ü>.. = l:J? und ist lJ~" c q' n D, C q' n (\ = lJ~e>.., weil l:J~" eine 

zu l:J, gehörige I. P. K. von a, ist. Dann erhalten wir 

f f 

lJiv c l:J~" n l:J~e'\ < +lA, l:JU = (J>.. d. h. lJ:v ~ l:J1,\ l:J~e,\ 
f 

Also muss a,: l:J:"~ lJ~e\ folglich a,: l);"~ 0>..: l:J1>.. sein. 

Hilfssatz 6. (i) Es sei a C b und es sei lJ ein Primidealteiler vcn b und q<•> bzw. 

q<b) bezeichne die zu lJ gehörige 1. P. K. von a bzw. li, dann ist q<a) ~ q<bJ 11>. 

(ii) Es seien a, b beliebige /deale in D und lJ sei ein gemeinsamer Primidealteiler von 

a und [J und bezeichnen wir die zu lJ gehörige 1. P. K. von ab, a, b, resp. mit q<ab), q<a>, 

q<b>, SO gilt q(ab) = q(a) q(b) 12) • 

(iii) Ist lJ ein Primidealteiler von a, aber kein Teiler von V und bezeichnen wir die zu 

lJ gehörigen 1.P.K. von ab bzw. a mit q<ab) bzw. q<•i, so ist q(ab)=q("). 

§ 2, Die Multiplikativeigenschaft der speziellen Ideale 

Im allgemeinen unendlichen algebraischen Zahlkörper können wir die zu 

einem Primideal lJ gehörigen Primärideale q in folgende vier Arten einteilen : 13) 

(i) Die erste Art heisst q, wenn q lJ =t= q und q =t= Cf: lJ ist. 

(ii) Die zweite Art heisst q, wenn q lJ =t= q und q = q : lJ ist. 

(iii) Die dritte Art heisst q, wenn q lJ = q und q =t= q : lJ ist. 

(iv) Die vierte Art heisst q, wenn ql)=q und q=q:l) ist. 

Ein Ideal, dessen jede isolierte Primärkomponente ( kurz mit I. P. K.) von 

II) "Nakano [9]", s. 242, Satz 3. 
12) "Nakano [9]", s. 242, Satz 4. (i) (ii). 

13) "Nakano [5]" s. 327. Der erste Fall (i) ergibt sich dann und nur dann, wenn IJ~IJ2 ist, 
und dabei q eine Potenz von lJ ist. Die anderen Fälle (ii) (iii) und (iv) können sich ergeben, 

wenn IJ=IJ2 ist, und dabei q keine Potenz von IJ ist. 
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erster oder zweiter Art ist, heisst nach Herrn W. Krull 14l "überall endlich". In 

den folgenden Paragraphen wollen wir mit Hilfe von einer Annahme eme no­

twendige und hinreichende Bedingung 15l dafür aufgestellten dass für zwei gegebene 

"überall endliche" Ideale a und b ein Ideal c existiert, so dass a = bc gilt. Zu 

diesem Zwecke schicken wir folgenden Satz voraus. 

Satz 1. Es sei a ein "überall endliches" Ideal in D und \J sei ein Primidealteiler von 

a. Wenn wir jür hinreichend grosses N 
/ 

anDv=lJ:va~, Cl:>v,a:)=D» t:JnDv=lJv, ';)2N, 

setzen und die Vereinigungsmenge { ···, lJ~V, l:J~~!1, · · ·, l)~\ · · · } mit q bezeichnen, so ist q 

die zu \J gehörige I. P. K. von a und q n Dv = lJ~v für alle ';) ( ';) 2: N) . 

Ich habe schon bewiesen dass, wenn a ein beliebiges Ideal m D ist, die 

V . . { hev hev+I he,\ } d" h h"" . I p K ere1n1gungsmenge · · ·, n , t'v+1 , · · ·, t'.\ , · ·• = q 1e zu t' ge onge . . . von 

a ist. 16> Also wollen wir im folgenden beweisen, dass q n D, = \J~v für alle 

';)(';)2 N) ist. 

S . n _ Ev . d Ev :::, ev d h etzen wir q n uv - \Jv , so wir \J, = \J, , . . 

(I) 

Wenn Ev = ev für alle ';) ( ';) > N) ist, dann ist der Satz richtig. Jetzt nehmen wir 

an, dass Ev < ev ist. Es sei a em genau durch t:Jfv teilbares Element, so ist 

E Ev-.. a q, a = \Jv Vv, 

und folglich nach Struktur von q können wir M so gross wählen, dass 

a E l:J~,\ für alle :\. (:\.2:M> ';)) 

ist. ( h -r. ) n i"st ,Jf,ho+1hv+2··•h;. Ch~.\. 
1-'A, V,\ = U,\, SO t'" t'" 

Daraus folgt 

(2) 

Da aber a nach Voraussetzung überall endlich ist, so muss q von erster oder 

zweiter Art sein. Dann folgt aus ql:J='t=q nach Hilfssatz 1 (iii) 

(3) 

b • hF.\ n . wo e1 t',\ = q ("\ ;u,\ 1st. Aus (2) und (3) ergibt sich 
--------------

14) "Krull [2]". Über die ldealtheoretische Bedeutung von der Krullschen bewertungs­
theoretischen Einteilung von Primäridealen siehe "Nakano [5]" s. 325-327. 

15) Vgl. "Krull [2]", s. 552, Satz 25. 
16) "Nakano [9]", s. 240, Satz 1. 
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(4) 

Aus (1) und (4) folgt ohne weiteres E>..=e>.. für alle -X. (-X.~M). Dabei wird 

M = N, -X.= 1J angenommen, was natürlich keine Beschränkung der Allgemeinheit 

bedeutet. Damit ist die Richtigkeit unseres Satzes dargetan. 

In diesem Satz kann N für alle Primideale .)) nicht immer beschränkt sem. 

Im folgenden wollen wir also eine Annahme machen : In Satz l muss N für alle 

Primidealteiler von a beschränkt sein. 

Satz 2. Sind a und fJ überall endliche Ideale und genügt c der Gleichung a = b c, so 

muss c auch ein überall endliches Ideal sein 17>. 

Es sei .)) ein Primidealteiler von a und es sei q<al, q<bJ, q(c) resp. die zu .)) 

gehörige I. P. K. von a, V, c, so ist nach Hilfssatz 6 q<"l = q<bJ q<cJ, wobei q<aJ und 

q<b) erster oder zweiter Art sind. Wenn q<aJ und q<b) von en1ter Art sind. dann 

ist .)) =\= .))2 und muss q(cJ von erster Art sein. Wenn diese von zweiter Art sind, 

dann kann q<c> keinesweg von dritter oder vierter Art sein, sondern q<cJ muss 

von zweiter Art sein, weil nach den Multiplikationsregeln IBJ 2te Art X 2te Art= 

2te Art, 2te Art X 3te Art= 3te Art und 2te Art X 4te Art= 4te Art sind. Danach muss 

c ein überall endliches Ideal sein. 

Hilfssatz 7. Sind a und V überall endliche Ideale und genügt c der Gleichung a = b C 

und bezeichnen wir a r\ D, = a,, o f"\ D, = o,, dann gilt : 

(i) Es gibt kein Primideal .)) , so dass 

ist. 

(ii) Es gibt keinesweg solche Primideale . .)) und .))', dass 

ist. 

(i) Denn nehmen wir an, dass ein solches Primideal .)) existiert. Dann folgt 

aus a=vc 

a, =an D, = ( o c) n D, =i o, c,, folglich ist a, : o, =i c,. 

In gleicher Weise erhalten wir 0>..: b>.. =ic,\. Nach unserer Voraussetzung ist.))>..) 

a,\: o,\, folglich .))>..) C>... Daraus folgt 

17) "Krull [2]", s. 541, Satz 13. 
18) "Nakano [6]", s. 133, Satz 5; s. 134, Satz 6; s. 135, Satz 8. 
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lJ,1. n Dv = lJv ) C,1. n Dv = Cv' d. h. lJv ) Cv • (5) 

Aus a = b c ergibt sich a c c, a, c Cv. Danach erhalten wir lJ,) a,. Ist av 

genau durch lJ7v teilbar, so muss, wegen lJv XJ av : bv, bv genau durch µ~v teilbar 

sern. Ist qr"l, q<bJ, q<cl, resp. die zu lJ gehörige I. P. K. von a, b, C, so erhalten 

wir nach a = b C und Hilfssatz 6 q<aJ = q<bJ q<cJ. Dann ist nach Satz q<aJ n Dv 

= t('. Setzen wir q<b) n Dv = l)(v, q<c> n D, = tif". so ist nach Satz 1 Dv genau 

durch lJ ;v teil bar, also er halten wir e,, = fv. Nach Voraussetzung sind q<aJ, q<&J 

von erster oder zweiter Art, deshalb gilt nach Hilfssatz 2 (ii) ev = f, + E,. Da 

aber Cv = fv ist, so ist E, = 0, d. h. Cv et lJv, im Widerspruch zu (5). Mit diesem 

Widerspruch aber ist unsere Behauptung als richtig bewiesen. 

(ii) Jetzt nehmen wir an, dass solche Primideale lJ und l:J' existieren. Ist 

q'(al, q,u,J, q'(cJ resp. die zu lJ' gehörige I.P.K. von a, b, C und setzten wir q,(aJ n 
' ' ' Cv = µ~v, q'(b) n Dv = tifv. q'(c) n D, = tif'. so erhalten wir, wegen a = DC, q'(a) 

= q'(bJ q'(cJ und folglich nach Hilfssatz 2 (ii) 

'-J' +E' ev -= V V d.h. E' -e' -f' v- V V für alle )) ( v ~ N). 

E' 
Andererseits ist c nach Satz 2 ein überall endliches Ideal und lJv v nach Satz 1 

die zu l-lv gehörige I. P. K. von Cv. Also können wir festlegen; dass 

(6) 

ist. Aus 0,1.C,1.C(fJc)nÜ,1.=anD,1.=a\ ctir" und 0,1.ctlJ,1. folgt C,1. Cl:Jr\ wobei 

µr,1. die zu .\.l,1.(=tinD,1.) gehörige I.P.K. von a;. ist. Danach erhalten wir 

Also ist 

(7) 

' Ist ,1.J~v die zu l:J,, ( = ,\.) n Dv) gehörige I. P. K. von av, so wird e, = e:, weil .\)~v 

auch nach Satz 1 die zu l-lv ( = ,\.l n Dv = .\)' n 0,) gehörige I. P. K. von Ov ist. 

Ferner ist klar, dass /~ > 1 ist. Daraus folgt ohne weiteres 

Da~ ist aber unmöglich, denn nach Hilfssatz 1 (i) erhalten wir (ev - 1 )hv+1hv+2 

··· h,1. < e1-, Mit diesem Widerspruch ist die Richtigkeit unseres Hilfssatzes dargetan. 

Satz 3. Sind a und b überall endliche /deale und ist a C o, so gibt es dann und nur 
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denn ezn c wn der Art, dass a = b C ist, wmn 

······ca, : b, c a>+1 : fl,+1 c ...... c aA: bA c ...... 

ist, u:obei a,=an:O,, b,=bn:O,, l,i>N ist. 19l 

Es sei et ein beliebiges Element von a und ist a E C,, 1,/ 2 N, so wird a E 

an D, = a, = b,(a, : b,). Die Vereinigungsmenge { a, : b,} is.t nach Voraussetzung 

und Hilfssatz 4. (i) gleich a : b. Damit gilt a, : b, <;;::;; a : b, folglich 

et E b, ( a, : b,) c b ( a : b), 

also erhalten wrr ai;;;;;;b(a:b). Da aber offenbar a~b(a:b) ist, so muss a= 

b ( a : b) sein, nämlich gibt es c, derart, dass a = b c ist. 

Umgekehrt nehmen wir an, dass a = b C gilt, und setzen wrr 

a · b = II 'f)ev;-f,; II 'f)evj a · b = II 'f)e>..k-/Ak II tJ""' A > 1,/;,::,, N, (8) v • v i ',lt j ilJ , ,\ • A k Ak l Al , 

so existiert zuerst nach Hilfssatz 7 (i) kein Primideal 'p, so. dass 

ist. Ist q<al, q<"l, q(cJ resp. nun die zu demselben 1J gehörige I.P.K. von a, b, C, 

so ist nach a = b C und Hilfssatz 6 q(aJ = q(blq(cl. Setzen wir q<aJ /\ :0, = p~>, q<bJ /\ 

r, - .,J, d (cl ,,.... -:', _ .,.,E, 
-·v-1-''.I un q / ,--v--1-1v' so können wir nach Satz aussagen, dass 

ist. Da aber a und b die überall endlichen Ideale sind, so sind q(al, qCbJ und 

q<cJ von erster Art, wenn tJ =f= 1:)2 ist und sind diese von zweiter Art, wenn 1J = 1:)2 

ist. Also erhalten wir nach q(aJ tJ =f= qrai, q<b) 'f) =f= q<bJ und Hilfssatz (iii) 

so wird 

,,e,-f, c11ev+l1-/>+l C ...... C .,,~,.-/;.. C ...... 
1-'il =1-'il+ = =+'" = . (9) 

Danach ist zweitens jedes 'f)~ik- fu in (8) ein Teiler von geeignetem .,,c;-fv', 

und umgekehrt, wenn 1:},; = 1J /\ :0,, 1Ji..k = lJ /\ D„ und lJ) b) a ist. 

Drittens existieren nach Hilfssatz 7 (ii) keinesweg solchen Primideale lJ und 

lJ', so dass 

19) "Krull [2]", s. 552, Satz 25. 
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a,\Cfi,\Ct:i'nD,\, \,>v2N 

ist. Wenn tJ) a, t) ::P fi ist, dann. gibt es damit kein Primideal tJ von der Art, 

dass t:J,( = tJ n Dv)) b,) a, und t:J,\ ( = tJ n D,\) J?o,\, ;\, > v > N, für hinreichend 

grosses N. Danach ist in diesem Falle jedes t:J~}1 in (8) ein Teiler von geeignetem 

ii:1j, und umgekehrt, wobei tlvj=t:inD,, t),\ 1 =t:inD,\ und t))a, t:i::Pfi ist. 

Fassen wir unsere Ergebni,se zusammen, so ist die Richtigkeit unseres Satzes 

dargetan. 

§ 3. Die Multiplikativeigenschaft der allgemeineren Ideale 

In diesem Paragraphen wollen wir eine notwendige und hinreichende Be­

dingung dafür suchen, dass für zwei "allgemeinere" Ideale a und fi in D em 

drittes Ideal C existiert, von der Art, dass a = fic ist. Zu diesem Zwecke wollen 

wir im folgenden einige vorbereitende Untersuchunge? anstellen. 

Satz 4. Sind q<al und q<b) zwei zu demselben tJ gehörige Primärideale und ist q(a) = 
q(b) q, SO ist q = q(a) : q(b) 20) • 

Aus q(a) = q(b) q folgt q<a) : q<b) ~ q, dann ist 

q(a) ::::) q(b) ( q(a) : q(b))::::) q(b) q = q(a), d. h. q(a) = q(b) ( q(a) : q(b)) • 

Aus q<b) q = q<bJ ( q<aJ : q<bJ) ergibt sich entweder q = q<a) : q(bJ oder q = ( q<aJ : q<bJ) tJ 

oder q = ( q(a) : q(b)) : tJ 21). 

Erstens nehmen wir an, dass q = ( q<a) : q<bJ) tJ ( =f= q<a) : q<bJ) ist. Dann ist q<aJ : 

q<bJ ein Primärideal von zweiter Art und (q<a): q<bl)t:J von dritter Art. Danach 

setzen wir q<a) n D, = \:J~V. q<b) n D, = ii[v und (q(a): q<bl) n D, = iifv. so wird, wegen 

q<a) = q(b) ( q<a) : q(b)) und Hilfssatz 3 (ii) 

e, = fv + E.,, d. h. E, = e., - f„ für alle v ( v 2 N). 

Daraus folgt qal : q<bJ = q 22> und ist q von zweiter Art, also erhalten wir 

(e., - f,)hv+1hv+2 ··· ·· · h1,. = e1,. - /1,. für alle v ( v > N). ( 1 O) 

Andererseits ist q = (q(a): q(bl)t:J = q. Also wird q< 0 > = q<blq, wobei ~ von dritter 

Art ist. Wäre q<0 > von zweiter Art, so würde q<bJ von dritter oder vierter Art 

sein. Denn wäre q<b) von zweiter Art, so würde 2 te Art = 2 te Art X 3 te Art sein, 

20) Vgl. "Nakano [7]", s. 264, Satz 7. 
21) "Nakano [7]" s. 259, Satz 2 und s. 260, Satz 3. 
22) Im folgenden definieren wir q und q wie wir im Hilfssatz 3 in dieser Note sahen. 
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entgegen den Multiplikationsregeln. 23> Dann würde q<b) kein Faktor 24> von q10l, 

folglich q<a) =f q<bJ q sein. 25l Auf Grund dieses Widespruchs muss q<a) von dritter 

oder vierter Art sein. Dann gilt q<a) ,P = q<aJ und Hilfssatz 2 (iii) 

Aus (IO) und (II) folgt f,h>+1hv+2--····h,._<J,.. Das ist aber nach Hilfssatz 2 (i) 

unmöglich. Somit steht fest, dass es keinesweg sein kann dass q = ( q<0 > : q<bJ) p 
( =\= q<aJ : q<bJ) ist. 

Zweitens nehmen wir an, dass q = ( q(al : q<b)) : p ( =\= q<a) : q<0>) ist. Dann ist 

q<a) : q<b) von dritter Art und ( q<a) : q<&J): p von zweiter Art. Setzen wir auch 

E (q<a): q(b)) n (), = p, ', so wird 

und ist ferner q n D, = ,pf,-1 für alle t! ( t! > N) 26l_ 

Wir erhalten andererseits q<a) = q<b) q und q ist von zweiter Art. Setzen 

wir q<aJ n D, = p~' und q<bl n D, = p{>, so ist nach Hilfssatz 3 (ii) 

e, = fv + ( E, - I ) d. h. E, = e, - f, + I für alle t) ( t) 2 N) . 

Daraus folgt 

e;,.-/,+l } ~ 11 ~ •••••• = q 
1-' ,\ ' • 

Also erhalten wir nach Hilfssatz 3 

Dann muss (q(aJ: q<b)): p = q(a): q<hl, nämlich q<a): q<b) von zweiter oder vierter 

Art sein, entgegen unserer Annahme. Daraus ersehen wir auch, dass keinesweg 

q = ( q<aJ : q<&J): p sein kann. Nach dem obig gewonnenen Resultat muss q = 
q(a) : q(I,) sein. 

Wir haben neulich den folgenden Satz m der Hauptordnung D vom al-

23) "Nakano [6]", s. 134, Satz 6. 
24) \Venn aus a C b die ProC:uktdarstellung a = bc mit c aus S folgt, nennen wir li einen "Faktor" 

von a. 
25) Vgl. "Nakano [7]", s. 269, Satz 11. Sind q und q' zwei zu dems~lb':'n µ gehörige Primärideale 

und ist q C q', so ist q' dann und nur dann kein Faktor von c, wenn q von zweiter Art und q' von 
dritter oder vierter Art ist. 

26) "Nakano [7]", s., 262. Zusatz von Satz 4 . 
. r)' 
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!gemeinen unendlichen algebraischer Zahlkörper ~. bewiesen : Es sei a ein Ideal 

in D und lJ sei ein Primidealteiler von a und setzen wir 

für hinreichend grosses N und bezeichnen wir die Vereinigungsmenge { · · · · · · , lJ~v, 
ev+I e11. } • • d" h . I p K llv+i , · · · · · ·, lJ11. , · · · · · · mit q, so ist q ie zu lJ ge önge . . . von a. Aber 

ist nicht immer q r\ Dv = lJ~v für alle J./ ( J./ 2 N) 27> und ist nicht immer N für alle 

lJ beschränkt. Deshalb wollen wir im folgenden eine Annahme über die zugrund 

gelegte Ideal machen : 

Es sei q die zu lJ gehörige I. P. K. von einem Ideal a, so muss q n D v die zu lJ f"\ D v 

gehörige /. P. K. von an D, Jür alle J./ ( J./ 2 N) sein und muss N jür alle lJ beschränkt sein. 

Mit Hilfe dieser Annahme können wir folgende Hilfssätze beweisen. 

Hilfssatz 8. Es sei a C V C lJ und q<a> bzw. q<bJ die zu lJ gehörige /. P. K. von a 

bzw. V und sei ij der Durchschnitt von sämtlichen Primideale lJ, derart, dass q<a> ; q<b) = q 28> 

ist und ferner sei 

wobei ijv = [) n D„ a, =an Dv, Ov = V n Dv ist. Ist q dann die zu lJ gehörige /. P. K. 

von a : li , so ist 

(i) q = q, wenn lJ l) ij ist, 

(ii) q ) q, wenn lJ ) ij ist. 

Falls lJ lJ ij ist, und sei a ein beliebiges Element von q, so existiert ein Element 

t von der Art, dass 

at E a : li, t Ei= lJ 

ist, weil q die zu lJ gehörige I.P.K. von a: li ist. Sind a, t E D,, J./ > N, so wird 

atv Ca, folglich atv, C av 29) 

d. h. at E av : liv • (12) 

Setzen wir q<aJ ('\ D, = lJ~V, q<bJ ('\ D, = lJ(v, so können wir nach unserer Annahme 

festlegen 

27) . Im Stiemkeschen Körper gilt immer q n Cv = l:)~v für alle v ( v ~ N) und N ist beschränkt. 
Siehe "Nakano [B]", s. 274, Hilfssatz 1. Wie wir im Satz 1, s. 443 in dieser Note sahen, gilt nur 

dieser, wenn ll ein überall endliches Ideal ist. 
Z!l) Über q und q, siehe Hilfssatz 3 in dieser Note. 
29) Aus ab~ ll und a E Cv folgt a 6v ~ av. __ Über diesen Beweis siehe Fussnote 20) in 

"Nakano [9]", s. 247. 
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(13) 

Dann folgt aus (12) at E a,: o, C +J~,-f>. Wegen t ~ +J, erhalten wir a E +J~,-f>, 

also wird a E q = { lJ~" - /,}. Danach ist zunächst q c q. 

Ist aber ß umgekehrt ein Element von q, so wird ß E l);"-/>, )) :ZN, wegen 

qn0,=+1~•-/•. Daraus folgt ß+i;'cl);". Andererseits können wir wie in (13) 

setzen. Danach ist 

(14) 

Da aber nach Voraussetzung +1::tJfJ ist, so wird lJ,::PfJ,, ))>N für hinreichend 

grosses N. Es gibt damit ein Element s von der Art, dass 

s E a~ fJ,, s ~ +J, . 

Dann ist nach (14) ßso,_ca,f),. Daraus folgt ßs E a,f),: o,. Wegen f),a,: b, 

c lJ,+1 a>+1 : b,+1 c ·· · c 1),\ a,\: b,\ C · ··, erhalten wir nach Hilfssatz 4 (ii) a, fJ,: b, 

ca fJ: b ca: b, nämlich, dass 

ßsEa:b, s~+J 

ist. Also muss ß E q, d. h. q C q sein. Danach erhalten wir m diesem Fall 

q=q. 

Falls lJ) 1J ist, ist nach Voraussetzung q<a): q<bJ = q. Es sei 'Y em Elem@nt 

von q und es sei 'Y E 0,, so wird 

'Y h/> C he,--t-1 
1-'"II =1-'\I ' (15) 

wobei l);' = q<al n 0,, l)[ > = q<bJ n 0, sind. Dann können wir auch a, = +J~' a~, 

(lJ„ a~)=O,; b,=lJ['b~, (lJ,, o:)=D,; fJ,=+1,lJ:, (lJ,, fJ~)=O, setzen, so 

erhalten wir nach (15) 

'Yb, a: f)~ = 'Y l)(· b: a: f)~ c lJ~" a~ • lJ, 1)~ • b: ca, fJ,. 

Da aber a~ fJ~ et. +J, ist, gibt es damit ein Element u, derart, dass u E a: fJ:, u ~ +J, 

ist. Danach erhalten wir 

ryuo,ca,f), d.h. ryuEa,f),:b,. 

Dann ergibt sich m gleicher Weise wie oben : a, fJ,: b, ca fJ : b Ca: b, also ist 

ryuEa:b, u~+J. 
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Hiermit muss 'Y E q, d. h. q C q sm. 

Hilfssatz 9. Sind a und b zwei /deale in () und genügt C der Gleichung a = [J c und 

ist [) der Durchschnitt von sämtlichen Primidealen lJ, derart, dass a C b C lJ und q(a) : qlb) = q 
für die zu lJ gehörige I.P.K. q(a) bzw. q<b' wn a bzw. b sind und setzen wir an C-., = a,, 

b n D, = b,, l) n D, == li,. Dann gilt: 

(i) Wenn zwei Primideale lJ und \J' existieren, von der Art, dass a, C l.J, C lJ n C, = 
lJ'nD,; a\Cl.J,\ClJnO,\; a,\ClJ'nO,\, b,\ctlJ'nOA, :X,> v>N sind, so ist die 

zu lJ, ( = lJ n C:-., = \J' n 0,) gehörige I. P. K. von [),a,: b, durch das Produkt der zu 

lJ,\( =lJnD,\) und lJ~( =lJ'n0,\) gehörigen I.P.K. von [J,\a,\:b,\ teilbar. 

(ii) Es gibt kein Primideal lJ, so dass 

ist. 

(i) Nehmen w1r an, dass solche Primideale lJ und lJ' existieren und es sei 

q(al, q(b), q<cJ resp. die zu lJ gehörige I. P. K. von a. O, C, dann folgt aus a = b C 

nach Hilfssatz G (ii) q<a) = qlb)q(cJ und daraus ergibt sich nach Satz 4 q<c) = 

Danach setzen wir q<a) n D, = lJ:', 

v 2 N, so wird nach Hilfssatz 3 

q(b) r"\ I:"\ _ 11 /, q(c)" .',', = ,/7, 
I \ }l,)V-1-'\I , f \ ......_,,V t,°11 , 

E, = e, -f, für alle v ( i.! 2 N) , 

oder E, = e, - f, + 1 für alle v ( v > N) . 

1 

Andererseits sei lJ~e,\ die zu lJ' n 0,\ gehörige I.P.K. von a,\, so ist 

' b,\c,\ c bc n D,\ =an 0,\ = a,\ C lJ~e,\. 

I 

(16) 

(17) 

Da aber b,\ ctlJ~ ist, so ist c" C lJ~e,\. Nach unserer Annahme können w1r C, = 
E, , ( E-., , ) r-, lJ, C-.,, \.lv , C-., = ,u, setzen. Danach erhalten wir 

Wegen (\.l» c~) = 0, erhalten wir (lJ~, c:) = 0,\. Dann folgt aus (18) 

' lJ!' C lJ~e,\ d.h. E,h,+1h,+2· .. ···h"2e~. (19) 

\Väre nun E,=e,-f„ so wäre (e,-f,)h,+1h,+2"""h,\2e~. Da aber klar ist, 

dass e, = e~, J, > 1 ist, so hätten wir ( e~ - 1) h>+i h>+ 2 • • • • • • h" 2 e~, entgegen dem 



452 N. NAKANO 

Hilfssatz 1 (i). Deshalb muss E, = ev - Jv + 1 für alle ll ( ll 2 N) sein. Dann 

erhalten wir aus (19) 

Da aber nach Hilfssatz 1 (i) e~ > ( e~ - 1) hv+i hv+2 • • • • • • h,._ ist, so wird ev - Jv + 
1 > e~ - 1 . Aus e~ = e, folgt Jv < 2 und ferner ist Jv =¾= 0, weil Vv C lJv ist. Also 

ist f, = 1 für alle ll ( ll 2 N), folglich muss Ev = ev für alle ll ( ll 2 N) sein. soJ 

Danach fJvn,: liv" ist durch l);v+l-/v = l);v teilbar und [J,._n,\: li,\ ist auch durch 

Dabei ist l);v Cl)/,\ klar. Andererseits fJvav : Ov ist 

' ' durch i)~ev ( = l);v) teilbar und [J,._ !l,\: li,\ ist nach li,\ et lJ~, [J,._ et lJ~ genau durch lJ~e,\ 

' ' teilbar. Dabei ist klar dass l);v C lJ~e,\ ist. Danach muss l);v ( = l);>) durch das 

' Produkt lJ~,\lJ~e,\ teilbar.sein. 

(ii) Jetzt nehmen wir an, dass solches Primideal lJ existiert. Falls lJ) fJ 

ist, wegen lJ)li)n, setzen wir auch llv=lJ:vn~, (lJv, a:)=Dv; Vv=lJ(vo~, 

(lJv, l:,~)=Dv für alle v(v:Z:N), so wird nach unserer Annahme q<a>nDv=lJ;V, 

q<bJ n D, = l)(v. Danach erhalten wir sofort 

(20) 

Dann ist [),._a,._: li,\ genau durch lJ1,\-/,\+l teilbar und auch nach Voraussetzung 

ist [J,\n,\: I:,,\ durch lJ,\ teilbar, also ist e,\ - f,\ + 1 =¾=0, folglich nach (20) ev -f, + 

I=¾:=O. Da aber [),av: Vv genau durch lJ~v-/,+I teilbar ist, so muss fJvav: Ov 

durch lJv teilbar sem. Das ist nach Voraussetzung unmöglich. 

Falls lJ JJ fJ ist, wäre lJ) I:,) a, so hätten wir in gleicher Weise wie oben 

Beweis 

(21) 

Aus e,\-f,\=¾=0 folgt ev-J,=¾=0 und [),av:Vv wäre genau durch l);v-fv teilar. 

Also wäre fJ,ctv : I:,, durch lJv teilbar, das ist auch unmöglich. 

Danach muss lJ JJ li, lJ ) ct sem. Dann, wegen Clv C lJ,, setzen wir llv = lJ~v!l~, 

(lJv, a~)=Dv, so ist bvClJv, weil fJvnv:li,etlJ, ist. Ist 4,i{v die zu 4,1, gehörige 

I. P. K. von Vv und ist I:, = n q(~l, TE ~, wobei ~ eine Menge endlicher oder 
'T 

unendlicher Indexe bedeutet. Danach erhalten wir 

v n Dv = n (q(~~ n D,) = lJ{vv~, (4,Jv, o~) = D,. 
'T 

30) Daraus folgt q{a) = q(c) und q(b) = IJ, also ist q(a) = q(c) 1J = Q(a) IJ. 
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Also gibt es in der Menge ql~\, TE ~ eine zu l:J' gehörige I. P. K. q'(bl von b, 

derart, dass q'<h> n D. = 1:J{• ist. Dann ist für hinreichend grosses ).. ().. > JJ 2 N) 

aber av C bv C lJ f"\ Dv = l:J' f"\ Dv. 

Beweis von (i) 

Danach erhalten wir in gleicher Weise wie 

E~h>+ 1 hv+2 • • • • • • hi,_ 2 ei,_ ; E~ = e~ - f, oder e~ - J~ + 1 . 

Dabei ist E~ = e~ - f, unmöglich, wie in Beweis von (i). Wäre dann E: = e: -
f~ + 1, so würde e~ - /, + l = E: = 0, weil l),av : bv et. l:.lv wäre. Also muss Ci,_= 0 

sein, das ist nach lh C lJ f"\ DA unmöglich. 

Fassen wir unsere Ergebnisse zusammen, so besteht unsere Behauptung zurecht. 

Satz 5. Es sei a C b C lJ und sei q<a\ bzw. q<b> die zu demselben lJ gehörige I. P. K. 

von a bzw. b, und sei lJ der Durchschnitt von, sämtlichen Primidealen, derart, dass q<0 > : q<b' 

= q ist, so gibt es dann und nur dann C von der Art, dass a = b C genügt, wenn für jede 

zwei entsprechende q<0 >, q<h> ein drittes q<c> existiert, derart, dass q<a> = q<h> q<c> ist und ferner 

ist, wobei a,, =an D., b, = b n D., lJ. = lJ n D., J.) 2 N ist. 

Wir erhalten nach der Definition des Idealquotienten a:::) b ( a : b). Ist lJ 
damit ein Primidealteilar von a, so ist klar, dass b ( a : b) durch lJ teilbar ist. 

Ist lJ dagegen kein Primidealteiler von a, so wird, wegen a C b, b ct. l:J und wird, 

wegen a ca: b, a: b ct. l:J, also ist b ( a: b) keinesweg durch lJ teilbar. Danach 

hat fJ ( a: b) keinen Primidealteiler ausser dem von a. 

Bezeichnen wir nun die zu demselben lJ gehörigen I. P. K. von a, b, a: b 

resp. mit q<a), qCb), q. Es sei zunächst a C b C lJ und lJ :::P lJ, dann ist q<a) : q<hl = q. 
Da aber q<c) existiert, derart, dass q<a) = q<b) q<c) ist, so wird nach Satz 4 q(cl = 
q<aJ : q<0J. Danach ist q<c) = q, folglich q<al = q<b) q. Da aber q die zu lJ gehörige 

I. P. K. von a : b ist, so ist nach Hilfssatz 8 (i) q = q. Also muss q<a> = q<b) q sein, 

wobei q<b) q nach Hilfssatz 6 die zu lJ gehörige I. P. K. von b ( a : b) ist. 

Es sei zweitens lJ) lJ, so ist q<a) : q<b) = q. Aus q<a) = q<b) q<c) folgt nach Satz 

4 q<c) = q<al: q<bJ, folglich q<c) = q. Also erhalten wir q<a) = q<blq. Da aber nach 

Hilfssatz 8 (ii) q:::) q ist, so wird q<a) C q<bl q. Andererseits folgt nach Hilfssatz 

6 (i), (ii) aus a:::)b(a:b) q<al~q<b>q. Danach muss auch q<a>=q(blq sein. 

Es sei drittens lJ) a und lJ :::Pb, so muss auch die zu lJ gehörige I. P. K. von 

b ( a : b) gleich q<al sein. Denn, erhalten wir nach a Ca·: b ohne weiteres q<al c q. 

Umgekehrt ist a ein Element von q, so existiert ein Element t von der Art, dass 
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atEa:b, tEEV 

ist. Da aber 6 et V ist, so existiert ein Element s, derart, dass s E 6, s EI: p ist. 

Dann ist ats E a C q<a), ts EI: p. Also muss a E q<a), d. h. q C q<•> sein. 

Fassen wir unsere Ergebnisse zusammen, so haben a und 6 ( a : 6) ganz diesel­

ben Primidealteiler und jede der beiden haben die gleichen I. P. K., also muss 

a = f>(a: 6) sein, nämlich gibt es c von der Art, dass a = bc ist. 

Umgekehrt nehmen wir an, dass a = [Je gilt und setzen wir 

ij;._a,\: fj,\ = /lp~}1-f,._r+-l ff P~"::•-hm Jlp~~", A, > 1) 2N, (22) 
l m n 

so existiert zuerst nach Hilfssatz 9 (ii) kein Primideal p, derart, dass 

ist. 

Wenn p ) f>) a ist, dann bezeichnen wir die zu lJ gehörige I. P. K. yon a, 
b, c resp. mit q<0 >, q(hl, q<c>, so erhalten wir nach a = 6c und Hilfssatz 6 (ii) 

q<a) = q<bl q(c). Setzn wir q(a) n Dv =V~"' q(b) n D, = p[\ q(c) n D, = pf'' so wird : 

Ist V J) ij, dann erhalten wir E, = e, - J, und q<•l : q(b) = q, also ist 

\23) 

.Ist V ) ij, dann erhalten wir E, = e., - f., + l und q<a> : q<bJ = q, also ist 

(24) 

Wenn p) a, pJ?6 ist, dann gilt: 

Ist p, J? 6, für alle l.l ( l,) 2 N), so wird ohne weiteres 

(25) 

Ist t:J,(=t:in:8.,))6,)a., und µ,\(=t:in:8,..)!)6,\, so muss m gleicher Weise 

wie in Beweis von Hilfssatz 9 (ii) ein Primideal lJ' existieren von der Art, dass 

a„ C 6, C P' n D, ( = p n D, = µ,) und a,\ C Ih C P' n D ,\ ( = lJD ist. Dann ist nach 

Hilfssatz 9 (i) die zu µ., ( = p n D, = P' n D,) gehörige I. P. K. von ij, a, : 6„ durch 

das Produkt der zu p,\( =lJnD,\) undµ~( =\:)1 nD,\) gehörige I.P.K. von f),._a,\:6;.. 

teilbar : 

\ '.26) 
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Fassen wir unsere Ergebnisse zusammen ; Es gibt kein Primideal lJ, derart, dass 

ij, a,: [J, ct. lJ n D, und ij>- a,\: lh C lJ n D>- ist, und es besteht nach (23), (24), (25) 

d (26) d . T h d · d ,.,,e,,-/v,+I ,.,,e,J-f> j ,.,,e,k 1"n (22) durch un 1e atsac e, ass Je es von 1-'>i , 1-'> 1 , 1-'>k 

geeignete lJ~?i-f>-1+1, lJ~';,,m-f>-m, lJ~~n teilbar ist, und umgekehrt. Also muss 

sein. 

Schliesslich ist klar, dass nach a = O C und Hilfssatz 6 (ii), (iii) für jedes 

q(aJ und q\b) ein drittes q<cJ von der Art existiert, dass q<aJ = q<bJ q<cJ ist. 

Meinem hochverehrten Lehrer Prof. S. Mori spreche ich für seme vielfachen 

Anregungen zu dieser Arbeit meinem besten Dank aus. 
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Über die Produkte und Quotienten von [dealen in u.a.Z., loc. cit., 19 (1955), s. 239-253, 
ztliert mit "Nakano [9]". 
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