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Dans un precedent travail [6], ( 1 ) on a aborde une theorie des families
triples de transformations de Lie. Cet expose contient quelques resultats
concernant les families triples locales de transformations locales de Lie a r
parametres. On definira dans le paragraphe 1 <famille triple locale de trans-
formations locales de Lie J>, et on demontrera dans les paragraphes 2, 3 et 4
des theoremes fondamentaux dans cette theorie.

Pour terminer, je tiens a exprimer ma profonde reconnaisance a M. le
professeur K. MORINAGA, dont les conseils m'ont toujours ete utiles et les en-
couragements, souvent necessaires.

1. Definitions et notations. — Soient Vn une variete differentiable de classe
C~, de dimension n, Rr Γespace numerique reel dont Γorigine est designee par
0. On designera par x* (ί, /,.-., tout indice latin = 1, 2,•••, n) les coordonnees
locales differentiates de classe C°° de % dans Vn et par aa (α, β, •• , tout indice
grec = l ? 2, r) les coordonnees de a dans Rr.

DEFINITION. — Une famille triple locale de transformations locales de Lie
a r parametres J7~ operant sur Vn est un ensemble de transformations locales
fa {a 6 jRr) verifiant les axiomes suivants:

1° tout fa € J7~ est une application biunivoque de Vn dans Vn telle que
fa(χ) = f(χ, a) est une application differentiable de classe C°°3 d'un voisinage
ouvert de {0} x Vn dans Rr x Vm dans Vn; en utilisant les coordonnes locales
elle s'ecrit:

yi=fi

a(x)=fi(x,a);

2° il existe une application differentiable de classe C°° φ: U x U-^Rr, U
etant un voisinage ouvert de 0 dans R\ telle que

fa° fb° fa(x)=fc(x\ OU c = φ(a,b),

si les deux membres sont deίinis

3° il existe une application differentiable de classe C° ψ: U->R% telle que

(1) Les numeros entre crochet renvoient k la bibliographic situee k la fin de cet article.
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si les deux membres sont definis;
4° /o est Γapplication identique de Vn; c'est-a-dire que /*'(#, 0)=%* pour tout

χeVn;

5° dans le systeme de transformations locales

/==fOc, α), oύ a=(aa)

les parametres a* sont essentiels, c'est-a-dire non reductibles a un nombre
plus petit.

On considerera Γapplication φa\ ξ-+η = φ(a, ξ) de U dans U, φ(a, ξ) etant
defini dans un voisinage ouvert de {0} x U dans UxU. Alors on peut verifier
aisement que Γensemble de ces transformations locales φa est une famille
triple locale de transformations locales de Lie operant sur U. On Γappellera
^famille triple locale des parametres J> de J7~.

On designera par exp tX un groupe locale de transformations de Lie a un
parametre defini par la transformation infinitesimale locale X sur Vn.

2. Premier theoreme fondamental. — Soit Vn une variete diίferentiable
de dimension n. Supposons maintenant qu'un ensemble J7~ de transforma-
tions locales fa(a e Rr) soit une famille triple locale de transformations locales
de Lie a r parametres operant sur Vn. Alors, comme

(1) fa ° fb ° fa = / c , OU c = φ(d, b)

pour tout x e Vm on peut dire que le systeme des equations:

(2) ί f | ( Λ ,y ,6)=y~/ ί ( Λ > ό) = 0

est invariant par toute transformation:

(3)

c'est-a-dire que si F*(χ, y, fe) = 0, alors on a:

Fι(g(x, a\ f(y, a), φ(a9 δ)) = 0.

D'oύ on deduit immediatement que si F'(x, y, b)=0, alors il resulte:

3xj L 3 α

α Jα=o 3ŷ " L 3α^ Jα=o 36 β L 3αΛ Jα=o

Comme g*(f(χ, α), a)=χ\ on a:

(5) Γ 3gffe α) Ί + Γ 8gffe α) 1 . Γ df'(x9 a)
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oύ x=f(x, a); par suite on en deduit:

XΛ\ Γ 3g"z(%, ct) Ί Γ 3f\x, a)

*•• 3 β α J«=o L 3β Λ

car on sait que
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Γ dgXx, a) 1 = 8 ί
L 3 ^ _L = 0 '"

Si Γon pose

en vertu de (6), (4) s'ecrit:

(8) -&(*) 1 =°
Comme F'(Λ;, 7, b)^yi—fi{xi b), on obtient que le systeme des fonctions
/'(Λ, 6) est une solution du systeme d'equations aux derivees partielles

(9)

et il verifie la condition:

(10)

Si Γon pose

(11) χΛ = ^ ( Λ ) 3

/'(*, 0)=^.

9
e t BΛ = X*

cette condition encore peut etre enoncee comme suit: si F\x, γ, b)=yi—fi(x, b)
= 0, alors on a:

(12) ZΛF\x,y,b) = ^

De meme on voit aisement que le systeme de fonctions ηy = φy (b, ξ) est
une solution du systeme d'equations aux derivees partielles

(13)

et il verifie la condition:
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(14) φ^O,ξ) = ξ\

Maintenant nous allons demontrer que det \\XΛ(J>)\\Φ0 dans un certain
voisinage ouvert de 0 dans Rr. On sait de la definition de S~ que

Λ°/>(*)-/* °«r«(*)=o

pour tout x € W,W etant un ouvert de Vn c'est-a-dire que

(15) / (y, a) ~f (g (*, a\ φ (a, b)) = 0

oύ γ=f(χ, b); en derivant par rapport a a* il vient:

(16) 3 / ^ g ) - 3 / V ^ ) . VC^g) - 3 / ^ c ) . 3^8(^? fe) = 0

3βα dx/J da* 3cβ da*

oύ x=g(χ, a) (=fa1(χ)) βt c=φ(a, b). Pour a=b=ψ(b), on a alors:

x'=g(x, ψ(b))=fb(x)=y,

et par suite:

en posant a=b = ψ(b) dans (16) il en resulte:

(17)

^ ( % , a), ά)=xi, on en deduit:

(18)

D'apres (18), il s'ensuit de (17):

(19) f2δ£ - f M ^ i l i I _5Γ0^)_l = 0.

Mais, dans le systeme de transformations: zi=fi{y, α), les parametres a* sont
essentiels done de (19) il resulte:

(20)

En particulier, pour b=0 on a alors
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(21)

D'autre part, on sait:

(22)

ainsi on en obtient:

(23)

par suite:

(24)

Triples Locales <

f" 3cp- (β, 0)

v β f Π W Γ ^9

de Transformations Locales de Lie

"1 _
Jα = 0

8/ Γϊ\

9 (α, U)
OQ)

dέt 11X5(0)11=2'

2 § β

Jα = θ '
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Ainsi on a demontre que det ||%α(6)||=^=0 pour tout b dans un certain voisinage
ouvert de 0 dans Rr.

De plus, en utilisant ce fait et le fait que les parametres b sont essentiels,
d'apres (9) on peut montrer que les transformations infiniteβimales XΛ=

£iG*0~o~τ~ ( α = l , 2 , . , r) sont lineairement independentes.

Inversement supposons que le systeme de fonctions yi=f(χ, b) soit une
solution du systeme d'equations aux derivees partielles (9):

(9) ξi (y) + & (x) ^ ^
o3

oύ det ||X2(0)||=^=0, et il verifie: f(x, 0)=xi. Remarquons que, sous cette sup-

position, les transformations infinitesimales Xa=ξi(x)^rj-(a= 1, 2,.., r) sont

lineairement independantes, et par suite: %£(0) = 2δ£.

Alors on sait que le systeme d'equations Fι(x, y, b)=y{ — f(χ, δ ) = 0 est
invariant par toute transformation infinitesimale ZΛ ( α = l , 2, .•-, r); c'est-a-
di reque si F^x, y, 6) = 0, alors Z^ix, y, 6) = 0, oύ Za=-

ξ*(%)-7^> 7 , = ^ ( r ) A et Ba=Xβ

a{b)^-^. Cette condition est equivalente
ox1 oyι σbp

a ceque le systeme d'equations yι —f (χ> b) = 0 soit invariant par toute trans-
formation exp tZΛ:

(25) : / - e x p (tYΛ)y,

,bf = exj) (t Ba)b;

(voir [3], 63, Theoreme [17.2]). En outre, elle est enonce comme suit:

(26) exp tXΛ o fb o exp tXa(x) =fb, (x\
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oύ bf = exp t BΛQ>). En particulier, pour 6=0 on en deduit:

(27) exv2tXa(x)=fb,(x\

oύ ό' = exp tBΛ(O) (=[exp tBΛ(b)~]b=0). De (26) et (27) il resulte:

(28) exp fXr o exp f'ιXr_ι °...° e χ p tλXι°

° exp tιXλ o. .o exp f~ιXr^ι ° exp fXr(x) =fc{χ)>

oύ

(29) c=exp * r 5 r o exp f'ιBr^ o...o exp ̂ ( 0 ) .

D'autre part, on voit aisement:

(30) /(O)-det

car, de (29) on deduit:

r 3cβ(0, ...,o, f , o , ...,o)

Ainsi, pour tout c dans un voisinage assez petit de 0 dans Rr, fc(χ) s'ecrit
d'une maniere et d'une seule sous la forme (28).

Si Γon pose fc= ft oύ t=(f\ il est clair que /0 est Γapplication identique
de Vm et que/Γ1^/-/. En outre, pour/ί et/5, on peut montrer facilement: fs °
f* ° fs—fki en utilisant (26) et (27). Done, le systeme de transformations fb est
une famille triple locale de transformations locales de Lie a r parametres
operant sur Vn.

Ainsi, on a etabli le premir theoreme fundamental:

THEOREME 1. — Soit Vn une variete differentiate de dimension n. Pour
qu'un ensemble S~ de transformations locales fa (a 6 Rr), f0 etant Γapplication
identique de Vn, soit une famille triple locale de transformations locales de Lie
a r parametres operant sur Vn, il faut et il suffit que le systeme d'equations yι

=/'(#, b) (=fi(χ)) soit une solution du systeme d'equations aux derivees parti-
elles de la forme:

oύ det

Alors, pour tout c dans un voisinage assez petit de 0 dans R\ fc s'ecrit
d'une maniere et d'une seule sous la forme:

I/C = e x p fXr 0...0 e x p txXχ ° e x p tιXx 0...0 e x p fXr9

c = e x p fBr ° e x p tr~λBr_λ °...° e x p ^.BiCO),
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^τ et βα = 3
ob

En particulier, dans le cas oύ r = l, on a le corollaire suivant:

COROLLAIRE. — Soit Vn une variete diffέrentiable de dimension n. Une
famille triple locale de transformations locales de Lie ά un parametre sur Vn

est un groupe local de transformations locales de Lie a un parametre sur Vn.

REMARQUE. — Supposons qu'un ensemble J7~ de transformations locales fa

(a e Rr) soit une famille triple locale de transformations locales de Lie a r pa-
rametres operant sur Vn. On sait alors que si F{(x, y, b)=yi—fi(x, δ) = 0, alors
il resulte: ZaF

{(x, y, δ) = 0, et par suite e*ZΛF
i(x, y, δ) = 0, oύ Za= — XΛ + 7Λ +

5Λ et eΛ = const. II en resulte:

(31) exp t(e"XΛ) ° fi ° exp <eΛXΛ)=/δ,,

oύ &' = exp te*Ba(b). En particulier, pour δ = 0 o n a :

(32) exp 2t(eaXa)=fc, oύ c=exp te*Ba(O).

Si Γon pose 2ίe* = λΛ, on a alors:

(33) /c = expλΛXΛ, oύ c=<

On en deduit:

(34)

ce qui entraίne

(35) J(O) = dέt

Ainsi, on obtient que, pour tout c dans un voisinage assez petit de 0 dans Rr, fc

s'ecrit d'une maniere et d'une seule sous la forme:

(36) /c = expλΛXΛ, oil c=exp i X«Ba(0).

3. Second theoreme fondamental. — Supposons qu'un ensemble S~ de
transformations locales fa(a e Rr) soit une famille triple locale de transforma-
tions locales de Lie a r parametres operant sur Vn. Alors on sait de (13) et
(14) que, si cy=φy(a, 6), alors on a:

(37) Xl (c) + %g (b) - 1 ^ - - χ2 (α) - I V = 0

et φ1 (0, 6)=b\ oύ %% (6) = Γ J f e - ^ - 1 et X|(0)=2δS. Cette condition (37)
L da Ja-o

s'ecrit aussi comme suit:
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(38) Λ(c γ )-β«(c γ ) = Cα(cγ),

oύ A*=Xl ( α ) - ^ - , B β =XS(δ)-J Γ et C Λ = % S ( c ) ^ ; on en deduit:

(39) [ [Λ, 4,], Λ ] ( c v ) - [ [ 5 « 5 P ], B v ](c v )=[[C, Cβ], Cγ](cv).

D'autre part, comme det ||%£(α)|| =̂ =0 pour tout a dans un certain voisinage de
0 dans Rr, il existe un systeme des fonctions differentiables kaβy

λ(ά) de a, telles
que

(40) β

D'apres (39) et (40), on en deduit:

(41) W ( « ) A(cv) - ka

en posant dans (41):

il resulte que, pour c=φ"{a, b) on a:

(42) &*/ («) - Vβvλ (c)) ̂ x (cv) - ( ^ v

λ (ft) ~ ^βvλ (c)) SΛ (CV) = 0.

En particulier, si α=0, alors c=φ(0, b), il en resulte:

(43) (W(0)-W(δ))X«(0)Γ-fVl =0.

Mais, on sait:

de (43) on deduit:

(44) 2(fcΛ P/(0)- 4^λ(6))Xj:(&) = 0.

Comme det ||XI(6) || =̂ =0, on voit alors:

(45) fcΛβ/ (6) = kaβy

λ (0) - caβy

λ=const.

Ainsi, on obtient:

(46)

c'est-a-dire que le systeme de transformations infinitesimales AΛ(a=l, 2,..., r)
est un systeme triple de Lie.

De plus, (12) s'ecrit comme suit:

(47) YΛ(
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pour/=/(*, 6), oύ Xa=H(χ)~f, Y.-Uiy)-^- et 5Λ=x2(fe)^-. De (47)
dxJ dyJ Ob-

il resulte:

(48) [£YΛ9 Yβl Fγ] (/)Hh[[XΛ, Xβ], Xγ] (/>[[£«, Bβl £γ] (/)•

Utilisant (47) et (46): [[£Λ, 5β], 5γ] = cΛβγ

λ £λ, de (48) on en deduit:

(49) [£YΛ, 7β], 7γ] (/) + [£XΛ, Xβ], Xγ] (/) = cΛβ/(yλ(

pour γt=fi(x, b). En posant b = 0 dans (49), il en resulte:

(50)

Ainsi, on peut dire que le systeme de transformations infinitesimales XΛ est
un systeme triple de Lie, qui est isomorphe au systeme triple de Lie {Aa}.

Inversement supposons que le systeme % de transformations infinitesi-
males Xa(a=l, 2, ..., r) sur Vn soit un systeme triple de Lie. Considerons
Γalgebre de Lie © = % + [£, 2] de transformations infinitesimales sur Vn.
D'apres le second theoreme fundamental de Lie, on sait qu'il existe un groupe
local de transformations locales de Lie S^ sur Vn, dont Γalgebre de Lie est ©.
En considerant ^ , © et 2 respectivement comme un groupe de Lie<Jabstrait;>
G, son algebre de Lie g, et un systeme triple de Lie t contenu dans g, par un
raisonnement analogue a celui de G. D. Mostow ([4], 37-38, Theoreme 1, voir
aussi [5], 173-174, Lemm 4), on voit aisement que exp t C G est une famille
triple locale de Lie, e'est-a-dire que si e, fe exp t, alors e fe e exp t. Encore,
si Γon considere G comme le groupe local de transformations locales de Lie
& operant sur Vn, on conclut que exp %CS? est une famille triple locale de
transformations locales de Lie operant sur Vn. Ainsi on a le second theoreme
fundamental:

THEOREME 2. — Soit {Xa} un systeme de transformations infinitesimales
locales sur Vn. Pour que Vensemble {exp λΛXα} soit une famille triple locale de
transformations locales de Lie sur Vn, il faut et il suffit que le systeme {Xa}
soit un systeme triple de Lie.

REMARQUE.—Comme on le voit aisement de la demonstration du Theoreme
2, une famille triple locale de transformations locales de Lie J7~ operant sur
Vn est contenu dans un groupe local de transformations locales de Lie %?
operant sur Vn.

4. Troisieme theoreme fondamental. — Supposons qu'un ensemble de
transformations infinitesimales locales Xa(a = l, 2, , r) sur Vn soitun systeme
triple de Lie. II existe un systeme des constantes reells cΛ8γ\ telles que

(51) β

On peut voir aisement que le systeme des constantes cΛβy

λ verifie les conditions
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suivantes:

Caβy -t-Caβy = U,

(52) CΛβy + C s γ Λ ~\-Cyaβ = 0 ,
j

Inversement supposons qu'un systeme des constantes reelles caβy

λ verifie
les conditions (52). Considerons un espace vectoriel reel m, dont la base est
designee par {ea; α = l , 2,• ••, r}. Si Γon definit un triple produit par la suite:

(53) [eΛ eβ e γ ] = cΛβΎ

λ e λ .

De (52) on voit alors que, par la donnee de ce triple produit, m est un systeme
triple de Lie. Un tel systeme triple de Lie peut etre plonge biunivoquement
dans une algebre de Lie g, de fagon que le triple produit [u v w] dans m
coincide avec le produit \Ju «?], w] defini dans g ([7], 109, Theoreme 2. 1).
D'apres le Theoreme de Ado-Cartan ([1] et [2]), on sait que Γalgebre de Lie
g possede une representation fidele; il en resulte que le systeme triple de Lie
mCg possede aussi une representation fidele. Autrement dit, il existe un
systeme de transformations infinitesimales locales XΛ sur une variete differ-
entiable Vm tel que

(54)

Ainsi, on a le troisieme theoreme fondamental:

THEOREME 3. — Pour qu'il existe r transformations infinitesimales locales
independantes XΛ sur une variete differentiates Vm satisfaisant aux relations:

ilfaut et il sujfit que les constantes cΛ8γ

λ satisfassent aux relations (52).
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