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Sur les Familles Triples Locales de
Transformations Locales de Lie
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(Regu le 17 septembre 1961)

Dans un précédent travail [6],"” on a abordé une théorie des familles
triples de transformations de Lie. Cet exposé contient quelques resultats
concernant les familles triples locales de transformations locales de Lie a r
parameétres. On définira dans le paragraphe 1 <famille triple locale de trans-
formations locales de Lie >, et on démontrera dans les paragraphes 2, 3 et 4
des théorémes fondamentaux dans cette théorie.

Pour términer, je tiens a exprimer ma profonde reconnaisance a M. le
professeur K. Morinaca, dont les conseils m’ont toujours été utiles et les en-
couragements, souvent nécessaires.

1. Définitions et notations. — Soient V,, une variété différentiable de classe
C>, de dimension n, R” I’espace numérique réel dont ’origine est désignée par
0. On désignera par « (i, j,---, tout indice latin=1, 2,..., n) les coordonnées
locales différentiables de classe C” de x dans V7, et par «” («, 3, -, tout indice
grec=1, 2,...7) les coordonnées de « dans R".

Dermnirion. — Une famille triple locale de transformations locales de Lie
ar parametres .7 opérant sur ¥, est un ensemble de transformations locales
fa (@ € R") vérifiant les axiomes suivants:

1° tout f, € .7 est une application biunivoque de ¥, dans V, telle que
fa(x) = f(x, a) est une application différentiable de classe C~, d’'un voisinage
ouvert de {0} x ¥V, dans R"xV,, dans V,; en utilisant les coordonnés locales
elle g’écrit:

y'=fo@)=f'(x a);

2° il existe une application différentiable de classe C* ¢: Ux U—>R’, U
étant un voisinage ouvert de 0 dans R’, telle que

fa °ﬁz Ofa(x):fc(x); ou Cz?(‘% b)a

si les deux membres sont définis;
3° il existe une application différentiable de classe C* y: U—R’, telle que

f; 1<x) :f;(x)9 ou & =‘J’(a),

(1) Les numéros entre crochet renvoient a la bibliographie située 4 la fin de cet article.
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si les deux membres sont définis;

4° f, est I'application identique de V,; c’est-a-dire que fi(x, 0)=x«" pour tout
x € V,,;

5° dans le systéme de transformations locales

y'=f(x,a), ou a=(a")

les paramétres o«® sont essentiels, c’est-a-dire non réductibles & un nombre
plus petit.

On considérera Vapplication @,: E>n=p(q, £) de U dans U, ¢(q, £) étant
défini dans un voisinage ouvert de {0} x U dans Ux U. Alors on peut vérifier
aisément que Pensemble de ces transformations locales ¢, est une famille
triple locale de transformations locales de Lie opérant sur U. On Pappellera
Zfamille triple locale des paramétres> de .7 .

On désignera par exp ¢X un groupe locale de transformations de Lie 4 un
paramétre défini par la transformation infinitésimale locale X sur V.

2. Premier théoréme fondamental. — Soit 7, une variété différentiable
de dimension n. Supposons maintenant qu'un ensemble .7~ de transforma-
tions locales f,(a € R") soit une famille triple locale de transformations locales
de Lie & r paramétres opérant sur V,. Alors, comme

(1) fa °ﬁ7 °fa:fc; ou c=¢(a, b)
pour tout x € V,, on peut dire que le systeme des équations:
(2) Fl(xs Y, b) Eyl _"ft(x: b):O

est invariant par toute transformation:
x' =g.(x) (=f'(x)),
3) Cy' =fa(y),
Lb':%(b) (=gp(a, b));
c’est-a-dire que si F(x, v, b)=0, alors on a:
Fi(g(, a), f(y, @), p(a, b)=0.
D’ol1 on déduit immédiatement que si F(x, y, b)=0, alors il résulte:

4) @’_{ %g'(x, a) ]H) + 9!‘1[ of (y, a) ] n a_Fi[ML —0.

Gl a® oy U 2g®  da-o 00 Aa® -0

Comme g'(f(x, a), a)=x«', on a:

® [T L
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ou %=f(x, a); par suite on en déduit:

©®) [=d] —-[F&2]

car on sait que

Si I'on pose
afj(x: (l) 7
L | =ae),

[2eb] —xe),

M

en vertu de (6), (4) s’éerit:

F* L xp@)°F

E (x i ()2 -
®) @) 7 TR a0

J

oF?
Ox

Comme Fi(%, y, b)=y'—fi(x, b), on obtient que le systeme des fonctions y'=
fi(=, b) est une solution du systéme d’équations aux dérivées partielles

__XE)- Y —,

i 7 oy i
® m(y) +E4(x) o abe—

et il vérifie la condition:

(10) fix, 0)=x".
Si Pon pose

i,y O _sion D B 2
(11) Xw—gw(x) W » Yo &(}’)Tyl et B, Xa(b) 0% °

cette condition encore peut étre énoncée comme suit: si Fi(x, y, b)=y"—f(x, b)
=0, alors on a:

(12) Z,Fi(x, y, b)=0,

ou Z,=—X,+Y,+B,.
De méme on voit aisément que le systéme de fonctions 7" = @” (b, &) est
une solution du systéme d’équations aux dérivées partielles

) X2 o) +XE®) 2L —XE®) 2

oF =0,

et il vérifie la condition:
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(14) P (0, H=E".

Maintenant nous allons démontrer que dét ||[X2(b)||=~0 dans un certain
voisinage ouvert de 0 dans R”. On sait de la définition de .9 que

fa Ofb(x)_—fc ° ga(x>:0
pour tout x € W7, W étant un ouvert de V,; c’ést-a-dire que
(15) (s &)~ f(g(x, @), pla, b)=0
ou y=f(x, b); en dérivant par rapport a a” il vient:

a6 FGo _ G | Wwmd _ w0 | )
oa® ox'7 oa® oc? oa®

3

ol «' =g (x, a) (=f7'(x) et c=p(a, b). Pour a=b=1(b), on a alors:
x' =g (%, Y (0)=fi (%)=,
c=p((b), b)=1(b),

et par suite:
f&s )=f(y, v (0)=g(y, b);

en posant a=>5=+(b) dans (16) il en résulte:

17 [,,i’a(iﬁ,ﬂ]a:d’(b) — [Efi(%_“l . EM] e

oy’ Sa”
[Fwa)| L [weh]
.o ¢=d(b) Qa® a=¢(5)
Comme f(g(x, a), a)=4«', on en déduit:
(18) e | e | e
oy da® da®
D’apres (18), il s’ensuit de (17):
y 8 ___ 8@6(a9 b) | [ afi(y, (l) —_
a9 {st [779(57 ,Jamb(b)} li—aaﬁ‘_*]aab(b) 0.

Mais, dans le systéme de transformations: z'=f(y, a), les parametres a® sont
essentiels; donc de (19) il résulte:

094, b) — 258
(20) [ Oa” Ja:dz(b) 2oa-

En particulier, pour =0 on a alors
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@ [0 o

D’autre part, on sait:

= 0= [0

ainsi on en obtient:

23) X3(0)=25%;
par suite:
(24) dét ||X£(0)]|=2"0.

Ainsi on a démontré que dét | X5(b)||=~0 pour tout b dans un certain voisinage
ouvert de 0 dans R’.

De plus, en utilisant ce fait et le fait que les parameétres b sont essentiels,
d’apreés (9) on peut montrer que les transformations infinitésimales X,=

£L(x) 82" (=1, 2,..., r) sont lindairement indépendentes.

Inversement supposons que le systéme de fonctions y'=f*(x, b) soit une
solution du systéme d’équations aux dérivées partielles (9):

i NG T TN S
C)] () +E.(x) =7 X&(b) = 0,

ot dét |[X5(0)]|=40, et il vérifie: f'(x, 0)=4'. Remarquons que, sous cette sup-

o (a=1,2,., ) sont

position, les transformations infinitésimales X,=£% (x)

linéairement indépendantes, et par suite: X2(0)=25%.

Alors on sait que le systéme d’équations F'(x, y, b)=y'—f(x, b)=0 est
invariant par toute transformation infinitésimale 7, (=1, 2, ..., r); c’est-a-
dire que si F(x, y, b) =0, alors Z,Fi(x, y,b) =0, ot Z,= —X,+ Y, +B,, X,=

£i(x) i Yo=EL(y) é%- et B,=XE5() 9 Cette condition est equivalente

oxi b8’
a ce que le systeme d’équations y*—f*(w, b)=0 soit invariant par toute trans-
formation exp ¢Z,:

(x' =exp (—tX,)x,
(25) ' y'=exp (:Y.)y,
Ib’=exp (¢ Bo)b;

(voir [3], 63, Théoréme [17.27]). En outre, elle est énoncé comme suit:

(26) exp tX, ° f5 o exp tX,(x) =f (%),
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ou b’'=exp ¢ B,(b). En particulier, pour 5=0 on en déduit:
@2n exp 2tX, (%) =fy (x),
ot b’ =exp tB,(0) (=[exp B, () Js-0). De (26) et (27) il résulte:
(28) expiX,cexpi "X, qo...cexp ' X;o
o exp t'X; o...o €Xp ¢ 7IX, 1 o exp ¢’ X, (%) =/, (x),
ou
29 c=exp t'B, > exp t""'B,_; ... exp £'B; (0).
D’autre part, on voit aisément:

o
ot lt-0

(30) J(0)=dét

=27 40,

car, de (29) on déduit:

[7808(0, =5 0,1%0,..,0)

— B — 98B
o ],u XE(0)= 258,

Ainsi, pour tout ¢ dans un voisinage assez petit de 0 dans R’, f.(x) s’écrit
d’une maniere et d’une seule sous la forme (28).

Si on pose f.=F; ot t=(:*), il est clair que f, est Papplication identique
de V,, et que f;'=f_,. En outre, pour f; et f,, on peut montrer facilement: f; -
fi o fs=fi en utilisant (26) et (27). Done, le systéme de transformations f, est
une famille triple locale de transformations locales de Lie a r parameétres
opérant sur V.

Ainsi, on a établi le premir théoréme fondamental:

TuaiorEME 1. — Soit V, une variété différentiable de dimension n. Pour
qu'un ensemble .7~ de transformations locales f, (a € R"), fo étant Uapplication
identique de V,, soit une famalle triple locale de transformations locales de Lie
a r paramétres opérant sur V,, il faut et il suffit que le systéme d’équations y’
=fi(x, b) (=f}(x)) soit une solution du systéme d’équations aux dérivées parti-
elles de la forme:

i i o' N
L)LY —xe®) Y =0,
EL(y)+EL(x) — ®) =

ot dét || X£(0)]|0.

Alors, pour tout c dans un voisinage assez petit de 0 dans R’, f, s’écrit
d’une maniere et dune seule sous la forme:

{ =exp t'X, o...o exp t' X1 o exp t' X o...c exp ' X,

c=exp t'B, o exp " "'B,_; ..o exp #'B; (0),
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y i ] )
ou Xm:Ew(x)—a—xT et Bw=Xg(b)§I)?_
En particulier, dans le cas ott r=1, on a le corollaire suivant:

COROLLAIRE. — Soit V,, une variété différentiable de dimension n. Une
famgdlle triple locale de transformations locales de Lie a un paramétre sur V,
est un groupe local de transformations locales de Lie a un paramétre sur V,.

RemMARQUE. — Supposons qu'un ensemble .7~ de transformations locales f,
(a € R") soit une famille triple locale de transformations locales de Lie a r pa-
ramétres opérant sur ¥,. On sait alors que si F'(x, y, b)=y'— f'(x, b)=0, alors
il résulte: Z, F'(x, y, b)=0, et par suite ¢*Z,F'(x, y, b)=0, ot Z,=—X,+Y,+
B, et e*=const. Il en résulte:

3D exp 1(e*Xy) © f5 o exp 1(e*Xo)=f3,
ou b’ =exp e” B,(b). En particulier, pour 6=0 on a:

(32) exp 2t(e*X,)=1f., ol c=exp e”B,(0).
Si 'on pose 2te*=\%, on a alors:

(33) fe=exp \*X,, ou c=exp # A"B,(0).
On en déduit:

aC‘B(O, ) O; 7\‘&) 0’ ) 0) —1vB ——SB.
(34) | o | .. —txe@=s
ce qui entraine
B
(35) J(0)=dét\ of | _aet)[3xE©)] =1.
N {la=0

Ainsi, on obtient que, pour tout ¢ dans un voisinage assez petit de 0 dans R’, f,
s’écrit d’une maniére et d’une seule sous la forme: '

(36) fe=exp \*X,, o c=exp 3 \*B,(0).

3. Second théoréme fondamental. — Supposons qu'un ensemble .7~ de
transformations locales f,(z € R”) soit une famille triple locale de transforma-
tions locales de Lie & r parameétres opérant sur V,. Alors on sait de (13) et
(14) que, si ¢"=¢"(a, b), alors on a:

aocY

37 HMORNHORS-S

ocY
B —
X5 (@) = 0

3
et 070, b)=b", ott XE(d) = [ 2@ D) T o x£(0)=288. Cette condition (37)
? oa” 0

g’écrit aussi comme suit:
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(38) Ay (") = By (") = Co (),
oit Aw:xg(a)%;, B,,,:X,f(b)% et szxf:(c)—a%; on en déduit:
(39) [[Add AB]: Av] (Cv) - [[Ban BB]a By] (CV): [[Cm CB]) Cy] (Cv)-

D’autre part, comme dét [[X%(a)| =0 pour tout a dans un certain voisinage de
0 dans R’, il existe un systéme des fonctions différentiables k,g,"(a) de a, telles
que

(40) [[Am AB]’ A’Y]:kaY'\ (a> A,.
D’apres (39) et (40), on en déduit:
(41) Fugy (@) Ax(€") = kupy (B) B(€") = krapy* (©) Cr ()

en posant dans (41):
()= () =B (),
il résulte que, pour ¢’=¢’(a, b) on a:
(42) (Frapy (@) = kagy () AN (") — (kapy™ (B) — kagy () Br(c") = 0.

En particulier, si a=0, alors c=g¢(0, b), il en résulte:

43) (g (0) — gy (B))X2(0) [_;3;:4] "y

Mais, on sait:

A0}

XO=28, [ 5]

de (43) on déduit:

(44) 2 (kagy (0) — Fagy (B) XX (B) = 0.
Comme dét ||XX(b)||=~0, on voit alors:

(45) Eagy™ (b) =kugy* (0) =c,p," =const.
Ainsi, on obtient:

(46) [[ 4 451, 4] =Capy 4

c’est-a-dire que le systeme de transformations infinitésimales 4,(¢=1,2,...,r)
est un systéme triple de Lie.

De plus, (12) s’écrit comme suit:

(47) Y. (yi) + X, (yi) =B, (y’)
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9 . De (47)

S . . 2 . 2
our y'={f"(x, b), ol X,=&2(x)——, Y,=&(y)—— et B,=XE(b
pour y'=f"(x, b) &i(x) o &a(y) By ) =~y

il résulte:

(43) [[Ye Yel, Yo1 () +[[Xa Xol, X,] () =[[Bas Bsl, By ().
Utilisant (47) et (46): [[Ba, B, B,]1=cus, By, de (48) on en déduit:
(49 [[Ya Yel, ¥,] (0)+[[Xas Xal, X, (5)=cagy* (Vi (y) + X (5)),
pour y'=f(x, b). En posant b=0 dans (49), il en résulte:

(50) [[Xa, Xpl, Xy ]=cagy" X

Ainsi, on peut dire que le systéme de transformations infinitésimales X, est
un systéme triple de Lie, qui est isomorphe au systéme triple de Lie {4.}.

Inversement supposons que le systeme ¥ de transformations infinitési-
males X,(a=1, 2, ..., r) sur V, soit un systéme triple de Lie. Considérons
lalgébre de Lie =% + [T, T] de transformations infinitésimales sur V,.
D’apres le second théoréeme fondamental de Lie, on sait qu’il existe un groupe
local de transformations locales de Lie & sur V,, dont ’algébre de Lie est ©.
En considérant &, & et T respectivement comme un groupe de Lie<abstrait>>
G, son algebre de Lie g, et un systéme triple de Lie t contenu dans g, par un
raisonnement analogue a celui de G. D. Mostow ([4], 37-38, Théoréme 1, voir
aussi [5], 173-174, Lemm 4), on voit aisément que exp tCG est une famille
triple locale de Lie, c’est-a-dire que si ¢, f€ exp t, alors e fe € exp t. Encore,
si 'on considére G comme le groupe local de transformations locales de Lie
& opérant sur V,, on conclut que exp TCZ est une famille triple locale de
transformations locales de Lie opérant sur 7,. Ainsi on a le second théoréme
fondamental:

TutoriEME 2. — Soit {X,} un systéme de transformations infinitésimales
locales sur V,. Pour que 'ensemble {exp \*X,} soit une famalle triple locale de
transformations locales de Lie sur V,, il faut et il suffit que le systéme {X,}
soit un systéme triple de Lie.

RemMarQUE.—Comme on le voit aisément de la démonstration du Théoréme
2, une famille triple locale de transformations locales de Lie .9~ opérant sur
V, est contenu dans un groupe local de transformations locales de Lie &
opérant sur V,.

4. Troisi¢me théoréme fondamental. — Supposons qu’un ensemble de
transformations infinitésimales locales X,(a=1, 2,..., r) sur V, soit un systéme
triple de Lie. Il existe un systéme des constantes réells c,q,", telles que

(51) ([ X Xpl, Xy]=casy™ X

On peut voir aisément que le systéme des constantes c,q,* vérifie les conditions
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suivantes:
' Cw.evv + Cvav =0,
(52) Cw.va + C.vav + Cwﬂy =0,
|
} C)\,u.v‘r Cw,syv = C)\nwv CvByo- + CAMBV wao + C)\,uyv Cm_sva-

Inversement supposons qu'un systéme des constantes réelles c,g,* verifie
les conditions (52). Considérons un espace vectoriel réel m, dont la base est
désignée par {e,; a=1, 2,..., r}. Si Pon définit un triple produit par la suite:

(53) Lew s ey ]=cus,™ €r.

De (52) on voit alors que, par la donnée de ce triple produit, m est un systéme
triple de Lie. TUn tel systéme triple de Lie peut étre plongé biunivoquement
dans une algebre de Lie g, de facon que le triple produit [u v w] dans m
coincide avec le produit [[u v], w] défini dans g ([7], 109, Théoréme 2. 1).
D’apres le Théoreme de Ado-Cartan ([1] et [2]), on sait que 1’algébre de Lie
g posséde une représentation fidéle; il en résulte que le systéme triple de Lie
mCg posséde aussi une représentation fidele. Autrement dit, il existe un
systeme de transformations infinitésimales locales X, sur une variété différ-
entiable 7, tel que

(54> [[Xw’ XB]’ X‘Y:] :Cws'y}\ X
Ainsi, on a le troisiéme théoréme fondamental:

TutoriMe 3. — Pour qu’il existe r transformations infinitésimales locales
indépendantes X, sur une variété différentiables V,, satisfaisant aux relations:

[[Xw: XB], XY]:CwByA X)o

il faut et il suffit que les constantes c,g," satisfassent aux relations (52).
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