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Soit un espace linéaire sur
le corps des nombres réels ou
complexes. Une fonctionnelle N(x)
convexe et non-négative sur E
stappelle une pseudo-norme si elle
satistait & 1'égalité N(ox x) =
lx| N(x) pour tous les nombres «
et xeE. Une fonctionnelle 1liné-
aire f(x) sur E est appelée
bornée (N), si 1'inégalité

f(x) < C+N(x)
est toujours remplie par un cer-
tain nombre fixe C > 0, quel que
soit 1'élément x € E.

L'ensemble P de toutes les
fonctionnelles linéaires sur E
bornées (N) pour une certaine
pseudo-norme fixée N constitue
évidemment un espace linéaire qui
est nommé "pseudo-norm set" par
M. G.W.,Mackey. Il a établi, dans
son mémoire, le théordme suivant
trés intéressant (cf. la note):

Etant donnés deux "“pseudo-norm
sets" Py, Po, le plus petit
espace linéairg formé des fonc-
tionnelles 1linéaires sur E et
contenant P3, P2, gqui se note

Py + Po, est aussi un "pseudo-
norm set".

Il y a d'autre rorme de ce
théordme. Observons que s'il sont
données deux pseudo-normes Nj(x),
No(x) sur E, la fonctionnelle
N(x) donnée par N(x)= Ni(x) +
No(x) pour tous les xe¢E est
aussi une pseudo-norme, que l'on
pourrait écrire N=Nj] + N2.
Alors, le théordme s'énonce ainsi:

Théoréme: Si la fonctionnelle

linéaire f(x) sur E gest bornée
(N; + Np), elle est la somme de

deux fonccionnelles lindaires

f1(x), fo(x) sur E, chacune est
Ny)_et ( Ng )__respective-
ment.

Dans cette note nous donnons
une démonstration directe de son
théoréme sous cette forme.

En premier lieu, nous pouvons
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admettre que f(x) est bornée ni
pour (N1) ni pour (N2). Sous
cette convention le sous-espace
linéaire est fermé par rapport a
la pseudo-norme Nj + No, mais il
ne l'est pas pour aucune des
pseudo-normes Nj et Ng, Par
conséquent, si nous étendons dans
E ce sous-espace M comme &tre
fermé par rapport & la pseudo-
norme N} ou Ng, c'est nécessaire-
ment 1dentique A E. Donc, pour

un élément X, € M arbitraire mais
fixé, on peut choisir deux sulites

d'éléments de M, X3, Xo, ... et
J1s Y2, e+ telles que I'on a
lim WNy(x, - x5) = o0,
n-e
lim N - X = 0.
B 2(¥p o)

Dfautre part considérons dans

M ces pseudo-ncrmes N3, No et
les désignons par Ny, ﬁ . Alors
la fonctionnelle WN(z) sur M

définie comme

N(z) = in.t‘{ﬁl.(zl) -+ ﬁe(zz) ;

2}

est aussi une pseudo-norme sur M.
fvidemment W(z) € Ny(z), Ng(z)
pour tous =z eM, donc 1es suites
X1, Xo, NS4 ..o Sont des
suites de Cauchy sufvant cette
pseudo-norme N, et, par suite,

X1 = ¥1, X2 ess 1ltest aussi,
Mais cette derniére ne converge
pas vers 0. En effet, pbur les

Xn = ¥p (n=1, 2, ...) 11 existe
des 1z, € M tels que

21,22 € N, Zl + 22A=

oo

Ni(xp = 2zp) + No(z, - yp)

< N(xy - yp) + 270

par conséquent
(Ny#+N) (zn=Xo) = N1 (2= ) +Np(24-%o)
€ N (xp=Xo)+N7 (xn=20)+No(yp=X0)

+No(2n-yy)



$ Ny (xp=x5 1t No(Fp=%o )+ N (xp-y,)
+2°R

Or, si la suite x; - y1, X3 =~ ¥g,
«se convergalt vers O suivant ?a
pseudo-norme N, cette inégalité
impliquerait que

%gmm (N1 +N2)(2zp = xo) = O.

Mais cela est évidemment une con-
tradiction, car 2z, €M et M
était fermé par rapport a la
pseudo-norme Nj + Ng.

Posons maintenant
M= {z; zeM, Nz)=0} .

Alors Ml est un sous-espace de
M, et on peut former 1l'espace
quotient (algébrique) -M=M/M;.
Lt'image d'un élément 2z e M,
ctest-a-dire la classe suivant M;
qul contient 1'élément 2z, sera
notée par Z. Une pseudo-<norm se
laisse introduire dans M trés
naturellement de la pseudo-norme

N sur M, car pour 2zj, 2zp € M,
appartenant & la_méme classe sui-
vant M;, on a N(z7)=N(2zp);

de plus, il est clair que cette:
pseudo-norme fournit, en réalité,
une norme sur M, La suite d'élé-
ments X -~ §1, X2 - ¥2, ... forme
une suite de Cauchy suivant cette
norme, mais cela n'est pas conver-
gente vers 0, parce qu'elle ne con=-
verge pas vers 0 dans M.

Alors on peut établir l'exi-
stence d'une fonctionnelle linéaire
Z sur M qul est bornée (N) et
qui satisfait & la condition

11 g(Xy, = ¥p) #0.
nome &(%n - ¥n)

Par la multiplication d'un nombre
convenable, nous pouvons prendre
cette limite égale & f(x,). Si
1'og dérinit la fonctionnelle
linéaire g(z) sur M par

glz) = g(2Z) (z € %)

c'est aussi bornée (N) dans M.
Par suite, comme Xx], X2, see;

Y1» Y2» e+ forment des suites ae
Cauchy suivant la pseudo-norme N,
:t ggiite les }lf_l.*a g(xn), g.l!.’mng(yn),

1im g(xp) - lim glyn) =f(x0).
nNn-oow Nece

Posons maintenant pour un arbi-
traire x = Axp+ 2z (z € M),

£1(x)= A 1im g(x,) +g(2),
n+>o0

folx)=- A lim &lyn) - glz).
ne>m

Alors nous avons deux fonctionnelles
linéaires sur E et elles sont
borndes (N3) et (Ng) respecti-
vement. De plus i1 est clalr que

f{x)=1r3(x) + fp(x)

pour tous x € E, ce qui démontre
la proposition,

(%) Regu le 31 Mal 1951,

Note: G.W.Mackey: On infinite-
dimensional linear spaces,
Theorem VII-&, Trans. Amer,
Math. Soc. tome 57 (1945),
p.199.
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