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Soit E un βspace linόaire sur
le corps des nombres rόβls ou
complexes, ϋne fonctionnβlle N(x)
convexe et non-negative sur E
s»appelle une pseudo-norme si elle
satisΓait a l'egalite N(ocx) =
I oc t N(x) pour tous les nombres <x
et x € E. Une fonctionnelle line-
aire f(x) sur E est appelόe
bornee (N), si l»inegalite

f(x) C N(x)

est toujours remplie par un cer-
tain nombre fixe C > 0, quel que
soit 1' element x e E

L
f
ensemble P de toutes les

fonctionnelles lineaires sur E
bornees (N) pour une certaine
pseudo-norme fixee N constitue
evidemment un espace lineaire qui
est nomme

 M
pseudo-norm set" par

M. G W.Mackey. II a etabli, dans
son memoire, le theoreme suivant
tres interessant (cf. la note):

έtant donnέs deux "pseudo-norm
sets" Pη, Pg, le plus petit
espace linέaire forme des fonc-
tionnelles lineaires sur E et
contenant Pi, p£, qui se note
Pi •*" ?2> est aussi un "pseudo-
norm set" .

II y a d'autre x'orme de ce
theorems. Observons que s

f
il sont

donnees deux pseudo-normes Nτ(x),
Ng(x) sur E, la fonctionnelle
N(x) donnee par N(x) = Ni(x) +
N2(x) pour tous les X 6 E est
aussi une pseudo-norme, que l

f
on

pourrait όcrire N = Ni + N2
Alors, le thόoreme s'όnonce ainsi:

Theorerne Si la fonctionnelle
lineaire f(x) sur E est bornee
(Ni + N2), elle est la somme de
deux fonctionnelles linόaires
^l(

χ
)> ^2(

χ
) sur E, chacune est

bornee (Nj) et (Ng) respective-
ment.

Dans cette note nous donnons
une demonstration directe de son
theoreme sous cette forme.

En premier lieu, nous pouvons

admettre que f(x) est bornee ni
pour (Ni) ni pour (Ng). Sous
cette convention le sous-espace
lineaire est fermό par rapport a
la pseudo-norme N^ + Ng, mais il
ne l

f
est pas pour aucune des

pseudo-normes N^ et Kg. Par
consequent, si nous 6tendons dans
E ce sous-espace M comme βtre
fermό par rapport a la pseudo-
norme Ni ou Ng» c'est nόcessaire-
ment identique a E. Done, pour
un element x

Q
 e M arbitralre mais

fixe, on peut choisir deux suites
d'έlόments de M, x^, xg,

 # Φ
. et

71>
 V
2» •••

 t e l l θ S
 que I'on a

lim - x
o
) = 0,

0.

D
f
autre part considerons dans

M ces pseudo-normes Ni, Ng et
les designons par _Nχ, N

2
. Alors

la fonctionnelle N(z) sur M
definie comme

N(z) - inf { N
1
(z

1
) + 5

2
(z

2
)

est aussi une> pseudc
:
-norme_sur M

ίlvidemment N(z) < N
χ
(z), Ng(z)

pour tous zeM, done les suites
V
2»
i

desl» 2* * ^1» 2» •
suites de Cauchy suivant cette
pseudo-norme N, et, par suite,
x
l " yi>

 x
£ ~ 72* ••• l

f
©st aussi*

Mais cette derniere ne converge
pas vers 0. En efίet, pδur les
x
n - y

n
 (

Ω = = 1
» *> •••) il existe

des z
n
 e M tels que

- y
n
)

- y
n
)

par consequent

z
n
-x

o
) = N

1
(z

n
-x

o
)+N

2
(z

n
-x

o
)

N
1
(x

n
-x

o
)+N

1
(x

n
-z

n
)+Ng(y

n
-x

o
)

+ Ng(z
n
-y

n
)
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•>-n

Or, si la suite x± - yx, *g - yp,
... convergait vers 0 suivant la
pseudo-norme N, cette inegalitέ
impliquerait que

- x
o
) « 0.

Mais cela est evidexnment une con-
tradiction, car z

n
 e M et M

etait fermέ par rapport a la
pseudo-norme Ni + Ng.

Posons maintenant

M i - {z; z e M, ϋ( z) = θ ) .

Alors M L βst un sous-espace de
M, et on peut former l espace
quotient (algefcrique) M /
L

f
image d

f
un έlέment z e M,

c'βst-a-dire la classe suivant M^
qui contient l'όlέment z, sera
no tee par z Une pseudΌ-norm se
laisse introduire dans M tres
naturellement de la pseudo-norme
N sur M, car pour z^

$
 zg € M,

appartenant a la_m^me classe sui-
vant Mi, on a N(zi)«N(z2);
de plus, il est clair quβ cette*
pseudo-norme Γournit, en realito,
une norme sur M. La suite d'όle*-
ments xι - y^, x

2
 - j%

f
 . . forme

une suite de Cauchy suivant cette
norme, mais cela n'est pas conver-
gente vers 0, parce qu'elle ne con-
verge pas vers 0 dans M.

Alors on peut όtablir 1»exi-
stence d^une fonctionnelle Il.n6aire
g sur M qui est borage (N) et
qui satisfait a la condition

lim g(x
n
 - y

n
) * 0 .

n>ββ

Par la multiplication d»un nombre
convenable, nous pouvons prendre
cette limite θgale a f(x

o
) Si

l'on definit la fonctionnelle
lineaire g(z) sur M par

g(z) « (z e 2)

c'est aussi bornόe (N) dans M.
Par suite, comme xχ

f
 Xβ, ...

yi> y2» ••• f°**
mβn
t des suites αe

Gauchy suivant la pseudo-norme N,
il existe les lim g(x

n
), lim g(y

n
)>

et on a
 n

^°°
 n

"*°°

lim g(x
n
) - lim g(y

n
)«f(xo).

Posons maintenant pour un arbi-
traire x * λx o "-f- z (z e M),

- λlim g(xn)+g(z),
Yl ftO

- λllmg(yn) "

Alors nous avons deux fonctionnelles
lineaires sur E et elles sont
born^es (N^) et (Ng) respecti-
vement. De plus il est clair que

f(x) *fχ(x) + fg(x)

pour tous x e E, ce qui deΊnontre
la proposition.

(M) Re9U le 31 Mai 1951.

Note: G W.Mackey: On infinite-
dimensional linear spaces,
Theorem VII-5, Trans, Amer.
Math. ,Soc. tome 67 (1945),
p.199.
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