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Résumé
Nous calculons dans cet article des groupes d’homotopies et des groupes d’homologies
de I'espace HA‘Z‘,’m’P des systémes linéaires Hamiltoniens antisymétriques accessibles et ob-
servables. En particulier, en utilisant des suites spectrales, dans quelque cas, nous obtenons

complétement ’homologie de HA%S, . Appliquant ces résultats de topologiqe algébrique, on
peut donner des réponses & des questions ouvertes de la théorie des systémes linéaires.

I. Introduction

Soient A, B et C trois matrices complexes d’ordres respectivement n X n, n X m et
p X n. Un systéme linéaire a coefficients complexes est donné par ’application entrée-
sortie
(1) y(s) = C(sI, — A)"' Bu(s)
ou donné de fagon équivalente (voir Hinrichsen e.a. [20], Kalman e.a. [23]) par des
équations d’états

dz(t)/dt = Az(t) + Bu(t)
y(t) = Cz(1),
ou-z(t) € C*, u(t) € CP, sont, respectivement, I’etat et le controle au temps ¢ > 0. Un
tel systéme est dit:
(i) Hamiltonien antisymetrique si A est une matrice antihermitienne, i.e. A = —A*.
(ii) accessible si rang[B, AB, A’B,..., A" 1B] =n.
(iii) observable si rang[CT, ATCT, (AT)2CT,...,(AT)*~1CT] = n, ou AT est la trans-
posée de A.

Nous allons désigner par HAﬂ’(,’n’p Pespace des systémes linéaire Hamiltoniens anti-
symétriques accessibles et observables. On va expliquer briévement la terminologie (i):
Rappelons qu’une matrice X d’ordre 2n est dite Hamiltonienne si (JX)T = JX, J est
la structure complexe standard, i.e.

o I,
J—<_In 0)

Et alors si R?" est la réelification de l’espace vectoriel complexe C", il est facile de
constater que la matrice réelle X, qui est la réellification de la matrice complexe A, est
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Hamiltonienne antisymétrique quand, et seulement quand, A est antihermitienne (voir
Mneimné et Testard [32]). Deux triplets (A,, B;, C,) Hamiltoniens antisymétriques ac-
cessibles et observables, i = 1,2, c’est-a-dire qu’ils satisfont les conditions (i), (ii), (iii),
sont dits semblables s’ils sont transformés I’'un en l’autre par un changement de base
hermitienne dans lespace vectoriel hermitien C”, i.e. §'il existe T' € U(n, C) tel que
(A1,B1,C1) = (TA T, TB,,C,T7Y). Cette rel relatlon donne une action de conjugaison
du groupe unitaire U(n,C) sur ’ensemble HA A mp de tout triplet Hamiltonien an-
tisymétrique accessible et observable: T.(A, B,C) (TAT-',TB,CT™'). On constate
que tout triplet conjugué détermine la méme matrice de transfert G(A) = C(AI,—A)"!B,
¢’est donc la méme apphcatlon entrée-sortie. En raison de cela, HAZ, , est identifié a

Pespace des orbites HAn,m,p/U(n, C).

Il y a des raisons qui nous commandent d’étudier la topologie de HAZS, . Nous

allons citer trois de ces raisons.
(i) Quel est le minimum de nombre de points critiques d’une fonction objective sur
HAZ, ,? Méme question pour les fonctions de Morse?
(i1) Pouvons-nous paramétrer continuellement tous les systémes linéaires Hamiltoni-
ens antisymétriques accessibles et observables par une forme normale ?
(i) Dans I’éventualité o il n’existe pas les formes normales continues sur la totalité,
quelles sont les formes normales locales?

La premiére question a été suggéré par Delchamps [9] sur I’espace des systémes
linéaires accessibles et observables. La seconde question a laquelle on s’interesse tres
souvent dans la théorie des systémes linéaires a été posée par Kalman et elle a été résolu
par Hazewinkel et Kalman [17] pour le cas des systémes linéaires accessibles.

Les types de la troisieme question, qui sont envisagées dans le probléme de la clas-
sification des germes & singularité isolée et de la caractérisation des champs isochores a
intégrale convergente, ont été posée et ont été réglée par J. P. Francoise [12,13].

On trouve que les réponses aux questions précédentes ont un rapport avec la topolo-
gie de HAn m,p que nous étudions dans cet acticle.

Nous commengons par le premier résultat suivant sur la structure de variété de
HAaO m,p Que nous pouvons prouver en utilisant le méme argument que dans N.H. Phan

[37,38];

THEOREME. (i) HA,, ,mp €St un sous-sensemble ouvert de Zarisk: réel et dense
de Uespace vectoriel réel de tous les triplets (A, B,C) dans C""" x C™X™ x CPX™ tels
que A = —A*. C’est donc une variété analytique de dimension n? +2n 2nm 4+ 2pn.

ao
(i1) Le groupe de Lie U(n,C) agit librement; analytiquement sur HAn mp €t en plus,
ao

le graphe de cette action, c’est-d-dire l’ensemble des paires (:c T-z),z € HAﬂ s
ao —ao
T € U(n,C), est une sous-variété analytique fermée de HA, mp X HA, o

(i) D’aprés (ii) on a alors que (vowr Dieudonné [10], Mneimné et Testard ;32])

HAg%p est une variété analytique de dimension 2nm + 2pn = dlmHAnmp

— dimU(n,C) et en plus, la projection canonique P HAnmp —_ HAg?np est
un fibré principal de groupe structural U(n, C).

Cet acticle est organisé comme suit. Grace au théoréme de transversalité R. Thom,
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nous commengons au premier paragraphe 'examen de quelques aspects d’homotopies
de HA,??n,p. A la suite, dans le deuxiéme paragraphe, en appliquant le Théoréme de
Whitehead, nous déterminerons quelques groupes d’homologies en utilisant ceux d’une
Grassmannienne qui sont aussi ceux de ’espace des systémes linéaires Hamiltoniens an-
tisymétriques accessibles HA,, p, ,(n) (voir N. H. Phan [37]). Toutefois, en comparant
leurs caractéristiques d’Euler, a la fin du paragraphe, nous démontrerons que la topolo-
gie de HA,, , ,(n) est absolument différente de celle de HAf?np Dans le troisiéme
paragraphe nous donnerons quelques suites spectrales d’homologies associées a HAn m,p
qui nous permetteront de calculer ses groupes d’homologies dans quelques cas. Ma.ls en
général, nous ne savons pas a quels termes ces suites spectrales s’arrétent. Donc nous

ferons une conjecture.

II. Homotopie de HA2C mp

Les groupes d’homotopies II;(X'), définis pour tout entier non négatif d’un espace
topologique X, sont des invariants topologiques importants de X. Ils nous donnent cer-
taines informations sur X . Par exemple, IIo(X) est défini comme I’ensemble de toutes les
composantes connexes par arcs de X. Le groupe fundamental II; (X)) est engendré par
des lacets fermés dans X qui ne sont pas contractiles. En particulier, soit 52 la sphére
de Riemann; alors IIp(S?) = {0} = M;(S?). I2(S?) = Z avec l'application identifie
id : $2 — S? est un générateur. II3(S?) = Z avec ’application de Hopf h S® — 52 est un
générateur (voir Mosher et Tangora [33]). Aprés, en utilisant les suites spectrales, J. P.
Serre (voir McCleary [29]) a montré que I14(S%) = Z. Ce résultat de J. P. Serre donne
bien des surprises dans la topologie algébrique.

En général, le calcul des groupes d’homotopies d’un espace topologique quelconque
est trés compliqué. Il est si difficile qu’on ne connait pas encore tous les IT;(S?) que ’on
cherche depuis plus de cinquante ans. C’est pourquoi celui de HA,, m,p €st aussi tres
compliqué. Bien que, nous allons montrer dans ce paragraphe le résultat suivant

THEOREME II.1. Soit 2max{m,p} > 2. Alors pour 0 < i < 2max{m,p} —2, on a
II; (HAn mp) = 11,_1(U(n,C)). En particulier
II,(HA 1L, (HAn mp) = {0}, Hg(HAn m p) =7Z.

nmp)

Le Théoréme sera démontré grace au lemme:
— ao )
LemMmE I1.1. IL;(HA,, ., ) = {0}, pour O < i < 2max{m,p} — 2.

Démonstration du Théoréme I1.1. Puisque la projection canonique P HA An mp

HAZ’, , est un U(n, C)-fibré principal, on a la suite longue exacte d’homotopie:

——ao
— I‘[z_lU(n C) — 1II,- 1(I'IA,1 mp) — I, 1(HAnmp) o

En vertu du Lemme I1.2. on arrive a ce qu’on voulait démontrer.

Nous aurons besoin pour la démonstration du Lemme I1.2. des quelques résultats
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algébriques géométriques suivants:

LEMME IL.3. Sott A, = {(A, B,C) € C™ " x C"Xm x CPX"; A = —A*}. Pour
chaque 0 < r < n, on désigne par:

ﬂn_m_,,(r) ={(A,B,C) € A, mp;rang[B,AB, A’B, ..., A" ' B] = r}.

Alors ﬁn,m_p(r) est une sous-variété analytique de A, 1 p de dimension n>+2mr+2pn.

Démonstration du Lemme I1.3.  Sir = n, le résultat est clair car HA,, ,m,p(n) est un
sous-ensemble ouvert de Zariski dans A, mp (cf N. H. Phan [37]). On va donc considérer
les cas r < n. Soit A,.. ={(4,B) € CMX" x C™™ A = —A"}. Pour O < r < m,
on désigne: HA, Anm(r) = {(4,B) € A,. m;rang[B,AB , A?B,.., A" 1B] = r}. Alors
HA, 2(r) = HA, ,,(r)x CP*™. Soit SA, m(r)le sous-ensemble detout (A,B) € Ay m

de la forme
-(52) o-(2)
“\0 4 “\o)’

ou Ay = —Aj et (41,B1) € HA,m(r) cest-a dire que le rang [Bi, A1B1, A%By, ...,
A771Bi] = r. Puisque (voir N.H. Phan [37]) HA, .m(r) est une sous-variété ouverte de
I’espace vectoriel réel A, M SA,, .m(r) est une sous-variété rélle de An .m de dimension
r24+2rm + (n—r)%. Soit D(r,n—r) : = U(r,C) x U(n—r, C) le sous-groupe du U(n, C)
de toutes les matrices unitaires de la forme

(% 502) (S1,52) € U(r,C) x U(n — r,C).

Nous considérons une action du groupe de Lie D(r,n — r) sur U(n,C) x SAp, m(r)
donnée par P - (S,(A,B)) — (SP~!, P-(A,B)),ou P-(A,B) = (PAP~',PB). On
peut verifier (cf. N.H. Phan [36, 37]) que cette action est libre, analytique et que son
graphe est une sous-variété fermée de (U(n, C) x SA, m(r)) x (U(n,C) x SA, m(r))-
On en déuit (voir Dieudonné [10], Mneimné et Testard [32]) que 'espace des orbites
U(n,C) x SA, m(r)/D(r n—r) est une variété de dimension dim(U(n, C) x SA, ()
— dim D(r,n —r) = n’ + 2rm. En suite, on trouve que U(n, C) x SAn,m(r)/D(r n—r)
est isomorphe analytiquement & HA,, ,,(r) par Papplication [D(r,n — r) — orbite de
(S,(A,B))] — (SAS~1,SB). Le Lemme est donc démontré.

COROLLAIRE I1.4. Le sous-ensemble X = HA,, m p(n)\HAn mp €st une réunion
des sous-variété différéntiables de HAn,m'p(n) dont le manimum de leurs codimensions
est 2p.

Démonstration du Corollaire II.4. Pour 0 <r < n — 1 on désigne
SAnmp(r) = {(4,B,C) € HAnmp(n);
rang[CT, ATCT  (AT)2CT, ... (AT)*~1CT) = ).
Alors X = {SAnmp(r);0 < 7 < n — 1}. En vertu du Lemme IL3., ﬁn,m,p(r)
est une sous-variété différéntiable de HA, 1 5(n) de dimension n? + 2pr + 2nm. Le
codimSAy,  ,(7) est donc égal & 2p(n — r). Le Corollaire est démontré.
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LEMME IL.5. Soitc: HAn mp — HA, ,m,p(n) Uincluston canonique. Alors ¢ mduit

ao
un somorhisme c; : II, HAn mp Sm (HA,, m,p(n)) pour i < 2p — 2 et ¢; est surjectif
pour ¢t =2p— 1.

Démonstration du Lemme IL.5. Soit [f] € II, (ﬁn,m,p(n)). D’aprés Hirsch (voir
[21]) la classe d’homotopie [f] contient une C°-application f.S* — HA, ;p(n) od
St est la sphére de dimension i. D’une autre fagon, dans chaque voisinage Uy € Cyy
(s, HA, ,mp(n)) de f contient une C*-application g telle que g est homotope a f
et g transverse toutes les sous-variétés SA, mp(r) de HA,mp(n),0 <7 <n—1,00

Cw (S, ﬁ?&n mp(n)) est Despace topologique des C%-applications de S* dans
HA,, ,mp(n) avec la topologie faible. Donc d’aprés le Théoréme de transversalité de
Thom si dim S* = ¢ < min{ codim SA, mﬁg)} =2p,g! (SA,I m,p(7)) = 0, c’est-a-dire
que g est une application de S* dans HA,, . (r). En plus ci([g]) = [co g] = [f], ci est
donc surjectif si 7 < 2p. Soit maintenant [g] € II, (HAn(,).,,P) et cilg] = [cog] = [0],
c’est-a-dire que co g est homotope a l’application constante cod; d : ¢ — HA"?n P
S+ {*}. Soit H : S* x [0,1] — HAn m,p(n) une homotopie joignant cog et cod. On
peut supposer que H € C(S* x [0,1] HAn,m,p(n)) car C (S* x [0,1], HA, m,p(n))
est dense dans Cy, (S* x [0,1], HAn,m,p(n)). Puisque cog(S*) et cod(S*) appartiennent
a HAnom > €0 g et cod transversent toutes les sous-variété SA, mp(r) de HA, . (),
pour tout 0 < r < n—1 (voir Arnold [0], Narashimhan [34]). Encore d’aprés le Théréme
de transversalité de Thom (Guillemin et Pollack [15], Arnold [0], Narashimhan [34]), il
existe une C*®-application H S* x [0,1] — HA,, m,p(n) telle que H satisfait les deux

conditions:
(i) H = H sur le sous-ensemble S* x {0,1} de S* x [0,1].
(ii) H est transverse toutes les sous-variétés SA, m (r).

C’est pourquoi si dim(S* x [0,1]) = i+1 < rmn{codlmSAnmp(r)} = 2p, on a
H(S*x]0, 1])ﬂSAn m,p(r) = 0, pour tout 0 < r < n—1, par le Théoréme de transversalité
de Thom (voir Arnold [0] ou Narashimhan [34]) Donc H est une application de S* dans
Iﬁ:(:np joignant co g et cod. D’ou ¢; est injectif pour 0 < ¢ < 2p — 2. Le Lemme est

démontré.
LeMME II.6. Hi(ﬁzn,m,p(n)) = {0} pouri < 2m—2.

Démonstration. Parce que HAnmp(n) = A, mp\ U{HAﬂ mp(r);0 < r < n-—
1} dont mm{codlmHAn m p(r)} = 2m, en utilisant le méme argument qu’en IL.5, on
constate que II; (HA,1 m,p(1)) S m (An, m,,,) pour i < 2m — 2. Le Lemme est donc
démontré car ;(Anmp) = {0} pour tout i.

Supposons maintenant que U(n, C) agit sur HA, ,mp(n)par S-(4,B,C) = (SAS1,
SB, CS™'). L’espace des orbites associé est HA, m p(n) = HA, ,m,p(n)/U(n, C). Dans
[37] nous avons démontré que la projection canonique HA,,,m,p(n) — HA, 1 p(n) est
un fibré principal de groupe structural U(n,C). On a alors une suite exacte longue
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d’homotopie
= Ii(U(n,C)) — Ii(HAp mp(n)) = Hi(HAp m p(n)) —
I, 1 (U(n,C)) = M;-1(HA, m p(n) = I, 1 (HA, m p(n)) — - -

En vertu du Lemme II.6. on obtient bien:
CoROLLAIRE IL.7. IL;(HA, mp(n)) 2 O,-1(U(n,C)) pouri < 2m — 2.
Nous allons retourner maintenant au Lemme I1.2.

Démonstration du Lemme I1.2. Soit 7 : HA,l mp = HA,, p,m donné par (4, B, C)
— (AT,CT,BT). Alors T est un isomorphisme de fibré principal. Par Lemme I1.5 on a
le schéma

 I(HA 0, 5 Z) 5 Ti(HAnmp(n)) pouri < 2p—2
=17

M(HAp g 13 Z) <5 IGHA R m(n))  pouri < 2m—2.

D’apres Lemme I1.6 on obtient ce qu’on devait démontrer.

II1. Variantes du Théoréme II.1 et Corollaires

Le but de ce paragraphe est de donner quelques applications du Théoréme IL.1. pour
obtenir des groupes d’homologies de HA,, ‘m,p- S0it (GL(n,C),Vp am(C),Grnm(C)) le
GL(n,C)-fibré principal universel ou V, nm(C) est la variété de Stiefel de toutes les
matrices complexes d’ordre n x nm ayant le rang n, G, nm(C) est la Grassmannienne
et la projection

P : Vi nm(C) — Gn nm(C)
transforme X € V, nm(C) en le sous-espace vectoriel complexe de dimension n de

C™™ engendré par n rangées de X. Chaque (4,B,C) € HAnm p nous désignons par
X (A, B) le sous-espace vectoriel de dimension n engendré  par n rangées de la matrice

[B,AB,A%B, ..., A" ! B]. Ll est clair que I’application R : HA,1 mp — Gn.am(C) définie
par

[U(n, C) — orbite de (A, B,C)] — X (A, B)
est une application classifiante (c’est-a-dire qu’elle est un homomorhisme de fibré princi-

pal). D’aprés la terminologie dans Hazewinkel [16], cette application est dite I’immersion
de Kalman.

THEOREME III.1. Suppose n > 1. Nous désignons: d = max{m, p} et
X(A,B) si d=m
R[(A,B,C)] =
{ ) {X(AT,C(T) st d=p.
On a alors que lapplication R : HA,?%,}, — Gnnd(C) induit des 1somorphismes sur
les groupes d’homotopies R, : I;(HA2 mp) = ;(Gnnda(C)) pour 0 < i < 2d—2 =
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2max{m,p} — 2 et R, est surjectif pour i = 2d — 1.

Démonstration. On a d’abord le schema commutatif
U(n,C) —— HALo  —2 . HA2C

n,m,p n,m,p
lmc lR lR
P
GL(’n,C) I Vn,nm(c) —_— Gn,ﬂm(c)
ou les p sont des projections canoniques, inc est l'inclusion naturelle et
R(A,B,C)+— [B,AB,A’B,..., A" !B].
En prennant les suites exactes longues de chaque fibré principal, nous obtenons:
— ao
= I;(U(n,C)) — I(HA, ) — ILHAZ ) — I_(U(r,C))— -
=~ linc,; 11‘?,, lR,- = linc,
-+ = I;(GL(n,C)) — I;(Vo nm(C)) — Mi(Gp nm(C)) — O,—1(GL(n,C)) — - -
ol inc; sont des isomorphismes pour tout 7 car inc U(n,C) — GL(n, C) est une équival-
ence d’homotopie. En utilisant le méme argument que dans la démonstration des Lemmes

I1.5 et I1.6, on trouve que II;(V, nm(C)) = {O} pour i < 2n(m — 1) (cf. McCleary [29],

Switzer [41]). Donc en vertu du Lemme I1.2 on déduit R; : IL;(HA3S, ) E (G (C))
est un isomorphisme pour 0 < ¢ < min{2max{m,p} — 2,2n(m — 1)} est surjectif pour
¢ = min{2max{m,p} — 1,2n(m — 1)}. Nous considérons maintenant ’application de
HAf?n » dans G, ,(C) définie par (4, B,C) — R(AT,CT) et remplagont m par p dans
l’argument précédent, on va obtenir ce qu’on devait démontrer car 2max{m,p} — 2 <

2n(m — 1) et 2max{p, m} < 2n(p — 1) quand n > 1. Le Théoréme est démontré.

D’aprés le Théoréme de Whitehead (voir McCleary [29], Spanier [40]), nous obtenons
immédiatement le corollaire suivant :

CorOLLAIRE IIL2. R, : Hi(HAJ, i F) 2 Hi(Gnna(C); F)) pour 0 < i < 2d —
2 = 2max{m,p} — 2 et R, est surjectif pour i =2d —1 ou F est un anneau quelconque.

Rappelons qu’on a désigné dans le paragraphe II par
HA, . ,(n) = {(A,B,C) € Apmp; rang[B,AB, A’B, .-, A" B] = n}.
ﬁXiu,)nP est alors une sous-variété ouverte de Iﬁnm p(n). Soit HA, n »(n) =
HA, m’p(n) / U(n,C) ot U(n,C) agit sur HAnmP(n) par S-(A,B,C) = (SAS™!,
SB, CS71).

Dans [37] nous avons démontré Théoréme suivant:

THEOREME II1.3. (voir N.H. Phan [37]).
Hq(HA",m,P(")§ Z)= Hq(Gn,ﬂ+m—1(C); Z)
pour tout . On a donc que la caractéristique d’Euler x(HA, p, p(n)) de HA, 1 5(n), le

nombre est défini par
dim HA., .. ,(n)

X(HAn mp(n)) = Y (F1)dimHi(HAnmp(n);2),
1=1
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est égal ¢ (n +m — 1)!/nIm!.

Le résultat suivant nous permet de déterminer quelques groupes d’homotopies de
HA29,  par ceux de HA, n p(n).

ym,p

THEOREME 1I1.4. L’inclusion naturelle
(inc); : ;(HAZY, ) — I;(HA, m p(n))
est 1somorphe pour i < 2p — 2 et (inc); est surjectif pour i = 2p — 1. Donc on a,
par le Théoréme de Whitehead, le méme résultat pour (inc); : Hi(HAg,?n,p(n)) —

Hi(HA, 5 p(n)).

. . . ——ao —

Démonstration. Parce que l'inclusion naturelle incHA,, ,, . — HA,, ;, ,(n) est un

homomorphisme de fibré principal, on a le schéma commutatif ou deux lignes sont des
suites exactes longues

——ao
s Hi(U(n» C)) - Hi(HAn,m,p) - Hi(HAs?n,p) - HZ—I(U("" C)) e
= |ing; inc, nc; = ling;

-+ = (U (n, C)) = Wi(HAp mp(n)) — Mi(HApmp(n) = Ly (U(n,C)) — -+
D’aprés le Lemme I1.2 et le Lemme I1.6 on a pour ¢ < 2m — 2:
= IL;(U(n,C)) - 0— M;(HAZ), ) —O— I,_1(U(n,C)) — -

= iinci = |inc; = |inc,

<= I;(U(n,C)) - 0 — I;(HA, np(n)) - 0 — II,_1(U(n,C)) — ---
Le Théoréme est démontré.

CoROLLAIRE IIL5. H (HA2O  ; Z) = Hy(Gnntmax{mpj-1 (C); Z) pour g <
2max{m,p} — 2.

Démonstration. En vertu du Théoréme III.4 et du Théoréme de Whitehead, on a

le schéma

(inc); H,-(HA??,,‘P; Z2) > H;(HA,  p(n); Z) pouri<2p—2

~ |7

(inc); H;(HAZS ;) 2 Hi(HAp p m(n);Z) pour i< 2m—2.
Parce que 7; qui est induite par I’application (4,B,C) — (AT,CT,BT) est un iso-
morphisme pour tout i, d’aprés le Théoréme II.3 (ii) on déduit ce que l'on voulait
démontrer.

Avant de donner la réponse au la question sur Pexistence des formes normales con-
tinues, on rappelle la dfinition suivante

DEFINITION IIL.6 (voir Birkhoff et Maclane [2]). Une application N : Pﬁf:’m —

—ao
HA, , . est dite une forme normale pour Uaction de comjugaison de U(n,C) s elle
satisfart auz deur conditions suwantes:
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(i) (A,B,C) et N(A, B,C) sont dans une méme orbate.
(i) N(4',B',C") = N(A B,C) quand et seulement quand (A’,B’,C') et (A, B,C)
sont dans une méme orbite.
Si N est une application continue, on dit qu’elle est une forme normale continue.

CoROLLAIRE IIL.7. Si rr(l)in{m,p} > 1, alors il n’existe pas des formes normales

continues sur la totalité I"ﬁ",m’p.

Démonstration. Soit N : HAn om = HA,, ,p,m une forme normale continue. On

va montrer que HA ‘; est isomorphe & U(n, C) x HAa?, . En effet, soit (A, B,C) =
S (A',B',C"), alors SR(A’,B') = R(A,B) ot R(A,B) = [B AB A2B . A™1B].
Donc que
S = R(A,B)R*(A’,B")[R(A’,B")R*(A’, B")] !
ou R*(A, B) est I’adjointe de R(A, B). Cette égalité donne une C'*°- application f du
graphe de I’action du groupe U(n, C) dans U(n,C);
f:((A,B,C), (4, B’ ,C")) — R(A, B)R*(4', B')[R(A', B')R*(A', B')] "}

Soit N : HAZS = — HA m une application donnée par [(4, B, C)] — N(A, B C) ou
(4, B, C)] est la U(n, C)- orblte de (4, B,C). Ainsi, I'application g U(n,C) x HAZS
— HA donné par

(5,[(4,B,0)) = 5 - N([(4,B,0)) = § - N((4, B,O))
est une bijection continue dont l'inverse est

(4,B,0) = (f(N((4,B,0)),(4, B,0)),[(4, B,C))).
Donc HA,,p m(n) =2 U(n,C) x HA pm(n) Il en résulte:
I;(HA ., (7)) = I;(U(n, C) x HA2S, (n)) = I;(HA2S _,(n)) x IL; (U (n, C))

pour tout j. C’est pourquoi II;(HAZS | (n))xII;(U(n,C)) = {0} pour i < 2max{p, m}—
2 par Lemme I1.2. Mais par le Théreme II.1 et par les rsultats connus sur II;(U(n, C))
(voir McCleary [29]) c’est une contradiction si min{m, p} > 1. Le Corollaire est démontré.

n,p,m

Nous allons examiner maintenant des fonctions objectives sur HA29 »,m- D’apres la
terminologie de Delchamps [9], une fonction réelle différentiable f HAf’,“?,1 » — Rest dite
une fonction objective si pour tout a € R, le sous-ensemble f"l((—oo a]) de HAﬂ m.p
est compact.

L’existence des fonctions objectives sur HA;?,(,’,,'}, est trés possible. Par exemple, les
fonctions objectives sont apparues dans le probleme d’identification des systémes (voir
Delchamps [9]). En particulier, des fonctions de Morse sur HA?)?,W sont des fonctions
objectives. Donc I’ensemble de tous les fonctions objectives forme un sous-ensemble dense
dans I’espace de tous les applications continues de HA,, m,p dans R.

Nous désignons par c(f) le cardinal du sous-ensemble des points critiques de la
fonction objective f. Soit P - M — M un fibré principal. Désignons par b(M) le cardinal
d’un recouvrement ouvert plus fin {U,} de M telle que pour chaque U,, P, : P~}(U},)
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— U, est un fibré principal trivial. Dans [22] James montre que ¢(f) > b(M) ol f est
une fonction objective sur M. Soit ¢ : M — G, x(C) une application classifiante, ou
G 1(C) est une Grassmannienne. Eilenberg montre dans [11] (cf. aussi Delchamps [10])
que b(M) > ro + 1 ou

ro = max{r;w; - wy w3 - ---w, # O;w; € ¢g*(H"(Gnx(C); F)}

et H*(X; F) est le groupe de cohomologie de P’espace topologique X & coefficients dans
un corps F. Donc en vertu du Corollaire II1.2 on a:

THEOREME II1.8.  Toute fonction objective sur HASS,  a au moins 2 max{m, p} —

2 pownts critiques.

Soit B;(M; F) le i®™€_nombre de Betti d’une variété M, ie. §; (M;F) = dim H,

(M; F) ou F est un corps. Le polynéme de Poincaré & indéterminé ¢ de M est défini par
dim M
p(t) = Z ﬁi(M;F)t’.
1=0
Le polynéme de Morse d’une fonction de Morse f sur M avec ¢; noté le nombre des
points critiques d’indice ¢ est défini par
dim M
m(t) = Z C,'t‘.
1=0

Un résultat central de la théoréme de Morse est:

THEOREME II1.9 (I'inéqualitie de Morse, voir Milnor [30]). Supposons que f est
une fonction de Morse sur la variété M. Alors il existe des réels a; > O tels que

m(t) — p(t) = (1 +t)(ao + a1t + ast® + - )
Voir Milnor [30]. D’aprés le Théoréme II1.9 et le Corollaire II1.2 on a

COROLLAIRE IIL10. Soit B; = dimHq (Gp nimax{mp}-1(C) ; Z2). Alors toute
fonction de Morse sur HAf,?n,p a au mowns

max{m,p}—2
2 Y. A
=0

pownts critiques.

Dans résultats III.4. nous avons déterminé quelques groupes d’homologies de
HAff,’n'p en utilisant ceux de HA,, ,,, ,(n) que nous avons bien connu. Mais la détermina-
tion du groupe d’homologie compléte H, (HAg?n,P) de HAf,‘,?n,p est encore un probléme
ouvert. Toutefois, par le résultat suivant, on peut dire sirement que la topologie de
HAz’?n,p et celle de HA,, ,,, ,(n) sont absolument différentes.

THEOREME II1.11.  La caractéristique d’Euler de HAZS | est tougours zéro, (mass
celle de HA,, p, p(n) est toujours différente de zéro par le Théoreme I11.3).
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Démonstration. Nous identifions HAS,‘,’,,,,, a ’espace de toutes les matrices de

—ao
transferts G(A) = C(Al, — A)"'B ot X € C et (4,B,C) € HA,, , , (Dans [27] C.
Martin et R. Hermann prouvent que chaque matrice de transfert G()), avec (4, B, C)
est accessible et observable, est une matrice aux coefficients de fonctions rationnelles

strictes).
Nous considérons maintenant une action du cercle S = {z € C;|z| = 1} sur
HA29, , donnée par d : S* x HASS, , — HAZS, . (2,C(AL, — A)™'B) > C(2Al, —

A)~!B. On peut constater que ’ensemble (HA?%’p)d des points fixes de cette action

est vide car si une matrice aux coefficients fonctions rationnelles est constante sur S?!,
alors elle est constante partout. Donc en appliquant les résultats connus de la théorie de
Smith sur ’action du cercle sur une variété (voir Bredon [1] Th. VII; 1.6.), on déduit
que la caractéristique d’Euler de HAg,?n,p est gal a celle de I’ensemble (HAﬂg,,p)d. Elle
est donc nulle. Le Théoréme est démontré.

IV. Quelques applications des suites spectrales

Des suites spectrales ont été utilisées dans N. H. Phan [35] et dans B. M. Mann et
R. J. Milgram [26] pour calculer ’homologie des espaces des systémes lindires accessibles
et observables. On sait que ce sont des instruments si forts qu’on les utile pour obtenir
beaucoup de résultats trés profondes en topologie algébrique (voir McCleary [29], Spanier
[40], Switzer [41], Mosher et Tangora [33]). Toutefois, le calcul des suites spectrales, en
général, n’est aussi pas simple.

On va répéter brievement quelques notations qu’on trouvera en détail dans les livres
de McCleary [29], Spanier [40], Switzer [41] .

IV.1. Préliminaires sur des suites spectrales

Supposons qu’on veut calculer H*. L’espace H* est un R-module gradué ou une K-
algébre gradué ou etc.... . Cet H* peut étre ’homologie ou la cohomologie de quelque
espace etc. ... . Dans tout les cas, c’est difficile de trouver complétement H*. Donc on
introduit quelques conditions supplémentaires: Supposons que H* est filtré, i.e. H* muni
d’une filtration (décroissante): H* D F"H* D F**1H* ... D ... D {0}. Par exemple, on
suppose encore que H* est un espace vectoriel gradué: H* = {H,}; H" ={0} sin<
0. Dans ce cas il existe une filtration donnée par F*H* = {F*}; FPH* = ®,5,H". La
filtration de H* peut dégénérer en un autre espace vectoriel gradué qui est dit P'espace
vectoriel associé gradué et défini par E5(H*) = FPH*/FPYIH*. Nous trouvons que si
dim H™ < oo pour tout n, on peut calculer H* de {Ef} en prenant la somme directe
des Ef: H* = @®p=0F5(H*). En général, on ne peut pas calculer complétement H*,
mais on peut espérer que H* sera déduit de Ej(H*). La théorie des suites spectrales,
ou bien comme on dit, le but des suites spectrales, consiste essentiellement & utiliser des
filtrations pour construire par ”approximations successives” H*.

On appelle module différentiel bigradué sur un anneau R toute collection de R-
modules {EF?}, ol p,q sont des entiers, r sont des entiers non negatifs, avec une ap-
plication R-linéaire, d, : E}* — E}*, la différentielle, de bidegré (s,s — 1) ou bien
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(—s,—s + 1), qui satisfait d2 = 0. Soit

Kerd, : EP? — EPtsa—st+l

q X —
HII" (Er ,dr) - Imd, . Ef—s’q+3_l ‘—>E£’q

le module d’homologie du complexe ({E}*},d,).

DEFINITION IV.1.1 (voir McCleary {29], Switzer [41]). Nous appelons suite spec-
trale toute collection de modules différentiels bigradué; ({E??,d,}), ot r = 1,2, -, les
bigrades différentielles d, sont ou bien (—r,—r + 1) (pour une suite spectrale de type
d homologle) ou bien (r r — 1) (pour une suite spectrale de type de cohomologie) et
E q 1 est isomorphe & HPYEY dp).

DEFINITION IV.1.2 (voir McCleary[29], Switzer [41]). Une suite spectrale est dite
dégénére au N1€Me _ terme E} si les différentielles d, = 0 pour tout r < N.

DEFINTION IV.1.3 (voir McCleary [29], Switzer[41]). Une suite spectrale (E}*,d,)
des R-module est dite convergence & R-module H* si H* a une filtration F* telle que
Epyt = FpHPYe | pPrlgrte — EPI(H*) oll EZX est le terme limite de la suite spectrale.

Si la suite spectrale est dégénérée au terme Ey, on déduit que
ok A ~ * ok
EN=EN,, = --=E].
Nous allons citer deux suites spectrales importantes.

THEOREME IV.1.4 (Les suites spectrales d’homologie de Leray - Serre, voir McCleary
[29]). Soit G un groupe abélien. Etant donnée une fibration, de fibre F, F — E —
B o1 B est conneze par arcs. Alors il existe une suite spectrale de type d’homologie
{E,,d,} qui converge vers H.(E;G) avec E2 | = Hy(B; Hy(F;G)), ot Hp(B; Hy(F;G))
est I’homologie de B avec des coefficients locauz dans I’homologie de F'.

THEOREME IV.1.5 (Les suites spectrales de cohomologie de Leray - Serre, voir
McCleary [29]). Soit R un anneau commutalif avec unité. Etant donnée une fibra-
tion, de fibre F, F — E — B ot B est conneze par arcs. Alors il existe une suite
spectrale de type de cohomologie d’algébres {E}*,d,} qui converge vers H*(E; R) avec
EP? = H,(B;HY(F;R)) oi H?(B;H!(F;G)) est la cohomologie de B avec des coeffi-
cients locaur dans la cohomologie de F.

Remarquons. que (voir McCleary [29] Proposion 5.4) si B est un espace simple-
ment connexe, on a: EY'?! = H,(B; Hq(F;G)),0u G est un groupe abélien et E5? =
H?(B;K)®Kg HY(F;K), o K est un corps.

IV.2. Sur l’homologle de HA2? ‘mp

Rappelons que HA, | = HALo,  / U(n,C), HAL, = {(4,B,C) € Aumy;
rang[B, AB, A’B, . A" 1B] = n et rang[CT, ATCT (AT)2CT, . (AT)" 1CT] = n}.
Soit b; la s1€Me_ colonne de la matrice B. Puisque le rang[B, AB AzB . JA™IB] =
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n, dans le systéme des nm vecteurs

{by, Aby, A%by,..., A" 1y, by, Aby, A%bs, ... A" by, . ..... ,

b, Abp, A%y, ..., A" 1}
contient n vecteurs linéairement indépendants qu’on peut tirer par la méthode suivante
(voir N.H. Phan [36], D. Hinrichsen [19]).

Nous allons de gauche a droite dans le systéeme précédent et effacons tous les vecteurs

qui dépendent linéairement des vecteurs qui les précédent. Les vecteurs restant qui for-
ment une base de C™ sont ordonné comme suit:

H(A,B) = [b, Aby, ..., A¥17 by by, Aby, ..., A¥ by by, by, ... AP b, ]
De plus, les k; sont des nombres entiers non-negatifs et 37, k; = n. Si kj = 0, le
bloc correspondant {b;, Ab;, ..., A¥s=1b;} n’apparait pas & H(A, B). Il est clair que les
nombres ki1, k2,..., k,, sont des invariants de la relation de conjugaison car
H(SAS™!,SB) = S[by, Aby,..., A¥* 7 by, by, Aby, ..., AF27 by, ..., Ab,,, ..., AF»—1p, ]
pour tout S appartenant a U(n,C). On note la collection de ces nombres entiers par
k(A,B) = (ky, k2, ..., km). On désigne par Ky ;m = {(k1,k2,...,km) € Z™; k; > 0
et Z:;';l k; = n}. Alors, k(A, B) € K, Maintenant, pour chaque k € K, ,,, on pose:

(k) = {(A, B,C) € HA, 9 ,; tel que k(A, B) = k}.
Soit G(A, B) une matrice unitaire obtenue de la matrice H(A, B) ci-dessus par le procédé
d’ortho- normalisation de Gram-Schmidt de matrice H(A, B). On désigne par (A, By,
Ci) = (G(A,B)"YAG(A, B), G(A,B)"'B, G(A, B)). On peut démontrer avec le méme
argument dans Nguyen. H.P. [38] que:

THEOREME 1V.2.1.  L’application (A, B,C) — (A, B, Ct) est une forme normale
(pour Vaction semblable de U(n,C)) continue sur chaque sous-ensemble H*’(k). En
plus, Ay, By et Cy, ont les formes spéciales suivantes:

(Ak,Bx,CF) =
Ny ay;; % - ok e % o
N c
2 . O asy ok e * :2
N 0 0 0 am1 C
m 0 0 0 ™
ol
*
1 —aj2 ( \
aj2 . PEREEY *
N, = : ;bf: aj; | <ki4---+ka+1
—ajx, 0
%k,  Tjk, :
\ 0/
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By = [b’f,bg, . bk] J=L1,2,...m; aja,---,a;;, sont des nombres réels positifs, a;;
est un nombre posztzf st kj > 0 etaj; =0 st kj = 0; zj,,-- Zjk, sont des mombres
maginawres (leurs parties réelles sont nulles). Les éléments noté * dans b’c qui est la
j'éme-colonne de By sont des complezes. La matrice Cy, est définie par Ies conditions:
rang[C]NjTC], . ,(N]T)kJCj] =k; pour 0 < j <m.

On pose, pour chaque k € K, ,,, H*°(k) = H""(k)/U(n C). La collection {H‘“’(k) k
€ K, m} a une propriété speciale que nous allons démontrer ci-dessous aprés avoir rap-
peler la définition suivante:

DEFINITION IV.2.2 (voir Whitney [42], Le Dung Trang et Tessier [25]). Soit X un
ensemble sous-analytique. Soit {X,;¢ € I} une famille localement finie de sous-ensembles
sous-analytiques non singuliers connexes de X. On dit que la famille {X,;¢ € I} est une
stratification sous-analytique de X si

(i) Famille {X,;i € I} est une partition de X.

(ii) La fermeture X, de X, dans X et le bord X,\X, de X, sont des sous-ensembles
sous-analytiques de X. Les sous-ensembles X, sont appellés strates de la stratifi-
cation.

(iii) On dit qu’une stratification de X satisfait a la propriété de la frontiere si X; nX, #
@, ona X 2 X;. Remarquons que dans ce cas X; et X,\X,, pour tout i € I, sont
unions des strates qui ont des dimensions moindres que celle de X, .

THEOREME IV.2.3. La collection {H®(k);k € K, m} est une stratification qua
— ao
satisfast la propriété de la frontiére de HA,, , .

Démonstration. Etant donné
HAnm = {(A4,B) € C™*" x C"*";rang[B, AB, A’B,---, A" 'B] = n et A= —A*}

U(n,C) agit semblablement sur HAnm par S - (4, B) = (SAS™!,SB). L’espace des
orbites associé est HAnm = HA,1 m/U(n,C). Pour chaque k € Kn,m, on pose: H(lc)
{(A,B) € HA, m; tel que k(A, B) = k} et pose H(k) = H(k)/U(n,C). Dans [38] nous
avons démontré que la collection {H(k);k € Ky r,} forme une décomposition cellulaire
analytique de I’espace des orbites HA, ,, c’est-a-dire qu’elle est une stratification qui
satisfait & la propriété de la frontiére dont les strates sont isomorphes analytiquement a
des ouverts de RP. Nous considérons maintenant le schéma commutatif

P
HAZC 7 HA20

n,m,p n,m,p

(4,B,0)
|k Jﬁ h j
(4,B)
. P
HApnm —— HApm.

o P sont deux projections canoniques des fibré principaux respectivement et h est induit
par h. Il est clair que h est une fibration et que h™*(H (k)) = H%°(k) pour tout k € K, .
Donc {H*°(k); k € K m} est une stratification qui satisfait & la propriété de la frontite.
Le Théoréme est démontré.
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Pour chaque k = (ky, k2, ..., km) € K, m on définit Papplication

P)c1 : Hao((kl, kz, SN ,km)) —_— Hao((kz, ey km))
donnée par: (Ag, Bk, CT) — (Ag, B, CT) = c’est-a-dire qu’on obtient Az, Bi, C7 en
jetant k; premiéres rangées dans Az, By, C¥ respectivement. Et puis on définit Py,:
H((ka, ..., km)) — H®((k3, ..., km)), etc. D’ol1 'on déduit le résultat clair suivant:

PROPOSITION 1V.2.4. Pour k = (ky,k2,...,kyn) € Ky . Il existe une suite de
fibrations

Cm=Dk  HARC | s HO((k1,k2,...,km))

k’x»P:l
l Pr,
Clm=1F x HARC, | < H((ka, k3, .-, km))
L P,
.l, Pkm—l
Ckm-1 x HA?.?_DP,I = H*((km-1,km))
| P,
{x} xHAPS ., = H*((km)).

Maintenant on filtre HAﬂ?n’p en posant, pour chaque ¢ > 0, L, = U{H®(k);
dim H*°(k) > ¢}. Rappelons du fait que H 4°(k) est un sous-ensemble ouvert de ’ensem-
ble H(k) = {(A, B,C) € HA,, ,, »(n); tel que k(A, B) = k}, par un résultat de N.H. Phan
[37], He(k) est une sous-variété de HAZ,  de dimension 2n + 2N (k) + 2np ot N (k)
=k + (ki +k2)+ -+ (k1 +k2+...km—_1). Les L, forment une filtration décroissante de
HAg}?n,p, i.e. Ly D Lgy1. En plus, on trouve que ’espace quotient Lq/Lg41 est isomor-
phe a EN“(k)(Lq Loyy) = ZN’(k) H(k) ou ) X est la notation de la suspension de
Pespace topologique X; >~ X : = X x [0,1]/(X x {0}JUX x {1}) et 22 X: =Y X),
et ot Ny(k) = dim H*°(k). Donc d’aprés le Théoréme de Atiyah-Hirzebruch-Whitehead
(voir R.M. Switzer [41], Th.15.6 et 15.7) il existe une suit spectral d’homologie associé
a la filtration {L,} dont le terme EZ, est donné par E?, = H*(ZN(") He(k); F) ou F
est un corps. Alors en vertu de la Proposition IV.2.5. et du Théoréme de Leray-Serre
IV.1.4. on a:

THEOREME IV.2.5. Soit F un corps, alors il existe une suite spectrale d’homologie
{E2.} qui converge d H,,(HA??,,’,,;F) dont le terme E.. contient
N(k)
®pH. (Y (HARS, | x HA®®ky,p, 1 x -+ x HARC, |/ F))
ot k passent par tous les partitions k = (ky,ka,..., km) € Knm et Nq(k) = 2n+2N(k)+
2np, N(k) =k + (k1 + k2)+ -+ (ka + k2 + -+ - + kmm—1).

Nous conjecturons que cette suite spectrale s’arréte au terme E2, c’est-a-dire que
N(k)
H.(HAZS, i F) = @cH * (D (HALS, | x HADS, | x -+ x HAJD  ; F)).

n,m,p’ k1,p,
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Sip = 1, dans le méme esprit que précédemment au Théoréme IV.2.3. et & la Proposition
IV.2.4. on a, pour chaque k = (k1, k2, -, km) € K, m, une suite de fibrations

C(m_l)kl X HA?SL]- — Hao((kl,kz,. ..,km))

| P,
Clm=Dk2 x HARC | — H*((ka, ks, ..., kn))
| P,
L Py
Ckm-1 x HAk,,._l,l,l —  H*((km-1,km))
| P,
{+} x HA}? | = H((km))-

Donc en vertu du Théore IV.2.5. HAk , @ un role important pour déterminer I’lhomo-
logie de HAﬂg1 p- Ci-dessous nous allons l’exa.miner‘

IV.3. Sur I’homologie de HA29 ,. Rappelons que
n,1,1
——ao
HA, ,, ={(4,b,c) € C™" x C"*! x C*"; A = — A" rang[b, Ab, A%b,... , A" 1b] = n,

et rang[cT, ATcT  (AT)2T, ..., (AT)%cT) = n}.
Soit S une matrice unitaire telle que SAS-1 = diag[a;, a2, ...,a,] = A. On pose Sb =
(b1,b2,...,b,)T =b, ¢S~ =(c1,c2,...,cn) = & On sait que
by 1 a s ap
o e " bo 1 ¢ - ad
0 # det[b, Ab,..., A"~1b] = det . det
bn 1 af7t -0 apt?

Le premiér facteur de cette formule est un déterminant de Vandermonde, on obtient
donc que (A, b, c) appartient a HA,, 1,1 Si et seulement si a; # a,, a; sont des imaginaires
pures, b; ;60etc,;60pourtout0<z;é]§n On pose by = b, co = éet Ag =
diag[a;,as, .. ., a,] tel que a3 < 1<a3<- - < ap,. Alors P’application (A4, b, ¢) — (Ao, bo, co)
est une forme normale sur HA,, 1,1 pour l’action de conjugaison du U(n,C). HA,, 11
est donc identifié a l’espace

{((a1,...,8,),(b1,...,bn),(c1,...,¢a)) ER* X C" x C™;a1 < -+~ < @n; b; # 0,¢; # 0}.
Soit F(R,n) un espace de configuration défini par

F(R,n) = {(a1,az,...,a,) € Ry;a; £ a, sii# j}.

Le groupe symétrique S,, de toutes les bijections d’ensemble contenant n éléments dans

lui-méme agit librement sur F((R, n) par correspondance des coordonnées. L’espace des
orbites associé est désigné par DP"(R) = F(R,n)/S,. On en conclut que:

THEOREME IV.3.1. Soit F un anneau arbitraire avec unité, on a
H,(HAZQ 1 F) = H.(DP"(R) x ($')*; F)
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~ H,(DP"(R); F) ®F H.((S")*"; F);
Hi(HA2S |} F) = ®upa=. [Hi(DP"(R); F) ®F Ha((S')*"; F)],

ou St est le cercle unité. Il vient donc que

Hi(Sl;F)z F, szz:=00u'z'=1
0, ste#0eti#l

Enfin nous considérons le cas n = 1.
IV.4. Sur ’homologie de HA?‘,%F. Rappelons que

ﬁXf‘;’n,p = {(a,b,¢) € C x C™ x CP;a est un imaginaire pur, b # 0 et ¢ # 0}.

Dans ce cas, la fibration mentionné dans la démonstration du Théoréeme IV.2.3., est de
la forme:
CP\{O} - HAI ,m,p

HA;pm.

On peut constater que H A, ,, équivaut homotopiquement & I’espace projectif complexe
P,_1(C).

En appliquant le Théoréme de Leray-Serre IV.1.5. et en utilisant le méme argument
qu’en N. H. Phan [35], nous obtenons:

THEOREME IV. 4 Sotent F un corps arbitraire, H*(HA® mp,F) Palgébre de co-
homologie de HA mp et soit {E}*} la suite spectrale de cohomologie associée avec la
fibration (CP\{O} HD, ., HA1m) précédente. Alors on a: {E}*} s’arréte au terme

5%, et en plus,

Ey* = H'(HAS, ,;F) & H"(Pn_1(C); F) ®F
H*(CP\{O}; F) = Flza)/{2}'} ®F Elyasp-1]

ou F[z3] est l'agébre de polynome engendré par z, de degré 2, {5} est l’idéal engendré
par (z2)™ etE[yzp—1] est Ualgébre extérieure engendrée par ysp—1 de degré 2p — 1.
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