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Résumé. Soit a un point frontiére et isolé d’un domaine hyperbolique du
plan complexe. Soit /7(z)|dz| la métrique de Poincaré de ce domaine. Nous
étudions quelques allures de I et ses dérivées partielles 11, I1,, et II,; au
voisinage de a. Par exemple,

11 (2)=0(|z—a| ¥ (—log|z—a|)™?) pour z—a.

L’exactitudes d’ordres sont démontrées. Quelques résultats sont obtenus aussi
dans le cas ou a n’est pas isolé.
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1. Introduction. Soit G toujours un domaine du plan complexe C={|z|
<+oo} tel que le complément C\G contienne au moins deux points. Un tel
domaine s’appelle hyperbolique. Alors, G a la métrique de Poincaré I14(z)|dz|
avec la densité I1;>0 définie par une projection holomorphe f sur G du disque
unité ouvert D={|w| <1}, regardé comme le revétement universel de G, en
notation: f<Proj(D, G). Autrement dit, on définit

(LD 1/ 6(2)=1—|w|®| f'(w)l,

ou z=f(w), wsD. Le coté droit est indépendant du choix particulier de f et
w, pour autant que z=f(w) soit satisfaite. La dérivée f’ de f<Proj(D, G) ne
s’annule jamais dans D. Soit dG la frontiére de G dans C. Soit, de plus,

Ou(z, a)=|z—al" logg};ﬁ

ou acC, zeC\{a} et n=1, 2, 3. Le premier résultat est le

THEOREME 1. Soit a=9dG un point isolé de 0G. Alors,
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(1.2) lit}}@l(z, a)llo(z)=1/2.

Peut-étre, le théoréme 1 est connu; voir, par exemple [6, p. 322, Corollary
1], 'expression est un peut incompléte ; nous n’insistons jamais de priorité. Je
remercie la/le référée qui m’a appris le mémoire [6]. Mais, il est intéressant
pour la comparaison du théoréme 2 ci-dessous.

Soient, pour z=x+iyeC,

2(0/0z)=0/0x—id/0y et 2(0/0Z2)=0/0x+120/0y .

Alors, l'opérateur A=4(0%/0z0Z) est laplacien. Nous allons étudier quelques
allures asymptotiques des dérivées, jusqu’a les secondes, de Ilg, allures qui
sont moins précises relativement a celle pour I¢ elle-méme dans (1.2). Le
second résultat est le

THEOREME 2. Soit acdG un point isolé de 0G. Alors, nous avons inégalités
(1.3)-(1.5) suzvantes:

(1.3) lirlejup@z(z, a)|@/02)IT4(2)| <1.
(1.4) Iin;ljup@s(z, a)|(@%/02)11 4(2)| <11/2.
(1.5) lirzn asup(Ds(z, a)(0%/0202)11 o(2)<2.

Notons que (02/0z*)114(2z) = (8%/022)I1 c(z) et (9%/0202)[1s(z) = 0. Nous ne
pouvons pas affirmer I'exactitudes de trois constantes 1, 11/2, et 2 dans (1.3)-
(1.5). Mais, l’exactitudes d’ordres @,(z, a) dans (1.3)-(1.5) se démontrent par
les suivantes, ou H=D\ {0}, disque percé; voir la section 4.

(1.6) lim®y(z, 0)|(0/02)[Tu(2)| =1/4.
.7 lim®y(z, 0)1(9°/02°)1 u(2)| =3/8.
(1.8) lim®y(z, 03*/9202)I u(2)=1/8.

Dans la section 3 nous étudions des allures dans le cas ou a n’est pas
isolé. Dans la section 5 nous étudions des allures du rayon d’univalence dans
le cas ou a est isolé.

2. Preuve du théoréme 1. Pour le disque percé:
AW, S)={z; 0<|z—b|<S}, besl, S>0,
nous avons 'égalité

S
1/11 4, 55(2)=2] 2—b| log[—z—Tl
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par la projection:

e=b+8 exp(L 1) <Proj (D, A, 5.

Notre théoréme 1 est, en effet, une conséquence immédiate du

THEOREME 1BIS. Soit a=0G un point isolé de 0G et soit

R(a)=inf{|{—al; {€0G\{a}}.
Alors,

R(a)
|z—a|

2.1) 2|z—allog R(a) <1/M14(2)<2|z—allog

< +2¢cnlz—al
lz—al

pour z€{z€G; |z—a| < R(a)}, ou
cy=1I1/4)*(4n%)'=4.376---.

L’égalité dans la premiére partie de (2.1) arrive en chaque z€G quand G=
A(a, S) car R(a)=S dans ce cas. D’autre part, celle dans la seconde arrive en
z=—1 dans le cas G=C\{0, 1} et a=0. En effet, 2/1,\, ,(—1)=1/cyx; voir
[1, p. 436].

Posons R=R(a) pour simplicité. Nous avons besoin du principe des métri-
ques hyperboliques (ou, de Poincaré): Pour un sous-domaine A d’un domaine
hyperbolique B nous avons:

Il (2)=1Ip(z)  pour tout ze A;

voir [3, p. 50]. Alors, la premiére inégalité de (2.1) est une conséquence im-
médiate de ce principe par la relation A(a, R)cG avec la continuité de /7.

Il y a gesdG\{a} tel que |g—a|=R. Alors, la relation G=C\{a, g} montre
que

(2.2) 11 (2)<1/1 ¢\ (0, () pour tout zeG.

Puisque z=(¢—a){+a représente C\{0, 1} sur C\{g, ¢}, on a

@3) Vi evaw@=10—al/Mevon (=5 )

qg—a

pour chaque z&C\{a, g}. D’autre part, J. A. Hempel a démontré I'inégalité du
type de Landau en la forme exacte:

1/ evio, Q) =21L|(1og Ll [ +cn)

pour chaque {=C\{0, 1} ; voir [1, (4.1)]. Notons que Hempel adopte 211 ; comme
la densité de Poincaré. En combinant cette estimation avec (2.2) et (2.3) nous
avons la seconde inégalité dans (2.1) par la continuité de 7.
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3. Allures de /I, prés d’'un b=0G général ou non isolé. En effet, (2.2)
est vraie pour toute paire a, ¢ des points sur G pour autant que a#gq soit
satisfaite ; ici, @ n’est pas nécessairement isolé. Donc,

z—b
@.1) VHo@)5212-bI{| 1og|71—_7| |+en}, 26,
ou b, g=0G et b#q. Alors, on a
lim gnf@l(z, oIl s(2)=1/2

pour tout point b=dG. En particulier, lir?lz—bl"ﬂg(z)=+oo pour tout point
2z

beadG et pour tout 0 p<l1.
Soit b=dG. Supposons qu’il y a deux constantes e=&(b)>0 et Q=Q(b)=1
telles que, pour tout », 0<<r<e, on puisse trouver ¢g=q(*)=dG avec

r/Q=1q—bl=rQ.
Alors,
1711 5(2)<2(logQ-+cy)| z—b| pour z&G avec |z—b| <e(b).

En effect, considérons (3.1) avec b et g=q(]z—b]). Evidemment, b n’est pas
isolé. En particulier, on a immédiatement,

limgnflz—blﬂg(z)gl/(Z logQ+2cy).
Deux tels exemples de b sont proposés.

Example 1. Si la composante connexe de dG contenant b€dG est un continu
non dégénéré, alors on a Q(b)=1 toujours avec &(b)>0 appropriée.

Example 2. Etant donné Q>1 nous posons N le plus petit nombre naturel
=1/(Q*—1). Soit P,=Q/n, et soit G=C\{P,},-ny. Alors, pour b=0€dG on a
e=1/N et Q(b)=Q. En effet, pour r, 0<r<1/N, on a n=N tel que 1/(n+1)
<r<l/n. Ensuite, r/Q< P, ,=rQ, d’o0 q=P,,..

Il est facile d’observer que
lim Enflz—l [T p(2)=1/2.

Est-ce que
lirI'l §up| z—b| Il 5(z) <+ o0

pour bsdG spécifié ci-dessus par ¢ et Q? Un contre-exemple plus fort est
pourvu par
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lim §up]z—1 |21 p(2)=+c0

car |z—1|%I )(z2)=1/Re{(1+2)/(1—2z)}. Encore, il y a un domaine U tel que U
soit “maigre” prés de 09U, oU étant un continu, et que

3.2) lin;ljup | 2|2 y(z2)=-+ 0.
Le domaine cité est
U={z; |Im(z7*+2'ns)| <= /2}
avec oU=1{z; |z|*=Imz/m ou Imz=0} et 0 étant une cuspide de oU. Puisque
l/HU(z)=2[z|2sin(ITr:|iz) pour z€U,
on a, sur un cercle {z; |z|?*=(k/x)Imz} (pour tout 2>1 fixé),
|z|*y(2)=1/(2 sin(z/k)).
Maintenant, il est facile de démontrer (3.2). Notons que

lim ilnflz—llzﬂp(z)=0 et toujours |z|2Ily(z)=1/2.

4. Preuve du théoréme 2. Pour z=G nous posons
ds(z)=inf{|{—z|; {€0G} et 74(2)=1(0/02){1/11s(2)}|.

Nous connaissons I’inégalité exacte :
4.D) 0l s(2)< —2—, zeG;
= 247162)

voir [4, (7.3)]. Il résulte de (4.1) et de (2.1), avec dg(z)=|z—a]| pour 0<|z—a|
=R(a)/2, que

log(R(a)/|z—a|)+cy—1/2
|z—a|*(log(R(a)/1z—al))?

4.2) [(0/02)I o(2)| <
pour z€ {0<|z—a|<R(a)/2}. Alors, il est facile de démontrer (1.3).
Apres quelques calculs simples, partant de (1.1), on a
(0%/0202)11 o(2)=11 o(2)°+ | (8/02) 1 o(2)|* 1] s(2)™!,  2€G,

qui est essentiellement l'identit¢é de la courbure de Gauss pour la métrique
11 ,(2)|dz|, c’est-d-dire que

A 10g”6(2)=41]g(2)2, zeG.

Il résulte donc de (2.1) et (4.2) que
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(0%/0202)11 5(2)

2(10g(R(a)/ |z—a|)+cn)(log(R(a)/|z—al)+cn—1/2)’+(1/8)log(R(a)/|z—a])
lz—a|*(log(R(a)/|z—al))*

pour ze{0<|z—a|<R(a)/2}. L’inégalité (1.5) alors s’obtient immédiatement.
Pour démontrer (1.4) nous allons utiliser 1’inégalité exacte:

. <6(] (1—[514(111;>|gg)'(w)| }2_1)

pour weD ou g est holomorphe dans D, g’(w)+0, et 6(w, g) est le plus grand
r>0 tel que le disque d’une feuille et du centre g(w), {{; |{—g(w)| <r}, se situe
sur la surface de Riemann qui est I'image de D par g; voir [4, (6.2)].

Puisque nous avons, pour f<Proj(D, G), que 0s(2)=0dw, f), z=f(w)eG,
et, de plus, un calcul montre que

g"(w) 3 /g"w)

@3 A—lwl®? 7w 2\ gw)

f'rw) 3 frw)y

{2/ o(2)} 1@°/02){1/ H o(2)} | = (1— | w|*)? 7w 2\ Fw)

on a, avec l'aide de (4.3) pour g=f, que

10°/02*)11 (2)—211 o(2)*{(0/02) 1 6(2)} *| <311 6(2)*({06() I 6(2)} *—1),  2EG.
Il résulte donc de (2.1) et (4.2) que
1(0°/02%)11 6(2)|

4(10g(R(a)/Iz al)+cu)(log(R(a)/|z—al)+cu—1/2)"+(3/2)(log(R(a)/ | z—al))’
lz—al|*(logR(a)/|z—al)*

3
" 8lz—al*(log(R(a)/1z—a)+cn)’

pour z€ {0<|z—a|<R(a)/2}. Cette estimation démontre (1.4).
Il est facile de calculer les suivantes pour z€ H,

_loglz|+1

0/02)I1 (2) = 221zl oglz] 7’
2 /A2 __3(log|z|)*+4log|z| +2
@D D=""ga 2l logl I}
(6%/0203)I1 () = (108121 + 2 log| 2| +2

—8|z|*(log|z])* ’

et ces identités montrent (1.6)-(1.8).
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Remarque 4.1. Si la dérivée g’ de g holomorphe dans D ne s’annule jamais
dans D et si

(I—lw|®|g'(w)| <2/~ 3)d(w, g) pour tout weD,

alors, g est univalente dans D. En effect, dans ce cas, on a

g (w) g"(w)
7w~ 2 (Fw) =2

par (4.3). Le théoréme bien connu de Z. Nehari [2] démontre l'univalence de
Punivalence g dans D.

sup (1—|w|?)?
weD

5. Le rayon d’univalence. Pour f<Proj(D, G) et weD, nous désignons
par p(w, f)le maximum de 7, 0<r<1, tel que f soit univalente dans un disque
d’Apollonius {{; |{—w|/|1—w{|<r}. Nous définissons ps(z), z€G, par pg(2)
=p(w, f), z=f(w). Donc, pe(z) est bien définie parce que p(w, f)=p(w’, f) si
f(w)=f(w’). De plus, pa(z) est indépendante du choix particulier de f. La
quantité pg(z) s’appelle le rayon d’univalence de G en z&G. On connait l'es-
timation exacte pour g holomorphe et univalente dans G :

6.1 {oa(2)/ I 5(2)} |1 g"(2)/8'(2)| =8  pour tout z€G;
voir [5].
Il y a des étroites relations entre pg et Il4; par suite, nous pouvons étudier

aussi l'allure de ps(z) au voisinage de a=0G isolé. Notre résultat est:

THEOREME 3. Soit a=0G un point isolé de 0G. Alors, pour le rayon d’uni-
valence pg nous avons

(5.2) 1/8<11mmf(log )pg(z) et 11msup<log| ).Oa(z) 2.

Par p6(2)16(2)<2 et pa(2)< {2+ p6(2)76(2)} 06(2) I 6(2) pour z< G(voir [4, (7.1)
et (7.2)]) on obtienne

pa(2)<406(2) 1 5(2) -

Donc, nous avons ’estimation :
(10g L )pg(z)s4¢1(z ) (2)
|z—al = ’

pour 0<|z—a|<R(a)/2. La seconde partie de (5.2) est alors une consequence
de (1.2).
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Par
0c(2)1 6(2)(p6(2)+1)*<dp6(2), z€G

(voir [4, (7.4)]) on a d4(2)l4(2)<4ps(2). Donc,

0z, O o@)=4(l0g - )pe(d

pour 0<|z—a|<R(a)/2, d’ou on a la premiére partie de (5.2) par (1.2).

Remargne 5.1. Nous pouvons obtenir la seconde inégalité dans (5.2) aussi
par (5.1) en posant g(z)=1/(z—a). En combinant (1.2) avec |z—a||g”(2)/g’(2)]
=2 on a l’inégalité.

Remarque 5.2. On peut démontrer
pu(z)=n""(log|z| +{(log|z|)*+x%}'*), z€H.

En effect, par n=¢{)=(+1)/({—1), le disque d’Apollonius {{; |[{—w]|/|1—
wl| <r} (weD, 0<r<1) dans D est représenté sur le disque d’Apollonius {7;
[p—@(w)|/|p+¢w)| <r} dans le demi-plan gauche, dont le diamétre euclidien
est E(r)=—4r Re ¢o(w)/(1—r*). En résolvant I’équation de r: E(»)=2m pour
Re ¢(w)=log|z|(z= H) donnée, on a r=pg(z).

Finalemant il est facile de déduire

lim(—log|z)on(z)=n/2.

Donc, une conjecture un peu hardie est que:

Z2-a

lim(log I—Z—i—a—l) pa(2)=m/2

pour tout point a<dG isolé.
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