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SUR LA CARACTERISTIQUE DΈULER DES VARIETES

DΈINSTEIN DE DIMENSION 6 A COURBURE

SECTIONNELLE NEGATIVE PINCEE

BY ANGEL J. MONTESINOS

Introduction. Formulation des resultats.

Soit (M, g) une variete riemannienne compacte et orientable de dimension
n—2K et designons par R(vlf v2, vs, vA)—g{R{vι, v2)υZy vA) son tenseur de cour-
bure riemannien. Si {vlf v2} est un couple orthonorme de vecteurs, la courbure
sectionnelle dans le plan (vlf v2) est R(vu v2, vlf v2).

D'apres la formule de Chern ([3]) la caracteristique dΈuler X(M) de M
s'exprime par

X(M)=\ X(R)dvg,
J M

ou Vg est la mesure induite sur M par Γelement de voume de la metrique g et,
pour tout p^M, X(R)(p) est defini dans une base orthonormee arbitraire de
Γespace tangent TPM par

(1)
2%K\KK\

oύ o%v.Λ%κ est Γindice de la permutation (1, 2, •••, 2K)->(i1 ••• i2K).
Reppelons que si V est un espace euclidien et R un 4-tenseur covariant sur

V verifiant Rιjkι= — Rjikι = Rjiik et Rijki + Rjku + Rkiji^O (done aussi Rιjkι —
Rkiij), alors R est appele tenseur de courbure sur V. L'espace des teneurs de
courbure sur V sera note Courb(F). Si dim Y—2K et i?eCourb(F), on definit
Γintegrand dΈuler (formel) de R par (1).

Les conjectures suivantes sont classiques:

Conjecture (globale) de H. Hopf. Si (M, g) est a courbure sectionnelle non
negative, alors X(M)^0. Si (M, g) est a courbure sectionnelle non positive, alors

ί>0 si n=0 (mod. 4) et X(M)<0 si « Ξ 2 (mod. 4).

Conjecture (algebrique) de H. Hopf. Soit R<=Couτb(V) et n=άim(V) pair.
Si R est a courbure sectionnelle non negative, alors X(R)^0. Ce qui equivaut
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a: si R est a courbure sectionnelle non positive, alors X(R)^0 si n = 0 (mod. 4)
et X(R)£Q si n=2 (mod. 4).

En dimension 4 la conjecture globale fut prouvee par J. W. Milnor, et puis
par S. S. Chern ([4]) qui, de fait, montre la conjecture algebrique. De plus, on
connait une obstruction topologique a Γexistence de metriques dΈinstein due a
J. Thorpe et N. Hitchin ([14], [7]).

II est bien connu que, des la dimension 6, la conjecture algebrique est fausse :
R. Geroch a, le premier, donne un exemple de tenseur de courbure en dimen-
sion 6 pour lequel la conjecture algebrique est violee (voir [5] et [10]); J. P.
Bourguignon et H. Karcher construisent dans [1] un tenseur de courbure
dΈinstein en dimension 6 a courbure sectionnelle positive dont Γintegrand dΈuler
est negatif (pour d'autres contre-exemples a la conjecture algebrique en dimen-
sions 6 et superieures, voir [2]). Recemment, C. C. Hsiung et K. M. Shiskowski
ont donne des conditions sur les courbures sectionnelles d'ordre p(2<p^n—
άim(V)) impliquant X(R)^0 ou X(R)£0 (voir [8]). D'autre part, D.L. Johnson
([9]) a prouve la conjecture algebrique en dimensioh 6 pour le cas Kahlerien.

La conjecture globale en dimension 6 a ete prouvee a Paide d'hypotheses
additionnelles: ainsi, si (M, g) admet un champ de Killing non nul et la courbure
sectionnelle est positive, alors l(M)>0 (A. Weinstein [16]); S.I. Goldberg ([6])
demontra la conjecture globale en dimension n si la variete est conformement
plate et S. Tanno ([15]) a etabli (en dimension 6) que si le tenseur de courbure
conforme est petit, la courbure scalaire τ est positive et la courbure de Ricci
est pres de (l/6)r, alors %(M)>0.

Nous prouvons (voir le Corollaire ci-dessous) que la caracteristique dΈuler
d'un espace dΈinstein de dimension 6 a courbure sectionnelle negative 0,233
pincee est negative.

Introduisons maintenant quelques notations pour formukr notre resultat
principal. Si v^TJsAy le fibre tangent unitaire de M, l'endomorphisme de Jacobi
Kv: TKt»M->T1Kυ)M est defini par Kυ{w)—R(v, w)v, pour tout w^TUυ^M. II en
resulte que KΌ(v)—0 et g(Kυ(w), u)—g(w, KΌ(u)); en particulier KΌ envoie vL—
{w^Tu^M\g(vf w) =0\ sur lui-meme et il existe une base orthonormee {ex{v),
•" > en-i(v)} de v1 qui diagonalise Kυ\υ±. Ainsi KΌ(ei(v))—λi(v)ei(v)f remarquons
que λi(v) est la courbure sectionnelle selon le plan (y, ei{v)).

La mesure vgxA sur TXM est le produit de vg (celle induite par la metrique
g sur M) et de Λ (la mesure de Lebesgue normalisee sur les fibres).

THέOREME. Soit (M, g) une variete riemannienne a"Einstein de dimension 6,
compacte et orientable, alors

(2) χ(M)= 2 ψ 3 \TiM [9,6 Trace (/?»)-6,56 Trace (K*) Trace Kυ

+(Trace i^υ)
3-0,02 FsRab

En consequence,
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(3) Z(M)£ ̂ o - ( [9,6 Trace (ίC})-6,56 Trace (AT?) Trace K,

+(Trace KΌy]dvsxΛ,

Γegalite n'ayant lieu que si (M, g) est localement symέtrique (Fi?=0).

Remarque, (M, g) etant dΈinstein, ona ρ=λg (oύ p est le tenseur de Ricci)
done Trace KΏ=λ pour tout v^TxM. Compte tenu de (3) il est naturel de con-
siderer le cas a courbure sectionnelle negative. On peut done supposer Λ= —1
et donner des conditions de pincement pour les valeurs propres Xt(v) de Kv\v±

impliquant

(4) 9 , β ( έ ^ ( ί ; ) 3 ) + β , 5 β ( i l ^ ) 2 ) - l < 0 , oύ

DEFINITION. Soit EαR un ensemble compact. On dit que les elements de
E sont p pinces si

pour tout XΪΞE, OU bien si

<x<^—prn pour tout x&E. Ici,

m=max{|/| I jeE] et

Si Γon fait λί(v)=λ2(v)=- α, et λs(v)=λ4(v)=λB(v)=--7Γ--κ , alors les
lα-f-ό Δθί-f-6

λi{v) sont α pinces et, si α=0,2329, le polynδme de (4) est positif. Nous prouvons
que si le pincement des λi(v) est 0,233 alors on a (4). En consequence:

COROLLAIRE. Lα cαrαcteristique d'Euler d'un espαce dyEinstein de dimension
6, compact, orientable et a courbure sectionnelle negative est negative si les valeurs
propres de Kυ\υl sont 0,233 pincees, pour tout v^TxM (il en est ainsi si la courbure
sectionnelle est 0,233 pincee).

Je dois les motivations de ce travail a Andre Avez. Qu'il veuille trouver
ici Pexpression de ma gratitude. Je remercie Jean-Pierre Bourguignon pour les
conversations que nous avons eues.

Les resultats de cet article ont ete annonces dans [12].

Preuve du Theoreme

D'apres les resultats de T. Sakai ([13]) la formule de Chern pour une variete
(M, g) de dimension 6 peut s'ecrire comme suit:

' 384 f

+24(p; p; R)-2A{p; R, R)+2(R, R, R)-8(R: R: R)~\dvg,
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R est le tenseur de courbure riemannien, p le tenseur de Ricci, τ la courbure
scalaire et on utilise les notation suivantes ([15]) dans une base orthonormee
arbitraire: \R\2=RabcdR

abcd, \p\2=pijp
lJ,

(R, R, R)=RiJ

klR
kιrsRrsij,

(R:R:R)=R*ikίRt

r

k

sRJslr>

(p R, R)=p™RrjklRjkι,

(p;p;R)=pίkpjίRtjkl,

En partiuclier, si (M, g) est dΈinstein, on obtient:

(5) X(M)=^ψ^M^jτ3-τ\R\2-S(R: R: R)+2(R, R, R)]dvg.

Notre but est d'exprimer les integrales de r Trace (Kl) et de Trace (/£"$) sur
TiM en fonction des quatre invariants cubiques du tenseur de courbure ap-
paraissant dans la formule (5).

LEMME 1. Si (M, g) est une variete dΈinstein de dimension 6, alors

(6)

Preuve. Designons par S5(p) la fibre de TXM au-dessus de p. Soit (Eu •••, E6)

un repere orthonorme de TPM et considerons le tenseur contra variant T dont

les composantes en (Eu •••, E6) sont

(7) τ β ^

(ici v—vιEi^S\p) est la variable d'integration). II s'agit d'un tenseur com-
pletement symetrique et invariant par le groupe orthogonal. En consequence:

(8) Taβrδ=cί;-gaβgr§ + gargβδ + gaδgβγ2 f

oύ c est une cons tan te.
Si Γon contracte (7) et (8) avec gaβgγδ on obtient c=l/48. D'autre part,

Tr2Lce(Kl)=RΌtυjRΌ

t

Ό

J ce qui, d'apres (8), implique

c a r \\R\^



424 ANGEL J. MONTESINOS

Le lemme est prouve.

LEMME 2. Si (M. g) est une variete d'Einstein de dimension 6, alors

(9) [ Tract (Kl)dvgxΛ

Preuve. On raisonne comme dans le lemme precedent:

( Trace (Kl)dΛ=\ RvivJRυ\kRv\*dA

Si Γon considere le tenseur contravariant donne par

V

aVβVrVδV^VμdA ,

on a

oύ P=P(a -" μ) est Γensemble des permutations (α, j8, r> β, 77, /i) suivantes:

P={(1 2 3 4 5 6), (1 2 3 5 4 6), (1 2 3 6 4 5),

(1 3 2 4 5 6), (1 3 2 5 4 6), (1 3 2 6 4 5),

(1 4 2 3 5 6), (1 4 2 5 3 6), (1 4 2 6 3 5),

(1 5 2 3 4 6), (1 5 2 4 3 6), (1 5 2 6 3 4),

(1 6 2 3 4 5), (1 6 2 4 3 5), (1 6 2 5 3 4)}.

On obtient ainsi que

(10)

k Rβkδi
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D'autre part, on verifie aisement (voir [13] p. 591) que

PuvRuabcRvbca=-j(p;R, R),

RabcdRab

UΌRcu<iv=j(R, R, R),

(11) RabcdRacUΌRbudv=j(R, R, R),

ΌRcudυ=j(R>RfR) et

RabcdRacuυRb<Luv=j(R, R, R).

Le lemme decoule alors de (10) et (11).

Remarquons que, pour une metrique dΈinstein, les endomorphismes de

Jacobi ne fournissent que trois invariants cubiques en Ri\ Trace(Kξ),

\ Trace (Kξ) Trace Kv et \ (Traced) 3 ) or d'apres (5), X(M) s'exprime en
J55(p) JS5CP) /fonction de quatre invariants cubiques du tenseur de courbure. Nous utilisons
alors le fait que Γintegrale sur M de \VR\2=VsRαbcdV

sRαhcd a une expression
cubique en la courbure. En effet, d'apres une identite introduite par A.
Lichnerowicz (voir [11] p. 10 et [13] p. 592):

|Fr|2=( -4(R:R:R)+4(p;p;R)
J M

+2(p; R, R)-2(R, R, R)-4(ppp).

Ici M est une variete compacte, orientable de dimension n. En particulier, si
(M, g) est dΈinstein de dimension 6 on obtient

(12) (^ \FR\*dvg=\M[-jτ\R\2+4(R: R: R)+2(R, R, R)]dvg.

Le Theoreme est prouve car (2) decoule de (5), (6), (9) et (12). Le Corollaire
est consequence du fait suivant, dont la preuve est presentee a ΓAppendice:

LEMMA 3. Soit

P(Xlf X2, X3, X4, Z 5 )=96θ(ΣZ?)-65

Alors P>0 sur les (Xu X%9 Xz, X4, X5) verifiαnt Σ Z , = 1 et 0^0,233max {XΛ
t=l J=l-5

^Xι, pour tout i=l ••• 5.



426 ANGEL J. MONTESINOS

Appendice

Notra but est de prouver le lemme 3. Etant donnee la syetrie des variebles

Xx du polynδme P=9βθ(i]Z*)-656(ΣX?)+lOO, il suffit de montrer que P est

positif sur Γensemble defini par

(1)

pour tout l, 2, 3, 4},

oύ Γon note α=0,233.
Nous allons utiliser la methode des multiplicateurs de Lagrange. On in-

troduira les variables Z±1, •••, Z ± 4 , Z5 pour eliminer les inegalites en (1). Soient

g2—X2—aX5—Zt

gδ=aX5-Z

Designons par G: RU->R10 la function dont les composantes sont les fonc-
tions gt II est aise de montrer que 0 est une valeur reguliere de G. Ainsi, les
extrema de P sur la sous-variete compacte de dimension 4 de Ru definie par
G=0 apparaissent parmi les solutions du systeme

(2)

(3)

(4)

2880 Jϊf-1312 Xι=μ+λx

2880 Zf-1312 Z 2 = μ +λ2

2880 Zf-1312 Z3=:μ +λ3

->ί_2

A=μ +h -λ,

2880 A?-1312 X^μ-aλχ-aλι-aλι-aλι+λ-1+λ-ι+λ.ι+λs

ί = ± l .. ±4
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(5) 0 = G .

Nous allons montrer que P est positif sur toutes les solutions du systeme
«-dessus et le lemme en decoutera.

Remarquons que (3) et (5) impliquent λδ=0. D'autre part, on peut reduire
toutes les possibilites donnees par (4) aux cas suivants:

Cas 1.1 Tous les λx sont nuls sauf >Li, Λ_2, Λ_3 et Λ_4

Cas 1.2 Tous les λx sont nuls sauf λu λ2, λ3 et Λ
Cas 1.3 Tous les λx sont nuls sauf Λ_2, Λ_3, Λ_4 et λi
Cas 1.4 Tous 19s λx sont nuls sauf λlf λ2, λs et Λ_4

Cas 1.5 Tous les λx sont nuls sauf λίt λ2, Λ_8 et Λ_4

Cas 2.1 Tous les λx sont nuls sauf Λ_2, Λ_3 et Λ_4

Cas 2.2 Tous les λx sont nuls sauf λlf λ2 et λz

Cas 2.3 Tous les λt sont nuls sauf Λ_3, ^_4 et ^i
Cas 2.4 Tous les λt sont nuls sauf λίt λ2 et /l_4

Cas 3.1 Tous les λt sont nuls sauf λ-z et >ί_4

Cas 3.2 Tous les λt sont nuls sauf ^i et λ2

Cas 3.3 Tous les λt sont nuls sauf Λ_4 et ^i
Cas 4.1 Tous les λt sont nuls sauf Λ_4

Cas 4.2 Tous les λt sont nuls sauf λλ

Cas 5 Tous les λ% sont nuls.
Etudions maintenant chaque cas (rappelons que a=0,233):
Cas 1.1 Notre hypothese et (4) impliquent Z 1 = Z _ 2 = Z _ 3 = Z _ 4 = 0 . Or,

G=0 determine alors que Xi=X2=X3=X4=X5=l/5; le polynδme P e s t positif
sur cette valeur.

Cas 1.2 Maintenant Z1=Z2=Z3=Zi=0 et il resulte de G=0 que X^X2

= Xz=X,=aX, et Z B = l / 4 α + l . Sur ce point P = l / ( 4 α + l ) 3 [-25βα3+2176a:2-
1424α+404]>0.

Cas 1.3 Comme Z 1 = Z . 2 = Z . 8 = ^ - 4 = 0 , on a Z x = α Z 5 et Z 2 = Z 3 = Z 4 = Z 5 =
l / α + 4 . En consequence, P = + l/(α+4) 3 [404α3-1424α2+2176α-256]>0.

Cas 1.4 Maintenant Z1=Z2=Z^Z_^0y done Z 1 = Z 2 = Z 3 = α Z 5 et .Y4=Z5

= l / 3 α + 2 . On obtient P=l/(3α+2) 3 [-324«3+14β4α2-336«+96]>0.
Cαs 1.5 II resulte de notre hypothese que Z1—Z2=Z_z—Z_^—0. En con-

sequence X^X2=aX5 et Z 3 = Z 4 = Z 5 = l / 2 α : + 3 . Alors P=l/(2α+3) 3 [96α3+33βα2

+ 1464α—324] >0. L'examen des valeurs de Psur toutes les solutions du systeme
(apres avoir etudie tous les cas) montre que P atteint son minimum (sur G=0)
en ce point.

Notations. Introduisons les notations suivantes: V~~= V(1312)2+4μ2880,
Γ±ΞΞ1312± V~/5760. C'est-a-dire que r± sont les solutions de 2880 X2-Ul2X-μ
- 0 .

Cas 2.1 Comme Z _ 2 = Z _ 3 = Z _ 4 = 0 on a X2=XZ=XA=X5 et (2) s'ecrit

2880 X\ -1312 Xx=μ

2880 X\-1312 X5=μ.
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Comme Xi£Xδ (car G=0) et Xι=X* est le cas 1.1, on a Xi<Xδ. Alors Zi=r_,
X2=zXs=χi=zXδ=r+ ce qui implique (compte tenu de Σ ^ t = Ό 5760=5x1312
+3V"" En resume 3V~=—800 et il n'y a pas de solution dans ce cas.

Cas 2.2 Maintenant Z i = Z 2 = Z 3 = 0 , done Xί=X2=zX3=aX5. D'apres notre
hypothese, (2) s'ecrit

(6)

(7)

De (6) il vient X4=r±. D'autre part

(8) Xt=l-(3a+l)X5, car

En donsequence ± V~=4448-5760(3α+l)Z6 et on obtient JM=
4448(3α+l)Z5+15β8. Ce qui, avec (7), implique

0=[2160α3+2430α2+810α]Z5

2+[-1128α2-834α-98]X5+49(3α+l).

Les racines de cette equation sont XJ=0,6453038 et ^5=0,3707468. Pour la
valeur Xi on obtient, d'apres (8), X4<0 done il n'y a pas de solution verifiant
G=0. La solution correspondante a X~b verifie G=0 et on a P>0.

Cas 2.3 Comme Z_3=Z_4=Zx=0, on a X3=X4=Xδ et Xx=aXh. D'autre part
(2) s'ecrit

2880 X\-1312 X2=μ
(9)

De Z 2 = r ± et X2=l-(a+3)Xb il resulte μ=2880(α+3)2Z5

2-4448(α+3)Z5+1568 et,
compte tenu de (9), on a

0=[810α:2+2430α;+2160]Z5

2+[-98α2-834αf-1128]Z54-49(α+3).

Les racines sont Zf=0,2550219, ^=0,2242428. II n'y a pas de solution pour
X^ car on obtient X2=l—(a+3)X^>X^. La solution correspondante a X% verifie
G=0 et P>0.

Cas 2.4 Maintenant Z 1 = Z a = Z . 4 = 0 , alors Xx=X2=aXh et X4=Xb. Le
systeme (2) s'ecrit

2 8 8 0 ^ - 1 3 1 2 ^ = ^
(10)

2880(2α3+2)Z5

2-1312(2α2+2)Z5=(2α:+2)iM.

Etant donne que XB=r± et Z 3 =l-(2α+2)Z 5 on a μ=2880(2+2a)2X2

δ-4448(2+2α)Z5

+ 1568 et, d'apres (10), on obtient

0=[270α3+1080α2+1080α+270]Z5

2+[-237α2-556«-237]Zs+49(«+l)

Les racines sont ZJ=0,3711204 et ^=0,2789102.
II n'y a pas de solution (verifiant G=0) dans ce cas car, pour X%> on obtient
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Xs<aXt et, pour Xj, on a Xz>X~b.
Cas 3.1 D'apres notre hypothese Z_3=Z_4—0, alors X3=X4=Xδ. De plus,

(2) s'ecrit

2880 X\-1312 X
x
=μ

2880 Zf-1312 *
2
=μ

Compte tenu des 1.1 et 2.1, on peut supposer Xχ<Xδ et X2<X5. En consequence
ΛΊ=X 2 =r. et Z 3 = Z 4 = Z 5 = : r + . Or Σ ^ t ^ l implique V"~=-800, il n'y a pas
de solution dans ce cas.

Cas 3.2 Maintenant Zχ=Z2=0, done Z1=J? a=αXB. D'autre part (2) s'ecrit

(11) 2880(2α

Nous considerons deux possibilites:
a) Z 3=r_ et Z 4 = r +

b) XS=X4 ( = r ± ) .
Dans le cas a), Σ * » = l s'ecrit (2α+l)ZB+1312/2880=l. AinsiZ5=0,3713809

et, d'apres(ll), μ= -90,646098. Comme Z3=r_=0,0849198<αZ5 il n'y a pas de
solution verifiant G=0.

Dans le cas b) la condition Σ ^ t = l s'ecrit ±2V~=3136-5760(2a+l)Z5.
Alors //=720(2α+l)2Z5

2-784(2α+1)^5+64 et, d'apres (11), on a

II y a une seule racine positive (^^=0,238364) mais la solution correspondante
ne verifie pas G-0 car (2a+l)Xi+2Xs=l implique XB>Xt.

Cas 3.3 Comme Z 1 =Z_ 4 =0, il resulte que X1=aX5 et XA=X5. De plus,
(2) s'ecrit

2880 XI-1312 X3=μ

(12) 2880(α3+2)Z?-1312(

II faut considerer les possibilites suivantes
a) X2=r_, X,=r+.
b) X2=XB (=r ± ).
La condition Σ * * = l implique, dans le cas a), que (α+2)Z6+1312/2880=1.

En consequence *6=0,2438175 et, d'apres (12), μ=-139,97488. On obtient, pour
cette valeur de μ, X3=r+>Xδ. II n'y a pas de solution de G=0 dans ce cas.

Pour le cas b) on obtient a partir de la condition Σ ^ ι = l que ±2V =3136
-5760(2+α)Z5. En cosequence, μ=720(2+a)2XI-784(2+a)Xb+64: et, d'apres
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(12), on a

0=[-135α 3+270α 2+540α]Z 5

2+[33α 2-19βα-32]Z 5+4(α:+2).

Les racines sont Z+=0,375251 et Z5 =0,171526. Compte tenu de (a+2)Xδ+2X2

= 1 , on a X2<aXf et X2>X^. En consequence il n'y a pas de solution de G=0
dans ce cas.

Cas 4.1 Maintenant Z_ 4 =0, c'est-a-dire que X4=X6. D'autre part (2) s'ecrit

2880 X\-1312 Xt=μ dour 2 = 1,2,3,4,5.

Ainsi Xχ—r± et, compte tenu des cas 1.1, 2.1 et 3.1, on peut supposer Xlf X2,
X3<Xδ. Alors X,=:X2=:Xs=r. et X4=Xb=r+, et Σ * * = l implique V~~=800.
En consequence X1=X2=Xs=0,Q8 et Z 4 =Z 5 =0,36, solution qui verifle G=0 et
P>0.

Cas 4.2 Etant donne que Z x = 0 on a Xi=aX5. De plus, (2) s'ecrit

2880 XI-1312 Xt=μ pour ι=2,3,4

(13)

En consequence Z t = r ± pour /=2,3,4. Supposons qu'il ait /> Z t (/=2,3,4) egaux
a r+. Alors *ΣXt=l s'ecrit

(14) (2ί-3)V~~=1824-5760(α+l)Z 5.

Si />=1,2 on obtient, respectivement, + V ~ = 1824—5760 ( α + l ) Z 6 et il en resulte
que μ=2880(α+l)2Z2-1824(α+1)Z5+6272/45. Alors, d'apres (13), on a 0=
[135α 2 +135α]Z 5

2 +[-8α 2 -57α-8]Z 5 +(98/45)(α+l). Les racines sont Xt=
0,3755463 et X7=0,1843572. Pour Xi on a r.<aX%. Pour X~δ il resulte que
r+>X^. En resume, il n'y a pas de solution de G=0 si p=l,2.

Si />=0,3 (14) s'ecrit, respectivement, T3V~"=1824—5760(α+l)Z6. Alors
μ=320(α+l) 2^5-(608/3Xα+l)^ 5-352/3 e t , d'apres (13), il resulte

Equation qui n'a pas des racines reelles.
Cas 5 D'apres l'hypothese, on a 2880 Z?-1312 Xt=μ pour ι = l , 2, ••• , 5. Or,

compte tenu des cas 1.1, 2.1, 3.1 et 4.1, on peut supposer Xu X2, Xs, X4<X5;
c'est?a-dire que

j f 1 = j f 1 = X 8 = J f 4 = r - et X5=r+.

La condition Σ Z t = l implique V^^δOO/S et on obtient alors r+=0,274074, r.—
0-1814814. Cette solution verifie G=0 et P>Q.
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