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SUR LA CARACTERISTIQUE D’EULER DES VARIETES
D’EINSTEIN DE DIMENSION 6 A COURBURE
SECTIONNELLE NEGATIVE PINCEE

BY ANGEL J. MONTESINOS

Introduction. Formulation des résultats.

Soit (M, g) une variété riemannienne compacte et orientable de dimension
n=2K et désignons par R(vi, vs, Vs, v.)=g(R(v, v5)vs, vs) SOn tenseur de cour-
bure riemannien. Si {v;, v.} est un couple orthonormé de vecteurs, la courbure
sectionnelle dans le plan (vy, v,) est R(vy, vs, vy, Vs).

D’aprés la formule de Chern ([3]) la caractéristique d’Euler (M) de M
s’exprime par

X(M)=SMX(R)dvg,

ol v, est la mesure induite sur M par 1’élément de voume de la métrique g et,
pour tout p=M, X(R)(p) est défini dans une base orthonormée arbitraire de
I’espace tangent T',M par

M HRD)= gy Tvs-an s ROV Ri-sams-vi,

OU 0,,.4,, est I'indice de la permutation (1, 2, -+, 2K)—(i, - fsx).

Reppelons que si V est un espace euclidien et R un 4-tenseur covariant sur
V vérifiant szkl=—Rjikl=Rjilk et lekl-l_Rjkil—'-Rkljl:O (dOHC aussi szkl:
Ry1.,), alors R est appelé tenseur de courbure sur V. L’espace des teneurs de
courbure sur V sera noté Courb(V). Si dim V=2K et R=Courb(V), on définit
Pintégrand d’Euler (formel) de R par (1).

Les conjectures suivantes sont classiques:

Conjecture (globale) de H. Hopf. Si (M, g) est a courbure sectionnelle non
négative, alors X(M)=0. Si (M, g) est a courbure sectionnelle non positive, alors
AM)=0 si n=0 (mod. 4) et X(M)<0 si n=2 (mod. 4).

Conjecture (algébrique) de H. Hopf. Soit R=Courb(V) et n=dim(V) pair.
Si R est a courbure sectionnelle non négative, alors X(R)=0. Ce qui équivaut

Received March 29, 1991.

420



LA CARACTERISTIQUE D’EULER DES VARIETES D’EINSTEIN 421

a: si R est a courbure sectionnelle non positive, alors X%(R)=0 si n=0 (mod. 4)
et A(R)<0 si n=2 (mod. 4).

En dimension 4 la conjecture globale fut prouvée par J. W. Milnor, et puis
par S.S. Chern ([4]) qui, de fait, montre la conjecture algébrique. De plus, on
connait une obstruction topologique a I’existence de métriques d’Einstein due a
J. Thorpe et N. Hitchin ([14], [7]).

Il est bien connu que, dés la dimension 6, la conjecture algébrique est fausse :
R. Geroch a, le premier, donné un exemple de tenseur de courbure en dimen-
sion 6 pour lequel la conjecture algébrique est violée (voir [5] et [10]); J.P.
Bourguignon et H. Karcher construisent dans [1] un tenseur de courbure
d’Einstein en dimension 6 a courbure sectionnelle positive dont I’intégrand d’Euler
est négatif (pour d’autres contre-exemples a la conjecture algébrique en dimen-
sions 6 et supérieures, voir [2]). Récemment, C.C. Hsiung et K. M. Shiskowski
ont donné des conditions sur les courbures sectionnelles d’ordre pRZp<n=
dim (V)) impliquant X(R)=0 ou X(R)Z0 (voir [8]). D’autre part, D.L. Johnson
([9]) a prouvé la conjecture algébrique en dimensioh 6 pour le cas Kdhlérien.

La conjecture globale en dimension 6 a été prouvée a 1’aide d’hypothéses
additionnelles : ainsi, si (M, g) admet un champ de Killing non nul et la courbure
sectionnelle est positive, alors X(M)>0 (A. Weinstein [16]); S.I. Goldberg ([6])
démontra la conjecture globale en dimension »n si la variété est conformément
plate et S. Tanno ([15]) a établi (en dimension 6) que si le tenseur de courbure
conforme est petit, la courbure scalaire r est positive et la courbure de Ricci
est prés de (1/6)r, alors X(M)>0.

Nous prouvons (voir le Corollaire ci-dessous) que la caractéristique d’Euler
d’un espace d’Einstein de dimension 6 a courbure sectionnelle négative 0,233
pincée est négative.

Introduisons maintenant quelques notations pour formuler notre résultat
principal. Si veT M, le fibré tangent unitaire de M, ’endomorphisme de Jacobi
K,: TyooyM—Tyw>yM est défini par K (w)=R(v, w)v, pour tout wsTyM. 1l en
résulte que K,(v)=0 et g(K, (w), u)=g(w, K (u)); en particulier K, envoie v'=
{weTywM| g, w)=0} sur lui-méme et il existe une base orthonormée {e,(v),
-+, en_1(v)} de v+ qui diagonalise K,|,.. Ainsi Kye«v))=2;(v)e;(v), remarquons
que A;(v) est la courbure sectionnelle selon le plan (v, ¢;(v)).

La mesure v, X4 sur T,M est le produit de v, (celle induite par la métrique
g sur M) et de 4 (la mesure de Lebesgue normalisée sur les fibres).

THEOREME. Soit (M, g) une variété riemannienne d’Einstein de dimension 6,

compacte et orientable, alors

__ 5 5y 2
(2) WUM)= 7573 STlM [9,6 Trace (K3)—6,56 Trace (K2) Trace K,

+(Trace K,)*—0,02 V sRapeaV SR*¢Jdv, x A.

En conséquence,
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5 3y __ 2
3) UM< 23_1[3§ST1M [9,6 Trace (K%)—6,56 Trace (K2) Trace K,

+(Trace K,)*]ldv, X 41,

I’égalité n’ayant lieu que si (M, g) est localement symétriqgue (V R=0).

Remarque. (M, g) étant d’Einstein, on a p=A21g (ou p est le tenseur de Ricci)
donc Trace K,=2 pour tout veT;M. Compte tenu de (3) il est naturel de con-
sidérer le cas a courbure sectionnelle négative. On peut donc supposer A=-—1
et donner des conditions de pincement pour les valeurs propres ;(v) de K,l|,.
impliquant

@ 9,6(;533 li(v)3)+6,56(§1 A(w)?)—1<0, ob éxi(v)=—1.

DEFINITION. Soit ECR un ensemble compact. On dit que les éléments de
E sont p pincés si

pmEx<m pour tout x<E, ou bien si
—m<x<—pm pour tout x<E. Ici,
m=max{|j| | j€E} et 0Zp<l.

a 1
" 2a+3 "~ 2a+3’
A:(v) sont a pincés et, si @=0,2329, le polynéme de (4) est positif. Nous prouvons
que si le pincement des A;(v) est 0,233 alors on a (4). En conséquence:

Si 'on fait A,(v)=2(v)= et L, (v)=A0)=242)= alors les

COROLLAIRE. La caractéristique d’Euler d’un espace d’Einstein de dimension
6, compact, orientable et a courbure sectionnelle négative est négative si les valeurs
propres de K,|,. sont 0,233 pincées, pour tout veT M (il en est ainsi si la courbure
sectionnelle est 0,233 pincée).

Je dois les motivations de ce travail 4 André Avez. Qu’il veuille trouver
ici ’expression de ma gratitude. Je remercie Jean-Pierre Bourguignon pour les
conversations que nous avons eues.

Les résultats de cet article ont été annoncés dans [12].

Preuve du Théoréme

D’aprés les résultats de T. Sakai ([13]) la formule de Chern pour une variété
(M, g) de dimension 6 peut s’écrire comme suit:

M= | 71221 01*+3¢| RI*+16(0pp)

1
384
+24(0; p; R)—24(p; R, R)+2R, R, R)—8(R: R: R)ldv,,
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R est le tenseur de courbure riemannien, p le tenseur de Ricci, ¢ la courbure
scalaire et on utilise les notation suivantes ([15]) dans une base orthonormée
arbitraire: |R|*=Rap.a R, |p|*=pi;0",

(R, R, R)=R"Y,,R*'rs R™%j,
(R: R: R)=R“*R,"*R,q~,
(p; R, R)=p""R, ;s RS*,
(p;p0; R):Pikpletjkl;
(ppp)=p"0"s0"..

En partiuclier, si (M, g) est d’Einstein, on obtient:

) UM)= 3—81-“?8”[%13-'5] RI>—8R: R: R)+2(R, R, R)]dvg.

Notre but est d’exprimer les intégrales de r Trace(K3:) et de Trace(K3) sur
T:M en fonction des quatre invariants cubiques du tenseur de courbure ap-
paraissant dans la formule (5).

LEMME 1. Si (M, g) est une variété d’Einstein de dimension 6, alors
®) [, = Trace (kv xA:ig [E’—rlRlz—i—T—s]dv .
M vErE 48 Junl 2 6 £

Preuve. Désignons par S°(p) la fibre de T, M au-dessus de p. Soit (E,, -, E)
un repére orthonormé de 7, M et considérons le tenseur contravariant 7 dont
les composantes en (Ey, -, E,) sont

) T"‘ﬁf":S vevfurid A

S8¢p)

(iciv=0v*E;=S%p) est la variable d’intégration). Il s’agit d’un tenseur com-
plétement symétrique et invariant par le groupe orthogonal. En conséquence:

® TePri=clg*fg'+g7gP+g*g"],

ou ¢ est une constante.
Si I’on contracte (7) et (8) avec g.s8rs on obtient ¢=1/48. D’autre part,
Trace (K2)= Ry, Ro'y’ ce qui, d’aprés (8), implique

S Trace (K2)d A= Ra.p, Ry's T*7
85¢p)

ZZIS‘[Rata]RTWJ‘i‘ Ratﬁ]RMﬂ]‘l’ RatﬂjRﬁmj]

1

3 1 .
2 2 2 Biay
= 48[|p| +5 R ] car 5 | RI*=Ruip,RF.
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Le lemme est prouvé.

LEMME 2. Si (M. g) est une variété d’Einstein de dimension 6, alors
9) S Trace (K2)dv, x A
M

=1
~ 80

Preuve. On raisonne comme dans le lemme précédent:

3 13
SM[-‘%1|R|2+~§—6—(R: R: R)+T(R, R, R)]dvg-

S Trace(K%)d/l=S Ryiny Ry o Ry d A
S8¢p) P

85¢

=Raz,9,Rr’a;,R,,"#‘Sss(mv“vﬁvrv"vﬂv“d/l .

Si ’on considére le tenseur contravariant donné par

T“ﬁf"ﬂ#=gss(p) veaburlvrprd A,

on a

Tabrine — Zé__{ Y ghwgls“glste] ,

(i 1g)EP(a )

o P=P(a - p) est ’ensemble des permutations (a, B, 7, J, 7, ) suivantes:

P={(123456),(123546),123645),
(132456),132546),1326405),
(142356),142536),(142635),
(152346),(152436),1526 34),
(162345),(162435),(162534)}.

On obtient ainsi que

1
480
4 Rar®, Ry 5s R 4 R0 Ry 5y RO¥TH
+Raz/3jRaj'9kqu”'+Ra¢ﬁ1RajakRﬁ”t
+ RoupsR¥ 51 RO*PLL- R, 5, RPI%, R,
+ Rapi Ry R4 Ryi5;R, RT*F?
"I'RatﬁjRﬂ"ﬁkRakai‘i‘RaiﬂerjﬂkRakn

F RaspiRyTy RO B Ry g RT3 ROE
RaigsR7Py RT* 4+ Ryip; R/, RFR21)(p).,

(10) Sss(mTrace(Ki’,)dA= [Rai®;RsP 4 RAT
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D’autre part, on vérifie aisément (voir [13] p. 591) que

0" R Ruca=— 50} R, ),

R4 Ry Revai=5 (R, R, R),
11) R“"‘dRac'“’Rbudo=-i—(R, R, R),

R R Revar= (R, B, R et

RO R, ' Ryyuu= 5 (R, R, R).

Le lemme découle alors de (10) et (11).
Remarquons que, pour une métrique d’Einstein, les endomorphismes de

Jacobi ne fournissent que trois invariants cubiques en R(S Trace (K3),
»)

2
Sss(p)Trace(K,,) Trace K, et Ss

85¢

5 )(Trace Kv)") or d’aprés (5), X(M) s’exprime en
4

fonction de quatre invariants cubiques du tenseur de courbure. Nous utilisons

alors le fait que I’intégrale sur M de |VR|?>=V Ra5.sVSR*® a une expression

cubique en la courbure. En effet, d’aprés une identité introduite par A.

Lichnerowicz (voir [11] p. 10 et [13] p. 592):

[, —17RI+a17 2= 7z i2=] —4(R: R: R1+4(p5 05 R)

Ici M est une variété compacte, orientable de dimension n. En particulier, si
(M, g) est ’Einstein de dimension 6 on obtient

(12) SM IVR]Zdvgng[—%thlzﬂ-zl(R: R: R)+2R, R, R)]dvg.

Le Théoréme est prouvé car (2) découle de (5), (6), (9) et (12). Le Corollaire
est conséquence du fait suivant, dont la preuve est présentée a I’Appendice :

LEMMA 3. Sost
b 5
P(X,, X, X, X, X5)=960(§ Xf)—656<§Xf)+100.

Alors P>0 sur les (X,, X,, X,, X,, X;) vérifiant é‘Xi-—l et 0§0,233m:;1)%{X,»}
= P
<X,, pour tout i=1---5.
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Appendice
Notra but est de prouver le lemme 3. Etant donnée la syétrie des variebles
X, du polyndéme P=960<§31Xf)——656(§‘{Xf>+100, il suffit de montrer que P est
positif sur I’ensemble défini par
@ 2 X.=1
(599, 6-9.6-9.6 pour tout j={l, 2, 3, 4},

ou l'on note a=0,233.
Nous allons utiliser la méthode des multiplicateurs de Lagrange. On in-
troduira les variables Z.,, -+, Z.,, Z5 pour éliminer les inégalités en (1). Soient

=X+ X+ X+ X+ X,—1
g=X\—aX,—27Z?
g=Xo—aX;— 2}
gs=X;—aX;— 2}
g=Xi—aX;— 272
gs=aX;— 2}
g.=X—X,—22,
g..=Xs—X,— 22,
g.:=Xs—X,— 272
g..=Xs—X,—Z2,

Désignons par G: R"“—R" la fonction dont les composantes sont les fonc-
tions g, Il est aisé de montrer que 0 est une valeur réguliére de G. Ainsi, les
extrema de P sur la sous-variété compacte de dimension 4 de R définie par
G=0 apparaissent parmi les solutions du systéme

2880 X2—1312 X,=p+ 2, —2
2880 X3—1312 Xy=pr 41, —2s
@) 2880 X2—1312 X,=pt +24 — 2
2880 X?—1312 X,=pt +4 —A
2880 X2—1312 Xy=pr—ady—adg—als— st A_s+ Ao+ A+ A5
3) 0="2:Zs
@) 0=AZ,, i=+1-+4
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5 0=G.

Nous allons montrer que P est positif sur toutes les solutions du systéme
ci-dessus et le lemme en découlara.

Remarquons que (3) et (5) impliquent A;=0. D’autre part, on peut réduire
toutes les possibilités données par (4) aux cas suivants:

Cas 1.1 Tous les A, sont nuls sauf A_;, 1_,, A_; et A_,

Cas 1.2 Tous les A, sont nuls sauf A, 4,, 4; et 4,

Cas 1.3 Tous les A, sont nuls sauf A_,, A, A_, et A;

Cas 1.4 Tous las 4, sont nuls sauf A, A, 4, et A_,

Cas 1.5 Tous les A, sont nuls sauf A,, 4, 2_; et A_,

Cas 2.1 Tous les 4, sont nuls sauf 2., 1_; et 1_,

Cas 2.2 Tous les A, sont nuls sauf A, 4, et 4;

Cas 2.3 Tous les 4, sont nuls sauf A_;, i_, et 4,

Cas 2.4 Tous les A, sont nuls sauf 4, 4, et A_,

Cas 3.1 Tous les A, sont nuls sauf A_; et A_,

Cas 3.2 Tous les A, sont nuls sauf A, et A,

Cas 3.3 Tous les 4, sont nuls sauf A_, et 4,

Cas 4.1 Tous les 2, sont nuls sauf A_,

Cas 4.2 Tous les A, sont nuls sauf A,

Cas 5 Tous les 4, sont nuls.

Etudions maintenant chaque cas (rappelons que «=0,233):

Cas 1.1 Notre hypothése et (4) impliquent Z ,=Z_,=Z_,=Z_,=0. Or,
G=0 détermine alors que X;=X,=X,=X,=X;=1/5; le polynéme P est positif
sur cette valeur.

Cas 1.2 Maintenant Z,=2,=Z,=72,=0 et il résulte de G=0 que X,=X,
=X,=X,=aX; et X;=1/4a+1. Sur ce point P=1/da+1)* [—256a°+2176a*—
1424a+4041>0.

Cas 1.3 Comme Z,=Z7Z_,=7_,=7Z_,=0, on a X;=aX; et X,=X,=X,=X,=
1/a+4. En conséquence, P=+1/(a+4)* [404a®—1424a%+2176a—256]>0.

Cas 1.4 Maintenant Z,=27,=2,=7_,=0, donc X,=X,=X,=aX; et X,=X,
=1/3a+2. On obtient P=1/3a+2)* [—324a®+1464a*—336a+96]>0.

Cas 1.5 1l résulte de notre hypothése que Z,=Z,=Z7_,=Z_,=0. En con-
séquence X;=X,=aX; et X;,=X,=X,=1/2a+3. Alors P=1/(2a+3)* [96a*+336a®
+14640—3241>0. L’examen des valeurs de P sur toutes les solutions du systéme
(aprés avoir étudié tous les cas) montre que P atteint son minimum (sur G=0)
en ce point.

Notations. Introduisons les notations suivantes: «/  =+/(1312)*+44:2880,
r.=1312-t4/~ /5760. C’est-a-dire que 7. sont les solutions de 2880 X?—1312X—p
=0.

Cas 2.1 Comme Z_,=Z_,=7_,=0 on a X,=X,=X,=X; et (2) s’écrit

2880 X1—1312 X;=p
2880 X2—1312 X;=p.
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Comme X;<X; (car G=0) et X;=X; est le cas 1.1, on a X,<X;. Alors X,=r_,
Xo=X,=X,=X;=r, ce qui implique (compte tenu de >X,=1) 5760=5x1312
+34/7. En résumé 34/ =-—800 et il n’y a pas de solution dans ce cas.

Cas 2.2 Maintenant Z,=Z,=Z,=0, donc X,=X,=X,=aX;. D’aprés notre
hypothése, (2) s’écrit

(6) 2880 X3-1312 X,=p

) 2880(3a’+1)X2—1312(3a®+ 1) X;=Ba+1)p
De (6) il vient X,=».. D’autre part

¢) Xi=1-CBa+1)X;, car T X,=1.

En donséquence ++/ =4448—5760(3a+1)X; et on obtient #=2880(3a+1)’X:i—
4448(3a+1)X;+1568. Ce qui, avec (7), implique

0=[2160a°+2430a®+810a] X2+ —1128a®—834a—98]X;+493a+1).

Les racines de cette équation sont X;=0,6453038 et X3;=0,3707468. Pour la
valeur X7 on obtient, d’aprés (8), X,<0 donc il n’y a pas de solution vérifiant
G=0. La solution correspondante a X; vérifie G=0 et on a P>0.
Cas 2.3 Comme Z_,=27Z_,=27,=0, on a X,=X,=X; et X,=aX;. D’autre part
(2) s’écrit
2880 X3—1312 X,=p
2880(a*+-3)X:—1312(a’*+3) X;=(a+3)u

De X,=r. et X,=1—(a+3)X; il résulte p=2880(a+3)*X%—4448(a+3)X;+1568 et,
compte tenu de (9), on a

0=[810a*+2430a+2160] X 2+ [ —98a*—834a—1128] X;+49(a+3).

©)

Les racines sont X#=0,2550219, X;=0,2242428. Il n’y a pas de solution pour
X5 car on obtient X,=1—(a+3)X;>X;. La solution correspondante a X} vérifie

G=0 et P>0.
Cas 2.4 Maintenant Z,=Z,=7_,=0, alors X,=X,=aX; et X,=X;. Le
systéme (2) s’écrit

2880 X2—1312 X,=p
2880(2a*4-2) X2 — 131220 +2) X, = (2a+2)pt.

Etant donné que X;=r. et X;=1—(2a+2)X; on a p=2880(242a)* X i —4448(2+2a) X;
41568 et, d’aprés (10), on obtient

(10)

0=[270a*+41080a*+-1080a+270] X+ [ —237a®*—556a—237] X;+49(a+1)

Les racines sont X{=0,3711204 et X3=0,2789102.
Il n’y a pas de solution (vérifiant G=0) dans ce cas car, pour X%, on obtient
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X;<aX?t et, pour X5, on a X;>X5.
Cas 3.1 D’aprés notre hypothése Z_,=Z_,=0, alors X,=X,=X;. De plus,
(2) s’écrit
2880 X:—1312 X,=p
2880 X3—1312 X,=p

2880 X2—1312 X,=p.

Compte tenu des 1.1 et 2.1, on peut supposer X;< X; et X,<X;. En conséquence
Xi=Xo=r_ et X;=X,=X,=r,. Or 2 X,=1 implique v/~ =—800, il n’y a pas
de solution dans ce cas.

Cas 3.2 Maintenant Z,=27,=0, donc X;=X,=aX;. D’autre part (2) s’écrit

2880 X3—1312 X,=p
2880 X:—1312 X,=pt
(11) 2880(2a°+ 1) X2 — 131220+ 1) X;=(2a+ ).

Nous considérons deux possibilités :

a) X,=r_et X,=r,

b) X3=X4 (:7’:)-

Dans le cas a), 2 X,=1 s’écrit 2a+1)X;+1312/2880=1. AinsiX,=0,3713809
et, d’aprés (11), p=—90,646098. Comme X,=r_=0,0849198<aX; il n’y a pas de
solution vérifiant G=0.

Dans le cas b) la condition 3 X,=1 s’écrit +2+4/ =3136—57602a+1)X;.
Alors p=7202a+1)*X2—784(2a+1)X;+64 et, d’aprés (11), on a

0=[540a’+270a—135] X2+ —32a*—196a+33] X, +4(2a+1).

Il y a une seule racine positive (X7=0,238364) mais la Solution correspondante
ne vérifie pas G=0 car 2a+1)X{+2X,=1 implique X,>X3.
Cas 3.3 Comme Z,=Z_,=0, il résulte que X;=aX; et X,=X;. De plus,
(2) s’écrit
2880 X3—1312 X,=p
2880 X2—1312 X,=p
(12) 2880(a*+2) X2 —1312(a’*+2) Xs=(a+2)p.

Il faut considérer les possibilités suivantes

a) X,=r_, X;=r,.

b) X,=X,; (=r.).

La condition 3 X,=1 implique, dans le cas a), que (a-+2)X;+1312/2880=1.
En conséquence X;=0,2438175 et, d’aprés (12), p=—139,97488. On obtient, pour
cette valeur de g, X;=r.>X,. Il n’y a pas de solution de G=0 dans ce cas.

Pour le cas b) on obtient a partir de la condition 3JX,=1 que +2+/  =3136
—5760(2+a)X;. En coséquence, p=7202+a)?X?—784(2+a)X;+64 et, d’aprés
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(12), on a
0=[—135a*+270a%+540a] X2+ [33a?—196a —32] X;+4(a+2).

Les racines sont X$=0,375251 et X;=0,171526. Compte tenu de (a+2)X;+2X,
=1, on a X,<aX? et X,>X;. En conséquence il n’y a pas de solution de G=0
dans ce cas.

Cas 4.1 Maintenant Z_,=0, c’est-a-dire que X,=X;. D’autre part (2) s’écrit

2880 X3—1312 X,=p¢  dour :=1,2,3,4,5.

Ainsi X,=r,. et, compte tenu des cas 1.1, 2.1 et 3.1, on peut supposer X;, X,,
X,<X;. Alors X,=X,=X,=r_ et X,=X;=r,, et > X,=1 implique +/~ =800.
En conséquence XI:X2=X3:0,0§ et X4:X5:0,3§, solution qui vérifie G=0 et
P>0.

Cas 4.2 Etant donné que Z,=0 on a X,=aX;. De plus, (2) s’écrit

2880 X3—1312 X,=p  pour i=2,3,4
(13) 2880(a*+ 1) X2—1312(a*+ 1) Xs=(a+L)pt

En conséquence X,=r, pour i=2,3,4. Supposons qu’il ait p X, (=2, 3,4) égaux
a ry. Alors 3X,=1 sécrit

(14) (2p—3)v/  =1824—5760(a+1)X;.

Si p=1,2 on obtient, respectivement, F+/ =1824—5760 (a+1)X; et il en résulte
que p=2880(a+1)2X2—1824(a+1)X;+6272/45. Alors, d’aprés (13), on a 0=
[135a?+135a] X2+ [ —8a®—57a—8] X;+(98/45)(a+1). Les racines sont Xi=
0,3755463 et X3;=0,1843572. Pour X7 on a r_<aXj. Pour X3 il résulte que
r+>X;. En résumé, il n’y a pas de solution de G=0 si p=1,2.

Si p=0,3 (14) s’écrit, respectivement, F3+/ =1824—5760(a+1)X;. Alors
2=320(a+1)2X2—(608/3)(a+1)X;—352/3 et, d’aprés (13), il résulte

O:[—80a3+30a2+30a—80]X§+[—lgécﬁ—%a—{— -12—4])(5—!— %(a—}—l).
Equation qui n’a pas des racines réelles.

Cas 5 D’aprés ’hypothése, on a 2880 X2—1312 X,=p pour ;=1,2,---,5. Or,
compte tenu des cas 1.1, 2.1, 3.1 et 4.1, on peut supposer X;, X, X;, X, <X;;

c’estla-dire que
X1=X2=X3=X4=7’_ et X5:T+.

La condition > X,=1 implique /= =800/3 et on obtient alors r,=0,274074, r_=
0-1814814. Cette solution vérifie G=0 et P>0.
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