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0. Introduction.

Dans ce travail, nous considérons l’équation de Schrédinger stationnaire
généralisée: (1) Au—up=0 au sens des distributions sur U= {xeR"\ {0} |0<
lx<p}, n=2 et p>0, avec p une mesure dans la classe de Kato locale M(U)
(voir §1) associée a U\ {0}.

La notion de principe des singularitiés positives connue sous le nom de
principe de Picard a suscité depuis le début de ce siécle I'intérét de plusieurs
travaux (voir [3], [4], [6], [7], [10], [11], [22], [23], [24], [25], [26], [27]) et
sa caractérisation reste dans le cas des mesures non invariantes par rotation
un probléme ouvert.

Dans ce travail, nous prouvons dans R™, n=2, pour les mesures invariantes
par rotation une nouvelle caractérisation du principe de Picard a l’aide de la
fonction de Green associée a 1’équation (1). Nous en tirons pour le principe
de Picard, la monotonie, la positive homogénéité et le “Order Comparison
Theorem” de M. Nakai qui ont été prouvés par M. Nakai et M. Kawamura dans
R? et pour les mesures a densité radiale localement holdérienne sur U\ {0} par
rapport a la mesure de Lebesgue. Ensuite en utilisant une nouvelle caractérisa-
tion des ensembles essentiels introduits par Toshimasa Tada [29], nous géné-
ralisons en dimension supérieure a deux et dans le cadre des mesures de Kato
le résultat de M. Nakai sur la non additivité du principe de Picard.

Au paragraphe 1, nous rappelons la notion de principe de Picard pour
P’équation (1), l’existence des solutions bornées et non bornées et leur com-
portement au voisinage de la singularité de p.

Au paragraphe 2, nous considérons une mesure pg=M(U) invariante par
rotation et nous prouvons entre autres 1’égalité intéressante suivante:

Il existe un réel >0 tel que pour tout »<]0, p[ et §=S™ ! on a:

Ssn_,”GU(Ta, 72)0,_1(dz) = ae,(r)h,(r)

ou “GU est la fonction de Green associée a I'équation (1) et P'ouvert U. e, est
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la solution bornée de (1) qui tend vers 1 a la frontiere de U et h, est la solu-
tion non bornée et radiale qui vaut 1 pour ||x|=p/2 et qui tend vers zéro a
la frontiére de U.

Au paragraphe 3, nous considérons dans R" n=2, les mesures radiales
dans M(U). Nous établissons pour le principe de Picard une nouvelle caractérisa-
tion et nous déduisons sa monotonie.

Au paragraphe 4, et avec les mémes conditions que dans le précédent, nous
prouvons que le principe de Picard est positivement homogéne ainsi que la
validité du “Order Comparison Theorem” de M. Nakai.

Au paragraphe 5, nous démontrons pour les ensembles 1/| x]*-essentiels la
caractérisation suivante:

Un ensemble ACU invariant par rotation est 1/|x|*-essentiel si et seule-
ment si pour toute mesure v M(U) invariante par rotation, le principe de
Picard est valable pour l.,». Nous concluons par la preuve de la non additivité
du principe de Picard et ce méme dans le cas invariant par rotation.

Au dernier paragraphe nous obtenons dans le cas non-invariant par rotation
des Tests pour le principe de Picard. Nous considérons dans R*? une mesure p
dans M(U) invariante par rotation qui vérifie le principe de Picard et p, et p-
deux mesures non nécessairement invariantes par rotation et telles qu’il existe
A et B deux parties de U p-effilées en zéro (voir [6] telle que

S:;\Alog n e:(dt) < 40 et p¥UNB) < +o
ou le * désigne l'intégrale supérieure.

Nous démontrons alors que p+p, et p+(a/||x]|>)A+p, vérifient le principe
de Picard (ou 4 est la mesure de Lebesgue et @ est un nombre réel strictement
positif). Nous concluons que si p est dans la classe de Kato locale sur R? alors
p+p vérifie le principe de Picard.

Les auteurs remercient le professeur Wolfhard Hansen pour l'intérét qu'’il
a manifesté a ce travail et le Referee pour les remarques utiles qu’il leur a
communiquées.

§1. Notations et Préliminaires.

Soit U un ouvert relativement compact de R*, n=2, tel que U=W~ {0}
avec W un ouvert qui contient ’origine et qui est regulier (voir [2]) pour le
Laplacien. Soit M(U) la classe de Kato locale (voir [1], [8]) associée a U~ {0},
c’est a dire 'ensemble des mesures positives sur R™ qui sont portées par U et
qui vérifient la propriété suivante: Pour tout ouvert V relativement compact

dans R*\ {0} la fonction: PV:S {pu(dt) est continue et réelle sur V (GV est la

fonction de Green associée au Laplacien et a I'ouvert V).
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Pour un ouvert X de R", nous noterons par C(X) (resp. B(X)) ’ensemble
des fonctions continues (resp. boréliennes) réelles sur X. Pour tout ensemble A
de fonctions numériques, A* (resp. A,) est ’ensemble de toutes les fonctions
positives (resp. bornées) de A. Pour tout »>0 et x&R", B(x, r) désigne la
boule ouverte de centre x et de rayon ». On note par o¢,_; la mesure de
surface normalisée sur la sphére unité S*'={xR"||x|=1}.

Soit f une fonction d’une partie A de R™ dans R telle que A et f sont
invariantes par rotation, donc f est radiale et on écrira souvent f(r) a la place
de f(x) pour |x{=r (exemples e,(r) et h,(r)).

Si A est une partie d’un ensemble X, on notera par 1, la fonction indica-
trice de A définie de X dans R par 1.(x)=1 si x&A et 14(x)=0 si x& A, par
¢A le complémentaire de A dans X.

Pour peM(U) et VCU, nous considérons les ensembles suivants:

*HV):={ues C(V): Au—up =0 au sens des distributions}
tHy: = {h € *H*(U): limh(x) =0 pour tout z € o} .

1.1. DeEFINITION. (Cf. [8], [5], [6], [24], [25], [26]). Soit p=M(U). Nous
dirons que le principe de Picard est valable pour pg sur U si le cone “H, est
engendré par une seule fonction.

Notons que cette notion a été étudiée sous le nom de principe des singu-
larités isolées par M. Brelot et a été appelée principe de Picard par G. Bouli-
gand et M. Nakai et ce dans le cas ou p est donnée par une densité localement
holderienne par rapport a la mesure de Lebesgue sur la boule unité de R

1.2. REMARQUE. Soit p=MU) et V un ouvert dans U tel que V\U{0} est
un voisinage de 0. Alors le principe de Picard est valable pour g sur U si et
seulement si il 'est pour g sur V.

1.3. LEMME. Soit p=MU). Alors on a:

a) 1l existe une unique fonction continue bornée e, dans *H*(U) telle que
lim,.,e,(x)=1 pour tout point z régulier dans la frontiere de U.

Si p et U sont invariants par rotation alors pour x,&U on a:

b) Il existe une unique fonction h, dans *H, invariante par rotation telle que
hu(x)=1. De plus on a lim,_qh,(x)=-+oo.

¢) Soit p' une autre mesure invariante par votation dans M(U) telle que
pu=p'. Alors lim,_.oeur/en(x) et limq_oh,/h(x) existent et sont toutes les deux
dans [0, 1].

PREUVE. Pour a) voir et pour b) et ¢) voir [4] et [6].



162 A. BoukricHA et E. HaouarLa

§2. Fonction de Green.

Dans ce paragraphe on considére une mesure pcM(U) et on suppose que
louvert U de R™(n=2) posséde une fonction de Green GY pour le laplacien
(voir [18]). D’apres [3] on a:

L’opérateur de Schrodinger A—pu posseéde une fonction de Green symétrique
sur U, notée par #GY, qui vérifie I’égalité suivante:

GU(y) = *GYy)+ | GHx*G)p(dn) pour tout x, y € U.

Dans la suite on suppose que U=B(0, p)\ {0} avec »>0. On considére la fonc-
tion de Green GV=G2“? donné par: GBOP(x, y)=G(x, v)—Hs(G(x, )(¥),

ou Hjy est le noyau harmonique donné par la formule de Poisson sur la boule
B, p), c.a.d.

Ha(Glx, D) = 9 LA G, p0-i(d8);

et G(x, y) = callx—y|" " si n=3, G(x, y) = c, logllx—y||™* si n=2 ou ¢, =
I'(n/2)/2(n—2)x™"* pour n=3 et ¢c,=1/2x.

2.1. PROPOSITION. Si x&U et r&10, p[ on a: pour n=3

1 1 .
oo fager —pee) S 1>

U —
[,. 6" 72100 (de) = L

Cn 7n—_2‘—“pn—_2> st flxl =7,

et pour n=2 on a:

1 p N

g(log-m> si x>
R
g(log—r—) si x| <7,

DEMONSTRATION. On peut voir ou simplement utiliser la propriété de
la moyenne et le principe du minimum.

2.2. COROLLAIRE. Pour n=3, on a pour xR"\ {0} et r>0,

1
1 [EE
S 0, (d2) =
sn-1||x—rz||"? 1 .
7’2‘ S? HXH =r.

2.3. PROPOSITION. Soit peM(U) une mesure invariante par rotation. Alors
il existe un réel a>0 tel que pour tout 0<r<p
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ae,(rh(x) si x| =7
g EGU(x, r2)0y(d2) =
sl ae (x)h,(r) si x| < 7.
DEMONSTRATION. Comme p est invariante par rotation, alors la fonction
f xHS"GU(x, r2)0s_1(dz) est radiale.

D’aprés la proposition 2.1, I’application xeU — SGU(x, rz)0,-1(dz) est con-
tinue et réelle dans U. Comme “GU<GY, il en résulte que f est continue sur
U. Soit B:=f(r)/h.(r) et 7:=[f(r)/eu(r).

Comme f est dans “HUN{xeR"||x||=r}), d’aprés le principe du minimum

on a:
f(x) = Bhu(x) si |[x]| > 7 et f(x)=reu(x) si |

x|

<r.

D’apres thm. 11, 1.1. et le procédé diagonal, il existe une suite (x:),C
U telle que lim x,=0 et lim#GY,/e,(x,) existe et donne une fonction dans *H,.
D’apres le théoréme de convergence dominée et le lemme 1.3.b), il existe a>0
tel que y=ah,(r).

Il résulte de ce qui préceéde que f(r)=ph,(r)=ah,(r)e.(r). Par conséquent
B=ae,(r) et on a le résultat demandé.

2.4. COROLLAIRE. Soit peM(U) une mesure radiale. Alors il existe une
constante a>0 telle que pour tout r&10, p[ et &5 '

Ssn_I”GU(rﬁ, r2)0n_1(dz) = ae, (r)h, (7).

2.5. COROLLAIRE. Soient p;, p» deux mesures dans M(U) invariantes par
rotation telles que p,=p.. Alors il existe des constantes réelles strictement posi-
fives B, et (8, telles que

e#zhﬁz = 1819#1;1#1 = ﬁZGU(O’ ok

§3. Caractérisation et monotonie du principe de Picard pour les
mesures radiales.

Nous considérons dans R", (n=2), U=B(0, p)»{0} et GV la fonction de
Green définie comme dans le paragraphe précédent et p=M(U) une mesure
invariante par rotation. Pour la validité du principe de Picard pour g sur U
on a les caractérisations suivantes.

3.1. THEOREME. Les propriétés suivantes sont équivalentes:
1) Le principe de Picard est valable pour pu.

2
2) Il existe un réel B>0 tel que ]im—e~———(’“"i’l/"tn 2 (x)=0.
z—-0 7
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3) Pour tout réel >0 on a limﬂﬁi’?'ﬂ%)—(x)zo.
Z0 p

4) Il existe un réel a>0 tel que lim—lf‘——(x):o.
z-0 h(;u—al/HtUZ)

5) Pour tout réel a>0 on a lim-L(x):O.
z-0 h<y+a1/||cn2)

6 (e,h, Ol id=+co.
" S:(Sgn—lyGU(Vﬁ, rz)anﬂl(dz))r"*dr:_poo VOSSP,

DEMONSTRATION. Pour les équivalences 2) & 3) & 4) © 5) © 6) voir thm.
4.5. Pour 1) & 4) nous reprenons la méme démonstration que celle de [4] dans
le cas ol g est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue.
Enfin I’équivalence 6) & 7) est une conséquence immédiate du corollaire 2.4.

3.2. THEOREME. (Monotonie du principe de Picard pour les mesures radiales):
Soient p, et p, deux mesures radiales dans M(U) telles que p,<p,. Alors si le
principe de Picard est valable pour p, il en est de méme pour p.

DEMONSTRATION. D’aprés la construction de la fonction de Green perturbée
£GY (voir [3]) on a: #2GUV<GY. Le résultat découle alors immédiatement de
la propriété 7) du théoréme 3.1 précédent.

3.3. REMARQUE. Le théoréme précédent n’est pas valable si les deux
mesures ne sont pas invariantes par rotation et de méme si uniquement la plus
grande mesure est invariante par rotation voir ([27], [28].

§4. ““‘Order Comparison Theorem” de M. Nakai.

Dans ce paragraphe nous répondons dans le cadre des mesures invariantes
par rotation, par laffirmative a des questions posées par M. Nakai dans
et résolues dans [20], [26] dans le cadre des mesures a densité localement
holdérienne par rapport a la mesure de Lebesgue dans R?. Plus précisément,
nous prouvons que si le principe de Picard est valable pour g sur U, alors il
en est de méme pour cy pour tout réel ¢ positif. En utilisant les résultats des
paragraphes précédents, nous prouvons pour les mesures invariantes par rota-
tion dans R" le “Order Comparison Theorem” de M. Nakai suivant. Si g, et
p: sont dans M(U) et invariantes par rotation et telles qu’il existe ¢>0 avec
pi/cSp.=cpy, alors p, et p, sont de méme nature pour le principe de Picard.

4.1. THEOREME. Soient p une mesure invariante par rotation dans M(U) et
¢ une constante strictement positive. Alors le principe de Picard est valable pour
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p_sur U si et seulement si il I’est pour cp.

DEMONSTRATION. Il suffit de considérer le cas c¢=1 puisque p=(cp)/c.
Supposons que cy vérifie le principe de Picard. Alors comme p<cp la validité
du principe de Picard pour p découle de la monotonie démontrée dans le
théoréme 3.2. Pour montrer I'implication directe, supposons que g vérifie le
principe de Picard. D’aprés Satz 3.6 on a:

“GYy) = G+ [ GY R GE (e —D et

pour tout x, yeU. En considérant y=| x|z avec z&S™!, en intégrant par
rapport & ¢,_; et en utilisant le corollaire 2.4 on a: Il existe deux constantes
strictement positives a et § telles que

ae (Dh,(x) = Becuhen(0)+e— D[ ((#CU@ GUIx12dD)70-s(d2).

sn-
D’aprés la proposition 2.3 on a:
Becy(X)hen(®) si it > x|,
Bec,heu(x) si |t < [lx].

Il en résulte d’aprées le théoréme de Fubini que:

Ssn—lc#Gl(”x]lz>0n—1(d2) = {

1=\, ({rcuoreGximdn)o, «d2)

#GL<x>hc,,<z>p<dt>+ﬁhc,,<x>g EG(x)ec,(Dp(dt)

Hensnzn

= Beeu()

Comme les fonctions h., et e, sont respectivement décroissante et croissante,
on obtient:

wen>nrn

I= ﬁec,xxmcﬂ(x)gﬂG?(x)p(dt).

D'aprés [3], on a S#G[{(x)y(dt)zl—e,,(x).
Il en resulte que
ae, (0)h,(x) £ Bec,(x)he ([ 1+(c—1)1—e(x))].
Comme 1—e¢,(x)<1 et c=1 on a pour tout x€U
ae (X)h,(x) £ cBec (X)heu(x).

Comme par hypothese p vérifie le principe de Picard, d’aprés le théoréme 3.1
on a:
1
SUe,,(x)h/,(x)MZ(dx) = 4o

]
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et d’aprés I'inégalité précédente, la propriété 6) du théoréme 3.1 est verifiée
pour cp et par conséquent la validité du principe de Picard.

4.2. COROLLAIRE. (Order Comparison Theorem de M. Nakai): Soient H1, Mo
deux mesures radiales dans M(U) et ¢>0 un nombre réel tels que pi/cSp<cp,

sur R". Alors p, et p, sont de méme nature pour la validité du principe de
Picard.

DEMONSTRATION. Supposons que le principe de Picard est valable pour p,.
Alors il I’est aussi pour cy, d’aprés le théoréme 4.1, donc pour p, d’apreés le
théoréme 3.2. La réciproque découle de Uinégalité u,<cu,.

§5. Ensembles essentiels et non-additivité du principe de Picard.

Dans ce paragraphe, nous définissons et caractérisons les ensembles es-
sentiels. Nous prouvons que le principe de Picard n’est pas additif méme dans
le cas invariant par rotation, c’est a dire si 21, p=€M(U) et vérifient le principe
de Picard, alors il n’est pas toujours de méme pour g+ p,.

Dans la suite soit U=B(0, )\N{0}, ACU et p=M(U). Nous supposons que
¢ et A sont invariants par rotation.

5.1. DeFINITION. (Cf. [29], [16].) Nous dirons que A est p-essentiel si
toute mesure p=M(U) invariante par rotation telle que 1,0=<1,p vérifie le
principe de Picard.

5.2. REMARQUES. 1) La notion d’ensemble p-essentiel a été introduite par
T. Tada [29], pour les mesures g sur R? qui possédent une densité localement
holdérienne sur B(0, 1)\ {0} par rapport a la mesure de Lebesgue et reprise par
E. Haouala [16] dans le cas général de la classe de Kato M(U) dans R", n=2.
Pour la définition d’ensemble essentiel ils ont considéré ceux de la forme

Cs

A= {xeU: a, < x| £ b},

n=1

avec 0<b,,1<a,<b,<1 pour tout n€N, et lima,=0.

2) Comme chez Tada [29], nous dirons qu’un ensemble ACU invariant
par rotation est c-essentiel si A est cA-essentiel. En utilisant les paragraphes
précédents on a la caractérisation importante suivante des ensembles 1/] x|
essentiels.

5.3. THEOREME. A est 1/|x||*-essentiel si et seulement si pour toute mesure
ve M), le principe de Picard est valable pour lcav.

DEMONSTRATION. Montrons !'implication directe. Soit veMU). Alors
1alesv=0=1,44/]xl%. Comme A est 1/]|x|*-essentiel, le principe de Picard est
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alors valable pour 1c,v.
Pour I’implication réciproque, soit p=M(U) telle que 1,p<1,44/| x||2. D’apres
thm. 2.3 et ’hypothése, le principe de Picard est valable pour A/||x[?+1lcsp

et par suite il en est de méme pour p d’aprés le théoréme 3.2 de monotonie.
D’ou la réciproque du théoréme.

D’aprés [16] on a le résultat suivant:

5.4. THEOREME. Soit A=\Us {xcU: a . Z||x[|£bn) avec 0<by 1 <a,<b,<l
pour tout neN, et lima,=0. Alors A p-essentiel implique A 1/||x||*-essentiel.

5.5. REMARQUE. La réciprogue du théoréme 5.4 est fausse (voir par ex-
emple Tada ou Haouala [167]). Plus précisement il existe une mesure p<
M@U) invariante par rotation qui vérifie le principe de Picard et un ensemble
AcCU tel que A est 1/| x|I*-essentiel mais non p-essentiel.

5.6. THEOREME. Il existe deux mesures p, et p, dans M(U) telles que le
principe de Picard est valable pour p, et p, et non valable pour p,-+ p..

DEMONSTRATION. D’aprés la remarque précédente, il existe une mesure
peM@U) qui vérifie le principe de Picard et il existe ACU invariant par rota-
tion tel que A est 1/||x||>-essentiel mais non p-essentiel. Donc il existe peM(U)
invariante par rotation telle que 1,0<1,4p, mais p ne vérifie pas le principe de
Picard. L’inégalité 1,0<1,p et le théoréme 3.2 entrainent que l,p vérifie le
principe de Picard. D’aprés ’hypothése A est 1/||x|/%-essentiel, on a l.4p vérifie
le principe de Picard. Il en résulte que la mesure peM(U) est la somme de

deux mesures qui vérifient le principe de Picard.

5.7. REMARQUE. En 1974 M. Nakai a montré, sur le disque unité U
de R?, qu’il existe deux fonctions réguliéres P et Q qui sont invariantes par
rotation, vérifient le principe de Picard mais leur somme ne le vérifie pas.
Ensuite M. Kawamura [19] a renforcé ce résultat en prouvant que toute fonc-
tion P localement héldérienne sur U\ {0} est la somme de deux fonctions du
méme type qui vérifient le principe de Picard. Le théoréme précédent est alors

une généralisation de pour les mesures de Kato et la dimension supérieure
\
a deux.

§6. Test pour le principe de Picard.

Dans ce paragraphe, nous considérons U= {xR*\ {0} |0<||x[| <1}, peMU)
une mesure invariante pour rotation qui vérifie le principe de Picard et p, et
p: deux mesures dans M(U) qui vérifient les propriétés suivantes: Il existe
A, B deux parties de U, p-effilées en zéro (voir [6]) telles que
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* 1
— o *
SU\Alog T p:(dt) < + et p¥U\B) < +o.

Nous allons prouver que p+p; et p-+ad/||t||>+p. (>0) vérifient le principe de
Picard.

6.1. THEOREME. Soit peM(U) et ECU une partie p-effilée en zéro tels que
*
U\Ee,,(t)h,,(t)p(dz‘)<+c>0, alors p+p vérifie le principe de Picard.

DEMONSTRATION, Voir [15].

6.2. THEOREME. pu+p; et p+al/|t|*+p. (@a>0) vérifient le principe de
Picard.

DEMONSTRATION. D’aprés le corollaire 2.5, il existe des constantes stricte-
ment positives §; et S, telles que:

1
e h,(t) = Bu IOQW et e(,u+ai/\lt|12)h(y+a2/i[£ll2) < Beeaapmuzhaajz.
Comme Qa]/u;nz(x>:HXH1/—a- et haz/ntnz:qu—Ja'-‘”XHJa, on a alors

Ciprarnitiyiprarinz = B2

Le résultat découle alors immédiatement du théoréme 6.1.

6.3. COROLLAIRE. Si p;, et p, sont deux mesures dans MU) telles que
Slog(pl/ntll)(dt)<+oo et p(U)<+o0, alors p+p, et p+ad/lt|*+p, (@>0) véri-
fient le principe de Picard.

6.4. COROLLAIRE. Si p est une mesure dans M(U) et dans K¢ (voir [1] ou
[9)) alors p+al/l|t|*+po vérifie le principe de Picard pour tout az=0.

6.5. REMARQUES. a) Les résultats des corollaires 6.3 et 6.4 sont & nos con-
naissances inconnus. Cependant nous ne savons pas donner un résultat analogue
au corollaire 6.3 dans les cas a=0 et les cas =0, a=0 et p,(U)<+co.

b) Dans le cas ou la mesure p, posséde une densité localement holdérienne
par rapport a la mesure de Lebesgue, alors la condition p,(U)<+co implique,
d’aprés un résultat de M. Nakai [23], la validité du principe de Picard.

c) Le théoréme 6.1 n’est pas en général vrai en dimension n=3. II utilise
le caractére spécial de l’effilement en dimension deux.
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