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$0$ . Introduction.

Dans ce travail, nous consid\’erons l’\’equation de Schr\"odinger stationnaire
g\’en\’eralis\’ee: (1) $\Delta u-u\mu=0$ au sens des distributions sur $U=\{x\in R^{n}\backslash \{0\}|0<$

$||x||<p\},$ $n\geqq 2$ et $p>0$ , avec $\mu$ une mesure dans la classe de Kato locale $M(U)$

(voir \S 1) associ\’ee \‘a $\overline{U}\backslash \{0\}$ .
La notion de principe des singulariti\’es positives connue sous le nom de

principe de Picard a suscit\’e depuis le d\’ebut de ce si\‘ecle l’int\’er\^et de plusieurs
travaux (voir [3], [4], [6], [7], [10], [11], [22], [23], [24], [25], [26], [27]) et
sa caract\’erisation reste dans le cas des mesures non invariantes par rotation
un probl\‘eme ouvert.

Dans ce travail, nous prouvons dans $R^{n},$ $n\geqq 2$ , pour les mesures invariantes
par rotation une nouvelle caracterisation du principe de Picard \‘a l’aide de la
fonction de Green associ\’ee \‘a l’\‘equation (1). Nous en tirons pour le principe
de Picard, la monotonie, la positive homog\’en\’eit\’e et le “Order Comparison
Theorem” de M. Nakai qui ont \’et\’e prouv\’es par M. Nakai et M. Kawamura dans
$R^{2}$ et pour les mesures \‘a densit\’e radiale localement h\"old\’erienne sur $\overline{U}\backslash \{0\}$ par
rapport \‘a la mesure de Lebesgue. Ensuite en utilisant une nouvelle caract\’erisa-
tion des ensembles essentiels introduits par Toshimasa Tada [29], nous g\’en\’e-
ralisons en dimension sup\’erieure \‘a deux et dans le cadre des mesures de Kato
le r\’esultat de M. Nakai [22] sur la non additivit\’e du princiPe de Picard.

Au paragraphe 1, nous rappelons la notion de principe de Picard pour
l’e’quation (1), l’existence des solutions born\’ees et non born\’ees et leur com-
portement au voisinage de la singularit\’e de $\mu$ .

Au paragraphe 2, nous consid\’erons une mesure $\mu\in M(U)$ invariante par
rotation et nous prouvons entre autres l’\’egalit\’e int\’eressante suivante:

Il existe un r\’eel $\alpha>0$ tel que pour tout $r\in$ ] $0,$ $p$ [ et $\theta\in S^{n-1}$ on $a$ :

$\int_{S^{n-1}}\mu G^{U}(r\theta, rz)\sigma_{n-1}(dz)=\alpha e_{\mu}(r)h_{\mu}(r)$

o\‘u $\mu G^{U}$ est la fonction de Green associ\’ee \‘a l’\’equation (1) et l’ouvert U. $e_{\mu}$ est



160 A. BOUKR IcHA et E. HAOUALA

la solution born\’ee de (1) qui tend vers 1 \‘a la fronti\‘ere de $\overline{U}$ et $h_{\mu}$ est la solu-
tion non born\’ee et radiale qui vaut 1 pour $||x||=p/2$ et qui tend vers z\’ero \‘a

la fronti\‘ere de $\overline{U}$ .
Au paragraphe 3, nous consid\’erons dans $R^{n},$ $n\geqq 2$ , les mesures radiales

dans $M(U)$ . Nous \’etablissons pour le principe de Picard une nouvelle caract\’erisa-
tion et nous d\’eduisons sa monotonie.

Au paragraphe 4, et avec les m\^emes conditions que dans le pr\’ec\’edent, nous
prouvons que le principe de Picard est positivement homog\‘ene ainsi que la
validit\’e du “Order Comparison Theorem” de M. Nakai.

Au paragraphe 5, nous d\’emontrons pour les ensembles $1/||x||^{2}$-essentiels la
caract\’erisation suivante:

Un ensemble $A\subset U$ invariant par rotation est $1/||x||^{2}$-essentiel si et seule-
ment si pour toute mesure $\nu\in M(U)$ invariante par rotation, le principe de
Picard est valable pour $1_{C}\nu A$ Nous concluons par la preuve de la non additivit\’e
du principe de Picard et ce m\^eme dans le cas invariant par rotation.

Au dernier paragraphe nous obtenons dans le cas non-invariant par rotation
des Tests pour le principe de Picard. Nous consid\’erons dans $R^{2}$ une mesure $\mu$

dans $M(U)$ invariante par rotation qui v\’erifie le principe de Picard et $\rho_{1}$ et $\rho_{2}$

deux mesures non n\’ecessairement invariantes par rotation et telles qu’il existe
$A$ et $B$ deux parties de $U\mu$ -effil\’ees en z\’ero (voir [6]) telle que

$\int_{U\backslash A}^{*}\log\frac{1}{|t|}\rho_{1}(dt)<+\infty$ et pi $(U\backslash B)<+\infty$

o\‘u le $*$ d\’esigne l’int\’egrale sup\’erieure.
Nous d\’emontrons alors que $\mu+\rho_{1}$ et $\mu+(\alpha/||x||^{2})\lambda+\rho_{2}$ v\’erifient le principe

de Picard (o\‘u $\lambda$ est la mesure de Lebesgue et $\alpha$ est un nombre r\’eel strictement
positif). Nous concluons que si $\rho$ est dans la classe de Kato locale sur $R^{2}$ alors
$\mu+\rho$ v\’erifie le principe de Picard.

Les auteurs remercient le professeur Wolfhard Hansen pour l’int\’er\^et qu’il
a manifest\’e \‘a ce travail et le Referee pour les remarques utiles qu’il leur a
communiqu\’ees.

\S 1. Notations et Pr\’eliminaires.

Soit $U$ un ouvert relativement compact de $R^{n}$ , $n\geqq 2$ , tel que $U=W\backslash \{0\}$

avec $W$ un ouvert qui contient 1‘origine et qui est regulier (voir [2]) pour le
Laplacien. Soit $M(U)$ la classe de Kato locale (voir [1], [8]) associ\’ee \‘a $\overline{U}\backslash \{0\}$ ,

c’est \‘a dire 1‘ensemble des mesures positives sur $R^{n}$ qui sont port\’ees par $\overline{U}$ et
qui v\’erifient la propri\’et\’e suivante: Pour tout ouvert $V$ relativement compact

dans $R^{n}\backslash \{0\}$ la fonction: $P_{V}= \int G_{t}^{V}\mu(dt)$ est continue et r\’eelle sur $V(G^{V}$ est la

fonction de Green associ\’ee au Laplacien et \‘a l’ouvert $V$ ).
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Pour un ouvert $X$ de $R^{n}$ , nous noterons par $C(X)$ (resp. $B(X)$ ) l’ensemble
des fonctions continues (resp. bor\’eliennes) r\’eelles sur $X$ . Pour tout ensemble $A$

de fonctions num\’eriques, $A^{+}$ (resp. $A_{b}$) est l’ensemble de toutes les fonctions
positives (resp. born\’ees) de $A$ . Pour tout $r>0$ et $x\in R^{n},$ $B(x, r)$ d\’esigne la
boule ouverte de centre $x$ et de rayon $r$ . On note par $\sigma_{n-1}$ la mesure de
surface normalis\’ee sur la sph\‘ere unit\’e $S^{n-1}=\{x\in R^{n}|||x||=1\}$ .

Soit $f$ une fonction d’une partie $A$ de $R^{n}$ dans $R$ telle que $A$ et $f$ sont
invariantes par rotation, donc $f$ est radiale et on \’ecrira souvent $f(r)$ \‘a la place
de $f(x)$ pour $||x||=\gamma$ (exemples $e_{\mu}(r)$ et $h_{\mu}(r)$).

Si $A$ est une partie d’un ensemble $X$ , on notera par $1_{A}$ la fonction indica-
trice de $A$ d\’efinie de $X$ dans $R$ par $1_{A}(x)=1$ si $x\in A$ et $1_{A}(x)=0$ si $x\not\in A$ , par
$cA$ le compl\’ementaire de $A$ dans $X$ .

Pour $\mu\in M(U)$ et $V\subset U$ , nous consid\’erons les ensembles suivants:

$\mu H(V):=$ { $u\in C(V):\Delta u-u\mu=0$ au sens des distributions}

$\mu H_{0}$ $:=$ { $h \in\mu H^{+}(U):\lim_{xarrow z}h(x)=0$ pour tout $z\in\partial\overline{U}$ }.

1.1. D\’EFINITION. (Cf. [3], [5], [6], [24], [25], [26]). Soit $\mu\in M(U)$ . Nous
dirons que le principe de Picard est valable pour $\mu$ sur $U$ si le c\^one $\mu H_{0}$ est
engendr\’e par une seule fonction.

Notons que cette notion a \’et\’e \’etudi\’ee sous le nom de principe des singu-
larit\’es isol\’ees par M. Brelot et a \’et\’e appel\’ee principe de Picard par $G$ . Bouli-
gand et M. Nakai et ce dans le cas o\‘u $\mu$ est donn\’ee par une densit\’e localement
h\"olderienne par rapport \‘a la mesure de Lebesgue sur la boule unit\’e de $R^{2}$ .

1.2. REMARQUE. Soit $\mu\in M(U)$ et $V$ un ouvert dans $U$ tel que $V\cup\{0\}$ est
un voisinage de $0$ . Alors le principe de Picard est valable pour $\mu$ sur $U$ si et
seulement si il l’est pour $\mu$ sur $V$ .

1.3. LEMME. Soit $\mu\in M(U)$ . Alors on a:
a) Il existe une unique fonction continue born\’ee $e_{\mu}$ dans $\mu H^{+}(U)$ telle que

$\lim_{xarrow z}e_{\mu}(x)=1$ pour tout point $z$ r\’egulier dans la fronti\‘ere de $\overline{U}$ .
Si $\mu$ et $U$ sont invariants par rotation alors pour $x_{0}\in U$ on a:
b) Il existe une unique fonction $h_{\mu}$ dans $\mu H_{0}$ invariante par rotation telle $qae$

$h_{\mu}(x_{0})=1$ . De plus on $a$ $\lim_{xarrow 0}h_{\mu}(x)=+\infty$ .
c) Soit $\mu’$ une autre mesure invariante par rotation dans $M(U)$ telle que

$\mu\leqq\mu’$ Alors $\lim_{xarrow 0}e_{\mu’}/e_{\mu}(x)$ et $\lim_{xarrow 0}h_{\mu}/h_{\mu}^{f}(x)$ existent et sont toutes les deux
dans $[0,1]$ .

PREUVE. Pour a) voir [3] et pour b) et c) voir [4] et [6].
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\S 2. Fonction de Green.

Dans ce paragraphe on consid\‘ere une mesure $\mu\in M(U)$ et on suppose que
l’ouvert $U$ de $R^{n}(n\geqq 2)$ poss\‘ede une fonction de Green $G^{U}$ pour le laplacien
(voir [18]). D’apr\‘es [3] on a:

L’op\’erateur de Schr\"odinger $\Delta-\mu$ poss\‘ede une fonction de Green sym\’etrique

sur $U$ , not\’ee par $\mu G^{\sigma}$ , qui v\’erifie l’\’egalit\’e suivante:

$G_{x}^{U}(y)= \mu G_{x}^{U}(y)+\int G_{t}^{U}(x)^{\mu}G_{t}^{U}(y)\mu(dt)$ pour tout $x,$ $y\in U$ .

Dans la suite on suppose que $U=B(O, p)\backslash \{0\}$ avec $P>0$ . On consid\‘ere la fonc-
tion de Green $G^{U}=G^{B(0,p)}$ donn\’e par: $G^{B(0,p)}(x, y)=G(x, y)-H_{B}(G(x, ))(y)$ ,
o\‘u $H_{B}$ est le noyau harmonique donn\’e par la formule de Poisson sur la boule
$B(0, p)$ , c.\‘a.d.

$H_{B}(G(x, ))(y)=p^{n-2} \int_{S^{n-1}}\frac{p^{2}-||y||^{2}}{||y-p\xi||^{n}}G(x, p\xi)\sigma_{n-1}(d\xi)$ ;

et $G(x, y)=c_{n}||x-y||^{-n+2}$ si $n\geqq 3,$ $G(x, y)=c_{2}\log||x-y||^{-1}$ si $n=2$ o\‘u $c_{n}=$

$\Gamma(n/2)/2(n-2)\pi^{n/2}$ pour $n\geqq 3$ et $c_{2}=1/2\pi$ .

2.1. PROPOSITION. Si $x\in U$ et $r\in$ ] $0,$ $p$ [ on a: pour $n\geqq 3$

$\int_{S^{n-1}}G^{U}(x, rz)\sigma_{n-1}(dz)=\{$

$c_{n}( \frac{1}{||x||^{n-2}}-\frac{1}{p^{n-2}})$ si $||x_{I}^{1}|>r$

$c_{n}( \frac{1}{r^{n-2}}-\frac{1}{p^{n-2}})$ si $||x||\leqq r$ ,

et pour $n=2$ on a:

$\int_{S^{n-1}}G^{B}(x, rz)\sigma_{n-1}(dz)=\{$

$\frac{1}{2\pi}(\log\frac{p}{||x||})$ si $||x||>r$

$\frac{1}{2\pi}(\log\frac{p}{r})$ si $||x||\leqq\gamma$ .

D\’EMONSTRATION. On peut voir [18] ou simplement utiliser la propri\’et\’e de
la moyenne et le principe du minimum.

2.2. COROLLAIRE. Pour $n\geqq 3$ , on a pour $x\in R^{n}\backslash \{0\}$ et $r>0$ ,

$\int_{s^{n-1}}\frac{1}{||x-rz||^{n-2}}\sigma_{n-1}(dz)=\{$

$\frac{1}{||x||^{n- 2}}$ si $||x||>r$

$\frac{1}{r^{n-2}}$ si $||x||\leqq\gamma$ .

2.3. PROPOSITION. Soit $\mu\in M(U)$ une mesure invariante par rotation. Alors
il existe un reel $\alpha>0$ tel que pour tout $0<r<p$
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$\int_{S^{n-1}}\mu G^{U}(x, rz)\sigma_{n-1}(dz)=\{$

$\alpha e_{\mu}(r)h_{\mu}(x)$ si $||x||\geqq r$

$\alpha e_{\mu}(x)h_{\mu}(r)$ si $||x||\leqq r$ .
D\’EMONSTRATION. Comme $\mu$ est invariante par rotation, alors la fonction

$f:x arrow\int\mu G^{U}(x, rz)\sigma_{n-1}(dz)$ est radiale.

D’apr\‘es la proposition 2.1, l’application $x \in Uarrow\int G^{U}(x, rz)\sigma_{n- 1}(dz)$ est con-
tinue et r\’eelle dans $U$ . Comme $\mu G^{U}\leqq G^{U}$ , il en r\’esulte que $f$ est continue sur
$U$ . Soit $\beta:=f(r)/h_{\mu}(r)$ et $\gamma:=f(r)/e_{\mu}(r)$ .

Comme $f$ est dans $\mu H(U\backslash \{x\in R^{n}|||x||=r\}),$ d’apr\‘es le principe du $minimu\ln$

[3] on a:

$f(x)=\beta h_{\mu}(x)$ si $||x||>r$ et $f(x)=\gamma e_{\mu}(x)$ si $||x||<r$ .

D’apr\‘es [12] thm. 11, 1.1. et le proc\’ed\’e diagonal, il existe une suite $(x_{k})_{k}\subset$

$U$ telle que $\lim x_{k}=0$ et $\lim^{\mu}G_{x_{k}}^{U}/e_{\mu}(x_{k})$ existe et donne une fonction dans $\mu H_{0}$ .
D’apr\‘es le th\’eor\‘eme de convergence domin\’ee et le lemme 1.3.b), il existe $\alpha>0$

tel que $\gamma=\alpha h_{\mu}(r)$ .
Il r\’esulte de ce qui pr\’ec\‘ede que $f(r)=\beta h_{\mu}(r)=\alpha h_{\mu}(r)e_{\mu}(r)$ . Par cons\’equent

$\beta=\alpha e_{\mu}(r)$ et on a le r\’esultat demand\’e.

2.4. COROLLAIRE. Soit $\mu\in M(U)$ une mesure radiale. Alors il existe une
constante $\alpha>0$ telle que pour tout $r\in$ ] $0,$ $p$ [ et $\theta\in S^{n-1}$ :

$\int_{S^{n-1}}\mu G^{U}(r\theta, rz)\sigma_{n-1}(dz)=\alpha e_{\mu}(r)h_{\mu}(r)$ .

2.5. COROLLAIRE. Soient $\mu l,$ $\mu_{2}$ deux mesures dans $M(U)$ invariantes par
rotafion telles que $\mu_{1}\leqq\mu_{arrow}9$ . Alors il existe des constantes r\’eelles strictement pox-
tives $\beta_{1}$ et $\beta_{2}$ telles que

$e_{\mu_{2}}h_{\mu_{2}}$ :;$ $\beta_{1}e_{\mu_{1}}h_{\mu_{1}}\leqq\beta_{2}G^{U}(0, )$ .

\S 3. Caract\’erisation et monotonie du principe de Picard pour les
mesures radiales.

Nous consid\’erons dans $R^{n},$ $(n\geqq 2),$ $U=B(0, p)\backslash \{0\}$ et $G^{U}$ la fonction de
Green d\’efinie comme dans le paragraphe precedent et $\mu\in M(U)$ une mesure
invariante par rotation. Pour la validit\’e du principe de Picard pour $\mu$ sur $U$

on a les caract\’erisations suivantes.

3.1. TH\’EOR\‘EME. Les proprietes suivantes sont \’equivalentes:

1) Le principe de Picard est valable pour $\mu$ .
2) Il existe un r\’eel $\beta>0$ tel que $\lim_{xarrow 0}\frac{e_{(\mu+\beta\lambda/||tN^{2})}}{e_{\mu}}(x)=0$ .
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3) Pour tout r\’eel $\beta>0$ on $a$
$\lim_{xarrow 0}\frac{e_{(\mu+\beta\lambda/||\delta\rceil|2)}}{e_{\mu}}(x)=0$ .

4) Il exeste un r\’eel $\alpha>0$ tel que $\lim_{xarrow 0}\frac{h_{\mu}}{h_{(\mu+\alpha\lambda/||t||2)}}(x)=0$ .

5) Pour tout r\’eel $\alpha>0$ on $a$ $\lim_{xarrow 0}\frac{h_{\mu}}{h_{(\mu+a\lambda/||l||2)}}(x)=0$ .

6) $\int e_{\mu}(t)h_{\mu}(t)||t||^{-2}\lambda(dt)=+\infty$ .

7) $\int_{0}^{p}(\int_{s^{n-1}}\mu G^{U}(r\theta, rz)\sigma_{n- 1}(dz))r^{n- 3}dr=+\infty$ $\forall\theta\in S^{n-1}$ .

D\’EMONSTRATION. Pour les \’equivalences $2$) $\Leftrightarrow 3$) $\Leftrightarrow 4$) $\Leftrightarrow 5$) $\Leftrightarrow 6$) voir [6] thm.
4.5. Pour $1$ ) $\Leftrightarrow 4$) nous reprenons la m\^eme d\’emonstration que celle de [4] dans
le cas o\‘u $\mu$ est absolument continue par rapport \‘a la mesure de Lebesgue.
Enfin l’\’equivalence $6$) $\Leftarrow 7$) est une cons\’equence imm\’ediate du corollaire 2.4.

3.2. TH\’EOR\‘EME. (Monotonie du principe de Picard pour les mesures radiales):

Soient $\mu_{1}$ et $\mu_{2}$ deux mesures radiales dans $M(U)$ telles que $\mu_{1}\leqq\mu_{2}$ . Alors si le
principe de Picard est valable pour $\mu_{2}$ il en est de m\^eme pour $\mu_{1}$ .

D\’EMONSTRATION. D’apr\‘es la construction de la fonction de Green perturb\’ee
$\mu G^{U}$ (voir [3]) on a: $\mu 2G^{U}\leqq^{\mu_{1}}G^{U}$ . Le r\’esultat d\’ecoule alors imm\’ediatement de
la propri\’et\’e 7) du th\’eor\‘eme 3.1 pr\’ec\’edent.

3.3. REMARQUE. Le th\’eor\‘eme pr\’ec\’edent n’est pas valable si les deux
mesures ne sont pas invariantes par rotation et de m\^eme si uniquement la plus
grande mesure est invariante par rotation voir ([27], [28]).

\S 4. “Order Comparison Theorem” de M. Nakai.

Dans ce paragraphe nous repondons dans le cadre des mesures invariantes
par rotation, par l’affirmative \‘a des questions posees par M. Nakai dans [23]
et r\’esolues dans [20], [26] dans le cadre des mesures \‘a densit\’e localement
h\"old\’erienne par rapport \‘a la mesure de Lebesgue dans $R^{2}$ . Plus pr\’ecis\’ement,
nous prouvons que si le principe de Picard est valable pour $\mu$ sur $U$ , alors il
en est de m\^eme pour $c\mu$ pour tout r\’eel $c$ positif. En utilisant les r\’esultats des
paragraphes pr\’ec\’edents, nous prouvons pour les mesures invariantes par rota-
tion dans $R^{n}$ le “Order Comparison Theorem” de M. Nakai suivant. Si $\mu_{1}$ et
$\mu_{2}$ sont dans $M(U)$ et invariantes par rotation et telles qu’il existe $c>0$ avec
$\mu_{1}/c\leqq\mu_{2}\leqq c\mu_{1}$ , alors $\mu_{1}$ et $\mu_{2}$ sont de m\^eme nature pour le principe de Picard.

4.1. TH\’EOR\‘EME. Soient $\mu$ une mesure invariante par rotation dans $M(U)$ et
$c$ une constante sfrictement $po\alpha tive$ . Alors le PrincrPe de Picard est valable pour
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$\mu_{-}^{-}surU$ si et seulement $\alpha$ il l’est pour $c\mu$ .
D\’EMONSTRATION. Il suffit de consid\’erer le cas $c\geqq 1$ puisque $\mu=(c\mu)/c$ .

Supposons que $c\mu$ v\’erifie le principe de Picard. Alors comme $\mu\leqq c\mu$ la validit\’e
du principe de Picard pour $\mu$ d\’ecoule de la monotonie d\’emontr\’ee dans le
th\’eor\‘eme 3.2. Pour montrer l’implication directe, supposons que $\mu$ v\’erifie le
principe de Picard. D’apr\‘es [3] Satz 3.6 on a:

$\mu G_{x}^{U}(y)=C\mu G_{x}^{U}(y)+\int\mu G_{t}^{U}(x)^{c\mu}G_{t}^{U}(y)(c-1)\mu(dt)$

pour tout $x,$ $y\in U$ . En consid\’erant $y=||x||z$ avec $z\in S^{n-1}$ , en int\’egrant par
rapport \‘a $\sigma_{n-1}$ et en utilisant le corollaire 2.4 on a: Il existe deux constantes
strictement positives $\alpha$ et $\beta$ telles que

$\alpha e_{\mu}(x)h_{\mu}(x)=\beta e_{c\mu}(x)h_{c\mu}(x)+(c-1)\int_{s^{n-1}}(\int\mu G_{t}^{U}(x)^{c\mu}G_{t}^{U}(||x||z)\mu(dt))\sigma_{n-1}(dz)$ .

D’apr\‘es la proposition 2.3 on a:

$\int_{s^{n-1}}c\mu G_{t}(||x||z)\sigma_{n-1}(dz)=\{$

$\beta e_{c\mu}(x)h_{c\mu}(r)$ si $||t||>||x||$ ,

$\beta e_{c\mu}(t)h_{c\mu}(x)$ si $||t||\leqq||x||$ .

Il en r\’esulte d’apr\‘es le th\’eor\‘eme de Fubini que:

$I:= \int_{S^{n-1}}(\int\mu G_{t}(x)^{c\mu}G_{t}(||x||z)\mu(dt))\sigma_{n-1}(dz)$

$= \beta e_{c\mu}(x)\int_{\rceil|l||>\# x\Uparrow}\mu G_{t}(x)h_{c\mu}(t)\mu(dt)+\beta h_{c\mu}(x)\int_{||t||\leqq\}|x||}\mu G_{t}(x)e_{c\mu}(t)\mu(dt)$ .

Comme les fonctions $h_{c\mu}$ et $e_{c\mu}$ sont respectivement d\’ecroissante et croissante,
on obtient:

$I \leqq\beta e_{c\mu}(x)h_{c\mu}(x)\int\mu G_{t}^{U}(x)\mu(dt)$ .

D’apr\‘es [3], on a $\int\mu G_{t}^{U}(x)\mu(dt)=1-e_{\mu}(x)$ .
Il en resulte que

$\alpha e_{\mu}(x)h_{\mu}(x)\leqq\beta e_{c\mu}(x)h_{c\mu}(x)[1+(c-1)(1-e_{\mu}(x))]$ .
Comme $1-e_{\mu}(x)\leqq 1$ et $c\geqq 1$ on a pour tout $x\in U$

$\alpha e_{\mu}(x)h_{\mu}(x)\leqq c\beta e_{c\mu}(x)h_{c\mu}(x)$ .

Comme par hypoth\‘ese $\mu$ v\’erifie le principe de Picard, d’apr\‘es le th\’eor\‘eme 3.1
on a:

$\int_{U}e_{\mu}(x)h_{\mu}(x)\frac{1}{||x||^{2}}\lambda(dx)=+\infty$
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et d’apr\‘es l’in\’egalit\’e pr\’ec\’edente, la propri\’et\’e 6) du th\’eor\‘eme 3.1 est verifi\’ee
pour $c\mu$ et par cons\’equent la validit\’e du principe de Picard.

4.2. COROLLAIRE. (Order Comparison Theorem de M. Nakai): Soient $\mu_{1},$ $\mu_{2}$

deux mesures radiales dans $M(U)$ et $c>0$ un nombre r\’eel tels que $\mu_{1}/c\leqq\mu_{2}\leqq c\mu_{1}$

sur $R^{n}$ . Alors $\mu_{i}$ et $\mu_{2}$ sont de meme natare pour la validit\’e $du$ principe de
Picard.

D\’EMONSTRATION. Supposons que le principe de Picard est valable pour $\mu_{1}$

Alors il l’est aussi pour $c\mu_{1}$ d’apr\‘es le th\’eor\‘eme 4.1, donc pour $\mu_{2}$ d’apr\‘es le
th\’eor\‘eme 3.2. La r\’eciproque d\’ecoule de l’in\’egalit\’e $\mu_{1}\leqq c\mu_{2}$

\S 5. Ensembles essentiels et non-additivit\’e du principe de Picard.

Dans ce paragraphe, nous d\’efinissons et caract\’erisons les ensembles es-
sentiels. Nous prouvons que le principe de Picard n’est pas additif m\^eme dans
le cas invariant par rotation, c’est \‘a dire si $\mu_{1},$ $\mu_{2}\in M(U)$ et verifient le principe
de Picard, alors il n’est pas toujours de m\^eme pour $\mu_{1}+\mu_{2}$

Dans la suite soit $U=B(O, 1)\backslash \{0\},$ $A\subset U$ et $\mu\in M(U)$ . Nous supposons que
$\mu$ et $A$ sont invariants par rotation.

5.1. D\’EFINITION. (Cf. [29], [16].) Nous dirons que $A$ est $\mu$-essentiel si
toute mesure $\rho\in M(U)$ invariante par rotation telle que $1_{A}\rho\leqq 1_{A}\mu$ v\’erifie le
principe de Picard.

5.2. REMARQUES. 1) La notion d’ensemble $\mu$-essentiel a \’et\’e introduite par
T. Tada [29], pour les mesures $\mu$ sur $R^{2}$ qui poss\‘edent une densit\’e localement
h\"old\’erienne sur $B(O, 1)\backslash \{0\}$ par rapport \‘a la mesure de Lebesgue et reprise par
E. Haouala [16] dans le cas g\’en\’eral de la classe de Kato $M(U)$ dans $R^{n},$ $n\geqq 2$ .
Pour la d\’efinition d’ensemble essentiel ils ont consid\’er\’e ceux de la forme

$A= \bigcup_{n=1}^{\infty}\{x\in U : a_{n}\leqq||x|| b_{n}\}$ ,

avec $0<b_{n+1}<a_{n}<b_{n}<1$ pour tout $n\in N$, et $lima_{n}=0$ .
2) Comme chez Tada [29], nous dirons qu’un ensemble $A\subset U$ invariant

par rotation est $c$-essentiel si $A$ est $c\lambda$-essentiel. En utilisant les paragraphes
pr\’ec\’edents on a la caract\’erisation importante suivante des ensembles $1/||x||^{2}-$

essentiels.

5.3. TH\’EOR\‘EME. $A$ est $1/||x1|^{2}$-essentiel si et seulement si pour toute mesure
$v\in M(U)$ , le principe de Picard est valable pour $1_{cA}\nu$ .

D\’EMONSTRATION. Montrons l’implication directe. Soit $\nu\in M(U)$ . Alors
$1_{A}1_{CA}v=0\leqq 1_{A}\lambda/||x||^{2}$ . Comme $A$ est $1/||x||^{2}$-essentiel, le principe de Picard est
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alors valable pour $1_{cA}\nu$ .
Pour l’implication r\’eciproque, soit $\rho\in M(U)$ telle que $1_{A}\rho\leqq 1_{A}\lambda/||x||^{2}$ . D’apr\‘es

[7] thm. 2.3 et l’hypoth\‘ese, le principe de Picard est valable pour $\lambda/||x||^{2}+1_{cA}\rho$

et par suite il en est de m\^eme pour $\rho$ d’apr\‘es le th\’eor\‘eme 3.2 de monotonie.
D’o\‘u la r\’eciproque du th\’eor\‘eme.

D’apr\‘es [16] on a le r\’esultat suivant:

5.4. THEOR\‘EME. Soit $A=U_{n=1}^{\infty}\{x\in U:a_{n}\leqq||x||\leqq b_{n}\}$ avec $0<b_{n+1}<a_{n}<b_{n}<1$

pour tout $n\in N$, et $\lim a_{n}=0$ . Alors A $\mu$ -essentiel implique A $1/||x||^{2}$-essentiel.

5.5. REMARQUE. La r\’eciproque du th\’eor\‘eme 5.4 est fausse (voir par ex-
emple Tada [29] ou Haouala [16] $)$ . Plus pr\’ecisement il existe une mesure $\mu\in$

$M(U)$ invariante par rotation qui v\’erifie le principe de Picard et un ensemble
$A\subset U$ tel que $A$ est $1/||x||^{2}$-essentiel mais non $\mu$-essentiel.

5.6. TH\’EOREME. Il existe deux mesures $\mu_{1}$ et $\mu_{2}$ dans $M(U)$ telles que le
principe de Picard est valable pour $\mu_{1}$ et $\mu_{2}$ et non valable pour $\mu_{1}+\mu_{2}$

D\’EMONSTRATION. D’apr\‘es la remarque pr\’ec\’edente, il existe une mesure
$\mu\in M(U)$ qui v\’erifie le principe de Picard et il existe $A\subset U$ invariant par rota-
tion tel que $A$ est $1/||x||^{2}$-essentiel mais non $\mu$-essentiel. Donc il existe $\rho\in M(U\rangle$

invariante par rotation telle que $1_{A}\rho\leqq 1_{A}\mu$ , mais $\rho$ ne verifie pas le principe de
Picard. L’in\’egalit\’e $1_{A}\rho\leqq 1_{A}\mu$ et le th\’eor\‘eme 3.2 entrainent que $1_{A}\rho$ v\’erifie le
principe de Picard. D’apr\‘es l’hypoth\‘ese $A$ est $1/||x||^{2}$-essentiel, on a $1_{cA}\rho$ v\’erifie
le principe de Picard. Il en r\’esulte que la mesure $\rho\in M(U)$ est la somme de
deux mesures qui v\’erifient le principe de Picard.

5.7. REMARQUE. En 1974 M. Nakai [22] a montr\’e, sur le disque unit\’e $U$

de $R^{2}$ , qu’il existe deux fonctions r\’eguli\‘eres $P$ et $Q$ qui sont invariantes par
rotation, v\’erifient le principe de Picard mais leur somme ne le v\’erifie pas.
Ensuite M. Kawamura [19] a renforc\’e ce r\’esultat en prouvant que toute fonc-
tion $P$ localement h\"old\’erienne sur $\overline{U}\backslash \{0\}$ est la somme de deux fonctions du
m\^eme type qui v\’erifient le principe de Picard. Le th\’eor\‘eme pr\’ec\’edent est alors
une g\’en\’eralisation de [22] pour les mesures de Kato et la dimension sup\’erieure
\‘a deux.

\S 6. Test pour le principe de Picard.

Dans ce paragraphe, nous consid\’erons $U=\{x\in R^{2}\backslash \{0\}|0<||x||<1\},$ $\mu\in M(U)$

une mesure invariante pour rotation qui v\’erifie le principe de Picard et $\rho_{1}$ et
$\rho_{2}$ deux mesures dans $M(U)$ qui v\’erifient les propri\’et\’es suivantes: Il existe
$A,$ $B$ deux parties de $U,$

$\mu$ -effil\’ees en zero (voir [6]) telles que
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$\int_{U\backslash A}^{*}\log\frac{1}{||t||}\rho_{1}(dt)<+\infty$ et $\rho_{2}^{*}(U\backslash B)<+\infty$ .

Nous allons prouver que $\mu+\rho_{1}$ et $\mu+\alpha\lambda/||t||^{2}+\rho_{2}(\alpha>0)$ v\’erifient le principe de
Picard.

6.1. TH\’EOR\‘EME. Soit $\rho\in M(U)$ et $E\subset U$ une partie $\mu$ -effil\’ee en z\’ero tels que
$\int_{U\backslash B}^{*}e_{\mu}(t)h_{\mu}(t)\rho(dt)<+\infty$ , alors $\mu+\rho$ v\’erifie le princtpe de Picard.

D\’EMONSTRATION. Voir [15].

6.2. TH\’EOR\‘EME. $\mu+\rho_{1}$ et $\mu+\alpha\lambda/||t||^{2}+\rho_{2}(\alpha>0)$ v\’erifient le principe de
Picard.

D\’EMONSTRATION. D’apr\‘es le corollaire 2.5, il existe des constantes stricte-
ment positives $\beta_{1}$ et $\beta_{2}$ telles que:

$e_{\mu}h_{\mu}(t) \leqq\beta_{1}\log\frac{1}{||t||}$ et $e_{(}h\mu+\alpha\lambda/|\rceil t||2$) $(\mu+\alpha\lambda/|ItI|2)\leqq\beta_{2}e_{\alpha\lambda/||i\rceil|2}h_{\alpha\lambda/||t||2}$ .

Comme $e_{\alpha\lambda/||t|\mathfrak{l}^{2}}(x)=||x||^{\sqrt{a}}$ et $h_{\alpha\lambda/||t||2}=||x||^{-\sqrt{}}\overline{\alpha}-||x||^{\sqrt{}}\overline{\alpha}$ on a alors

$e_{(\mu+\alpha\lambda/||t|\rceil 2)}h_{(\mu+\alpha\lambda/\rceil|t\rceil\rceil 2)}\leqq\beta_{2}$ .

Le r\’esultat d\’ecoule alors imm\’ediatement du th\’eor\‘eme 6.1.

6.3. COROLLAIRE. Si $\rho_{1}$ et $\rho_{2}$ sont deux mesures dans $M(U)$ telles que
$\int\log(\rho_{1}/||t||)(dt)<+\infty$ et $\rho_{2}(U)<+\infty$ , alors $\mu+\rho_{1}$ et $\mu+\alpha\lambda/||t||^{2}+\rho_{2}(\alpha>0)$ v\’eri-

fient le principe de Picard.

6.4. COROLLAIRE. Si $\rho$ est une mesure dans $M(U)$ et dans $K_{z^{oc}}^{1}$ (voir [1] ou
[9] $)$ alors $\mu+\alpha\lambda/||t||^{2}+\rho$ v\’enfie le principe de Picard pour tout $\alpha\geqq 0$ .

6.5. REMARQUES. a) Les r\’esultats des corollaires 6.3 et 6.4 sont \‘a nos con-
naissances inconnus. Cependant nous ne savons pas donner un r\’esultat analogue
au corollaire 6.3 dans les cas $\alpha=0$ et les cas $\mu=0,$ $\alpha=0$ et $\rho_{2}(U)<+\infty$ .

b) Dans le cas o\‘u la mesure $\rho_{2}$ poss\‘ede une densit\’e localement h61d\’erienne
par rapport \‘a la mesure de Lebesgue, alors la condition $\rho_{2}(U)<+\infty$ implique,
d’apr\’es un r\’esultat de M. Nakai [23], la validit\’e du principe de Picard.

c) Le th\’eor\‘eme 6.1 n’est pas en g\’en\’eral vrai en dimension $n\geqq 3$ . Il utilise
le caract\‘ere sp\’ecial de l’effilement en dimension deux.
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