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Introduction.

Soit $\rho$ : $M\rightarrow N$ une fibration analytique et $\mathcal{L}$ un pseudogroupe infinit\’esimal
de Lie analytique, transitif sur $M$. Le faisceau $\mathcal{L}_{0}$ (resp. $\mathcal{L}^{\prime}$ ) \’etant le noyau
de $\mathcal{L}$ par $\rho$ (resp. la projection sur $N$ de $\mathcal{L}$ par $\rho$ ), Rodrigues [5], [6] a
d\’emontr\’e que $\mathcal{L}_{0}$ (resp. $\mathcal{L}^{\prime}$ ) est un pseudogroupe infinit\’esimal de Lie sur $M$

(resp. $N$).

Notre but principal est de montrer des r\’esultats analogues pour les \’equations

de Lie $R^{h}$ intransitives, formellements int\’egrables et que v\’erifient certaines
conditions.

Si $R^{h}$ est une \’equation de Lie formellement int\’egrable sur le fibr\’e tangent
$T(M)$ qui laisse invariant la fibration $\rho$ , au \S 3 nous donnons des conditions sous
lesquelles elle d\’etermine une \’equation de Lie $R_{l_{0}}^{\prime m_{0}}$ formellement int\’egrable sur
$T(M)$ qui correspond au pseudogroupe noyau d’un pseudogroupe de Lie solution
de $R^{h}$ .

Au \S 4 nous donnons des conditions pour l’existence d’une \’equation de Lie
$R^{\prime\prime h_{1}}$ formellement int\’egrable sur $T(N)$ telle que tout germe de champs de
vecteurs en $\rho(a)$ solution de $R^{\prime\prime h_{1}}$ est l’image par $\rho$ d’un germe en $a$ d’un
champ de vecteurs solution de $R^{h}$ .

1. Pr\’eliminaires. Etant donn\’e $T=T(M)$ le fibr\’e tangent d’une vari\’et\’e
diff\’erentiable $M,$ $J^{h}T$ d\’esigne l’ensemble de tous les jets d’ordre $h$ des sections
diff\’erentiables du fibr\’e $T$ ; l’ensemble $J^{h}T$ est encore un fibr\’e vectoriel sur $M$

dont pour tout champ de vecteur $X$ sur $M,$ $j^{h}X$ est une section:

$j^{h}X:M\rightarrow J^{h}T$

$x\rightarrow j_{x}^{h}X$ .
RaPpelons que $\underline{J^{h}T}$ d\’esignant le faisceau des sections de $J^{h}T$ sur $1ff$, il existe
sur $J^{h}T$ une et une seule structure de faisceau de R-alg\‘ebres de Lie:

$\underline{J^{h}T}\wedge\underline{J^{h}T}\rightarrow\underline{J^{h}T}$

$[f\cdot j^{h}X, gj^{h}Y]=f\cdot gj^{h}[X, Y]+f\cdot(Xg)j^{h}Y-g(Yf)j^{h}X$ ,
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o\‘u $f$ et $g$ sont des fonctions num\’eriques sur $M$, et $X\cdot g$ et $Y\cdot f$ les d\’eriv\’ees de
Lie de $g$ et $f$ par les champs des vecteurs $X$ et $Y$. Ce crochet \’etant un op\’era-
teur diff\’erentiel d’ordre 1, nous en d\’eduisons un morphisme de fibr\’es vectoriels
sur $M$ :

$J^{h+1}TAJ^{h+1}T\rightarrow J^{h}T$

tel que
$[[j^{h+1}X, j^{h+1}Y]]=j^{h}[X, Y]$

et
$[[j^{h+1}X, f\cdot j^{h+1}Y]]=f\cdot j^{h}[X, Y]$

au niveau des sections locales.
Soit $E$ un fibr\’e vectoriel sur $M$ et notons $\underline{E}$ le faisceau des sections dif-

ferentiables de $E$ . Il existe un et un seul op\’erateur

$D:\underline{J^{h+1}E}\rightarrow T^{*}\otimes J^{h}E$

$s\rightarrow j^{1}(\pi^{h}s)-s$

tel que,
$Ds=0$ , si et seulement si, $s$ est int\’egrable,

et
$D(f\cdot s)=f\cdot Ds+(\pi^{h}\circ s)\otimes df$ ,

avec $df$ la diff\’erentielle ext\’erieure de la fonction num\’erique $f$, o\‘u $\pi^{h}$ est la
projection de $J^{h+1}E$ sur $J^{h}E$ .

Ceci \’etant on d\’emontre ais\’ement les r\’esultats suivants:
PROPOSITION 1.1. Soient $\eta^{h+1}$ et $\sigma^{h+1}$ sections $du$ fibr\’e $vectorielJ^{h+1}T$ ; alors,

(1) $[\pi^{h}(\eta^{h+1}), \pi^{h}(\sigma^{h+1})]=[[\eta^{h+1}, \sigma^{h+1}]]+D(\eta^{h+1})(\sigma)-D(\sigma^{h+1})(n)$ ,

avec $\eta=\pi^{0}(\eta^{h+1})$ et $\sigma=\pi^{0}(\sigma^{h+1})$ .

(2) $D([\eta^{h+1}, \sigma^{h+1}])=[D(\eta^{h+1}), \pi^{h}(\sigma^{h+1})]+[\pi^{h}(\eta^{h+1}), D(\sigma^{h+1})]$

$+D(\sigma^{h+1})\overline{\wedge}(\pi^{0}\otimes id)\circ D(\sigma^{h+1})\overline{\wedge}(\pi^{0}\otimes id)\circ D(\eta^{h+1})$

o\‘u les \’el\’ements $du$ second membre sont des sections de $J^{h}T\otimes T^{*}$ dont la valeur
sur un champ de vecteurs $X$ est respectivement donn\’ee par les formules suivantes,

$[D(\eta^{h+1}), \pi^{h}(\sigma^{h+1})](X)=[(D(\eta^{h+1}))(X), \pi^{h}(\sigma^{h+1})]$ .
$[D(\eta^{h+1})\overline{\wedge}(\pi^{0}\otimes id)\circ D(\sigma^{h+1})](X)=D(\eta^{h+1})((\pi^{0}\circ D(\sigma^{h+1}))(X))$ .

Une \’equation diff\’erentiable lin\’eaire d’ordre $h$ sur $T$ sera un sous-fibr\’e
vectoriel $R^{h}$ de $J^{h}T$ , dont $(R^{h})^{+l}=J^{l}R^{h}\cap J^{h+l}T$ (parfois not\’e $R^{h+l}$) sera not\’e le
l-prolongement de l’\’equation $R^{h}$ ; on dit que $R^{h}$ est formellement int\’egrable
si, pour tout $1\geqq 0,$ $R^{h+l}$ est un fibr\’e vectoriel et la projection $\pi^{h+l}$ : $R^{h+l+1}\rightarrow R^{h+l}$
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est surjective; $R^{h}$ sera transitif si la projection $\pi^{0}$ ; $R^{h}\rightarrow T(M)$ est surjective;
les \’el\’ements $U$ de $\underline{R}^{h+l+1}$ sont d\’etermin\’es par r\’ecurrence par les conditions
suivantes:

$\pi^{h+l}(U)\in\underline{R}^{h+l}$ et $DU\in T^{*}\otimes R^{h+l}$ .

DEFINITION 1.1. Nous dirons que $R^{h}$ estune \’equation de Lie si l’on a
$[\underline{R}^{h},\underline{R}^{h}]\subset\underline{R}^{h}$ .

Utilisant la proposition 1.1 on a:
PROPOSITION 1.2. Soit $R^{h}$ un sous-fibr\’e vectoriel de $J^{h}$ T. Supp0s0ns que

$R^{h+1}$ soit un fibr\’e vectoriel et $\pi^{h}(R^{h+1})=R^{h}$ ; les pr0pri\’et\’es suivantes sont alors
\’equivalentes:
(1) $R^{h}$ estune \’equation de Lie.

(2) $[[\underline{R}^{h+1}, \underline{R}^{h+1}]]\subset\underline{R}^{h}$

2. Soit $\rho$ : $M\rightarrow N$ une fibration, c’est \‘a dire, $\rho$ est une application dif-
f\’erentiable surjective et de rang maximal. Notons $V$ le sous-fibr\’e vectoriel de
$T$ des vecteurs tangents aux fibres de $\rho$ . Alors

$0\rightarrow V\rightarrow T(M)\rightarrow\rho^{-1}(T(N))\rho\rightarrow 0$

est une suite exacte des fibr\’es vectoriels sur $M$. Soient $E$ et $F$ des fibr\’es
vectoriels sur $M$ et $N$ respectivement et $\varphi$ : $E\rightarrow F$ un morphisme de fibr\’es sur
$\rho$ , de rang constant. On dira qu’une section $s$ de $E$ sur $U\subset M$ est $\varphi$-projetable
si $\varphi(s(a))=\varphi(s(b))$ pour $a,$

$b$ dans $U$ avec $\rho(a)=\rho(b)$ ; alors la section $\varphi(s)$ de $F$

sur $\rho(U)$ qui \‘a $y\in\rho(U)$ fait correspondre $\varphi(s(a))$ o\‘u $a\in U$ v\’erifie $\rho(a)=y$ est
bien d\’efinie; on notera $\underline{E}_{\varphi}$ le faisceau des sections de $E$ qui sont $\varphi$-projetables
et $J^{h}(E, \varphi)\subset J^{h}E$ le fibr\’e vectoriel sur $M$ des h-jets des sections de $\underline{E}_{\varphi}$ . Si
$J^{h}F$ est le fibre des h-jets des sections de $F$ sur $N$ on a une application

$\varphi:J^{h}(E, \varphi)\rightarrow J^{h}F$

$j_{a}^{h}s\rightarrow j_{\rho(a)}^{h}\varphi s$ .
Prenons $E=T,$ $F=T(N)$ et $\varphi=\rho$ ; le fibre vectoriel $J^{h}(T, \rho)$ est une \’equation

de Lie formellement int\’egrables, transitive et nous avons les suites exactes,

$o$

$0\rightarrow J^{h}V\rightarrow J^{h}(T, 0)\rightarrow\rho^{-1}(J^{h}T(N))\rightarrow 0$

$o$

$0\rightarrow\underline{J^{h}V}\rightarrow J^{h}(T, \rho)_{\rho}\rightarrow\underline{J^{h}T(N)}\rightarrow 0$ .
Pour tout $h$ , consid\’erons le sous fibr\’e vectoriel $F(J^{h}(T, \rho))=T^{*}\otimes J^{h}V+\rho^{*}(T^{*}(N))$

$\otimes J^{h}(T, \rho)$ de $T^{*}\otimes J^{h}(T, \rho)$ .
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On v\’erifie ais\’ement que la suite,

$\rho$

$0\rightarrow T^{*}\otimes J^{h}V\rightarrow F(J^{h}(T, \rho))\rightarrow\rho^{-1}(T^{*}(N)\otimes J^{h}T(N))\rightarrow 0$ ,

des fibr\’es vectoriels sur $M$ est exacte o\‘u $\rho$ envoie $\varphi$ de $F(J^{h}(T, \rho))$ dans $\rho\varphi$

donn\’e par $(\rho\varphi)(\rho_{*}U)=\rho(\varphi(U))$ avec $U$ dans $T$ . On note $T^{*}\otimes J^{h}(T, \rho)_{\rho}$ le

faisceau des sections $\rho$ -projetables; c’est un faisceau engendr\’e sur $R$ par les
sections de $T^{*}\otimes J^{h}(T, \rho)$ de la forme $U=\rho^{*}(\omega)\otimes j^{h}s$ et $U^{\prime}=\omega^{\prime}\otimes j^{h}s^{\prime}$ o\‘u ru est
une section de $T^{*}(N)$ et $\omega^{\prime}$ une section de $T^{*}(M)$ et $s,$

$s^{\prime}$ des sections de
$T(M)_{\rho}$ avec $\rho(s^{\prime})=0$ ; de plus, on a une application

$\rho$ : $T^{*}\otimes J^{h}(T, \rho)_{\rho}\rightarrow T^{*}(N)\otimes J^{h}T(N)$ .

PROPOSITION 2.1. Si $U\in J^{h}(T, \rho)_{\rho}$ alors $DU\in\underline{T^{*}\otimes J^{h-1}(T,\rho)_{\rho}}$ et $(\rho^{\circ}D)(U)$

$=(D\circ\rho)(U)$ .
PREUVE. Pour $U=f\cdot j^{h}savecs\in T(M)_{\rho},$ $\rho s=0$ on a $DU=df\otimes j^{h-1}s$ et $0=$

$D(\rho(U))=\rho(D(U))$ . Pour $U=f\cdot j^{h}s$ avec $f$ fonction num\’erique $\rho$ -projetable et $s$

section de $T(M)_{\rho}$ on a $DU=df\otimes j^{h-1}s=d(\rho^{*}g)\otimes j^{h-1}s=\rho^{*}(dg)\otimes j^{h-1}s$ et
$D(\rho(U))=D(gj^{h}\rho s)=dg\otimes j^{h-1}\rho s=\rho(DU)$ ; d’o\‘u le r\’esultat.

Si $R^{h}\subset J^{h}(T, \rho)$ est une \’equation diff\’erentielle et s’il existe une \’equation

diff\’erentielle $R^{\prime\prime h}\subset J^{\hslash}T(N)$ telle que $\rho(R_{a}^{h})=R^{\prime\prime h}\rho(a)$ pour tout $a\in M$, alors
$\rho$ : $\underline{R}_{\rho}^{h}\rightarrow\underline{R}^{rh}$ est surjectif; si, de plus $R^{h}$ est une \’equation de Lie, alors $R^{\prime\prime h}$ est
une \’equation de Lie. Aussi $R^{rh}$ est transitif si $R^{h}$ l’est.

DEFINITION 2.1. Une \’equation diff\’erentielle $R^{h}\subset J^{h}(T, \rho)$ est $\rho$ -projetable
si pour tout $1\geqq 0,$ $R^{h+l}$ est un fibr\’e vectoriel, s’il existe une \’equation dif-
f\’erentielle $R^{rh+l}\subset J^{h+l}T(N)$ telle que $\rho(R_{a}^{h+l})=R_{\rho(a)}^{Wh+l}$ pour tout $a\in M$.

Si $R^{h}\subset J^{h}(T, \rho)$ est $\rho$ -projetable notons $R^{\prime h+l}=J^{h+l}V\cap R^{h+l}$ le noyau de
$\rho$ : $R^{h+l}\rightarrow\rho^{-1}(R^{\prime\prime h+l})$ pour tout $1\geqq 0$ ; on a

RROPOSITION 2.2. Si $R^{h}\subset J^{h}(T, \rho)$ est une \’equation diff\’erentielle $\rho$ -projetable,
alors $R^{\prime\prime h+l+1}\subset(R^{\prime\prime h+l})^{+1}$ et $R^{\prime h+l}=(R^{\prime h})^{+l}$ Pour tout $l\geqq 0$ .

PREUVE. $R^{\prime h+l}=J^{h+l}V\cap R^{h+l}=J^{h+l}V\cap J^{l}R^{h}\cap J^{h+l}T=J^{h+l}V\cap J^{l}R^{h}=J^{l}(J^{h}V)$

$\cap J^{h+l}T\cap J^{l}R^{h}=(R^{\prime h})^{+l}$ . De $\pi^{h+l}(R^{h+l+1})\subset R^{h+l}$ et $\rho\circ\pi^{h+l}=\pi^{h+l_{Q}}\rho$ on obtient
$\pi^{h+l}(R^{\prime\prime h+l+1})\subset R^{\nu h+l}$ . On a $\underline{R}_{\rho}^{h+l+1}=\underline{R}^{h+l+1}\cap J^{h+l+1}(T, \rho)_{\rho}$ ; de $R^{h+l+1}=(R^{h+l})^{+1}$

la proposition 2.1 implique $D(\underline{R}_{p}^{h+l+1})\subset T^{*}\otimes R^{h+l}\cap\underline{T^{*}\otimes J^{h+l}(T,\rho)_{\rho}}$ ; par suite
$\rho(\underline{R}_{\rho}^{h+l+1})=\underline{R}^{\prime\prime h+l+1}$ et proposition 2.1 implique que l’op\’erateur $D:J^{h+l+1}T(N)$

$\rightarrow T^{*}(N)\otimes J^{h+l}T(N)$ envoie $R^{\prime\prime h+l+1}$ dans $T^{*}(N)\otimes R^{\prime\prime h+l}$ ; donc, $R^{\prime\prime h+l+1}\subset(R^{\prime\prime h+l})^{+1}$ .
PROPOSITION 2.3. Soit $\rho$ : $M\rightarrow N$ une fibration \‘a fibres connexes et $R^{h}$

$\subset J^{h}(T, \rho)$ une \’equation de Lie formellement int\’egrable; si $R^{\prime h+l}=J^{h+l}V\cap R^{h+l}$

est un fibr\’e vectoriel pour tout $1\geqq 0$, alors $R^{h}$ est $\rho$ -projetable.
PREUVE. Notons $J^{h+l+1}(M, \rho)$ l’espace des jets d’ordre $h+l+1$ inversibles

d’applications de $M$ dans $M$ qui sont $\rho$-projetables; soit $\Gamma_{0}$ le pseudogroupe de
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tous les diff\’eomorphismes locaux de $M$ qui induisent l’identit\’e sur $N;\Gamma_{0}$ laisse
fix\’e les fibres et op\‘ere transitivement sur les fibres de $\rho$ ; on a $J^{h+l+1}V$ ; de
plus, si $a\in\rho^{-1}(a^{\prime})$ l’application but $\beta$ : $J_{a}^{h+l+1}\Gamma_{0}\rightarrow\rho^{-1}(a^{\prime})$ est une fibration; par
suite il existe un ouvert $U\subset\rho^{-1}(a^{\prime})$ de $a$ tel que pour tout $b\in U$ l’on ait un
\’el\’ement $\psi\in P^{h+l+1}\cap J^{h+l+1}\Gamma_{0}$ de but $b$ o\‘u $P^{h+l+1}$ est la forme finie associ\’ee \‘a
l’\’equation de Lie $R^{h+l+1}$ . Comme la fibre $\rho^{-1}(a^{\prime})$ est connexe, pour tout $a,$

$b$

dans $\rho^{-1}(a^{\prime})$ il existe donc $\psi\in P^{h+l+1}\cap J^{h+l+1}\Gamma_{0}$ de source $a$ et but $b$ . L’iso-
morphisme lin\’eaire $\psi:J_{a}^{h+l}(T, \rho)\rightarrow J_{b}^{h+l}(T, \rho)$ est tel que $\rho^{\circ}\psi=\rho$ et $\psi(R_{a}^{h+l})$

$=R_{b}^{h+l}$ ; donc $\rho(R_{a}^{h+l})=\rho(R_{b}^{h+l})$ ; comme $R^{\prime\hslash+l}$ est un fibr\’e vectoriel, la dimension
de $\rho(R_{a}^{h+l})$ est ind\’ependante de $a$ ; d’o\‘u l’existence d’un sous-fibr\’e vectoriel
$R^{\prime\prime h+l}\subset J^{h+l}T(N)$ avec $R_{a}^{\prime\prime_{h+l}},=\rho(R_{a}^{h+l})$ si $a^{\prime}\in N,$ $a\in M$ avec $\rho(a)=a^{\prime}$ ; ainsi $R^{h}$

est $\rho$ -projetable.
COROLLAIRE 2.1. Soit $\rho:M\rightarrow N$ une fibration invariante par un Pseudogroupe

infinit\’esimal de Lie $X$ d’ordre $h$ sur $M$ ; si $R^{\prime h+l}=J^{\hslash+l}V\cap J^{h+l}\mathcal{L}$ est un fibr\’e
vectoriel pOur tout $l\geqq 0$ , alors l’\’equation diff\’erentielle $j^{\hslash}\mathcal{L}$ est $\rho$ -projetable.

PREUVE. Posons $R^{\hslash}=J^{h}\mathcal{L}$ ; alors $R^{h+l}=J^{\hslash+l}\mathcal{L}$ pour tout $l\geqq 0$ . On pourra
appliquer la proposition pr\’ec\’edente pour obtenir le r\’esultat; comme $R^{h}$ est
l’\’equation de d\’efinition d’un pseudogroupe nous donnerons une autre d\’emon-
stration pour arriver au m\^eme r\’esultat. Soient $s_{1},$ $s_{2},$

$\cdots$ , $s_{r}$ des sections de $\mathcal{L}$

au voisinage ouvert $U\subset M$ d’un point $a\in\rho^{-1}(a^{\prime})$ telles que $j_{x}^{h+l}s_{1},$ $\cdots$ , $j_{x}^{h+l}s_{r}$ est
une base de $J_{x}^{h+l}\mathcal{L}$ pour tout $x\in U$. L’ensemble $j_{a^{l}}^{h+l}\rho(s_{1}),$ $\cdots$ , $j_{a^{\prime}}^{h+l}\rho(s_{r})$ est un
syst\‘eme des g\’en\’erateurs de $\rho(J_{x}^{h+l}\mathcal{L})$ pour tout $x\in U\cap\rho^{-1}(a^{\prime})$ ; de plus, l’ensem-
ble des $x\in\rho^{-1}(a^{\prime})$ tels que $\rho(J_{x}^{h+l}\mathcal{L})$ est un certain sous-espace de $J_{a^{\prime}}^{h+l}T(N)$ ,

est un ouvert de $\rho^{-1}(a^{\prime})$ ; par suite le compl\’ementaire dans $\rho^{-1}(a^{\prime})$ de cet
ensemble est la r\’eunion d’ensembles ouverts; la fibre $\rho^{-1}(a^{\prime})$ \’etant connexe
on obtient $\rho(J_{a}^{h+l}\mathcal{L})=\rho(J_{x}^{h+l}\mathcal{L})pourtoutX\in\rho^{-1}(a^{\prime})$ . $AinsiJ^{h}Xest\rho$-projetable.

COROLLAIRE 2.2. SuPposons $M$ et les fibres de $\rho:M\rightarrow N$ connexes. Soit $\mathcal{L}$

un pseudogroupe infinit\’esimal de Lie $\mathcal{L}$ d’ordre $h$ sur $M$, transitif et laissant $\rho$

invariant; alors $J^{\hslash}\mathcal{L}$ est $\rho$ -projetable.
PREUVE. Comme $M$ est connexe et $R^{h+l+1}$ est une \’equation de Lie transitive,

pour tous $a$ et $b$ dans $M$ il exists un $\psi\in J^{h+l+1}(M, \rho)$ de source $a$ et but $b$ tel
que $\psi(R_{a}^{h+l})=R_{b}^{h+l}$ et $\psi(J_{a}^{h+l}V)=J_{b}^{h+l}V$ ; par suite $R^{\prime h+l}$ est un fibr\’e vectoriel
pour tout $l\geqq 0$ ; les fibres de $\rho$ \’etant connexe on obtient d’apr\‘es la proposition 2.3
le r\’esultat.

3. Soit $R^{\hslash}\subset J^{h}(T, \rho)$ une \’equation diff\’erentielle telle que pour tout $l\geqq 0$ ,
$R^{h+l}$ et $R^{\prime h+l}=J^{h+l}V\cap R^{h+l}$ soient des fibr\’es vectoriels. Si $m\geqq h$ on note $R_{\iota^{m}}^{\prime}$

le sous-fibr\’e $\pi^{m}(R^{\prime m+l})$ de $J^{m}T$ \‘a fibre variable et on obtient une suite d\’ecrois-
sante de sous-fibr\’e \‘a filbre variable de $J^{m}T$ :

$ J^{m}T\supset R^{\prime m}\supset R_{1}^{\prime m}\supset$ $\supset R_{\iota^{m}}^{\prime}\supset\cdots$
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avec $R^{\prime m}=R_{0}^{\prime m}$ .
LEMME 3.1. Soit $R^{h}\subset J^{h}(T, \rho)$ une \’equation diff\’erentielle telle que pour

tout $m\geqq h,$ $R^{m}$ soit un fibr\’e vectoriel. Supposons que $R_{\iota^{m}}^{\prime}$ soit un fibr\’e vectoriel
pour tous $l\geqq 0$ et $m\geqq h$ ; alors il existe des entiers $m_{0}\geqq h,$ $l_{0}\geqq 0$ tels que

(1) l’\’equation $R_{\iota_{0}^{m_{0}}}^{\prime}$ est formellement int\’egrable.
(2) $(R_{\iota_{0}^{m_{0}}}^{\prime})^{+l}=R_{\iota_{0}^{m0+l}}^{\prime}$ pour tout $l\geqq 0$ .
(3) $R_{\iota_{0}^{m_{0}+l}}^{\prime}=\pi(R^{\prime\infty})$ o\‘u $R^{\prime\infty}=\lim_{l}R^{\prime h+l}$ .
PREUVE. La projection $\pi^{m}$ ; $J^{m+1}T\rightarrow J^{m}T$ induit une application $\pi^{m}$ ; $R_{\iota^{m+1}}^{\prime}$

$\rightarrow R_{\iota^{m}}^{\prime}$ de rang constant dont le noyau sera not\’e $g_{l}^{m}$ ; on a alors une suite
d\’ecroissante des fibr\’es vectoriels,

(1) $ S^{m}T^{*}\otimes T\supset g_{0}^{m}\supset g_{1}^{m}\supset$ $\supset g_{l}^{m}\supset\ldots$

pour $m\geqq h$ . Pour tous $1\geqq 0$ et $m\geqq h$ on a $R_{\iota^{m+1}}^{\prime}\subset(R_{\iota^{m}}^{\prime})^{+1}$ ; en effet, d’apr\‘es la
proposition 2.2 le r\’esultat est v\’erifi\’e pour $1=0$ et $m\geqq h$ ; d’autre part, $R_{\iota^{m+1}}^{\prime}$

$=\pi^{m+1}(R^{\prime m+l+1})\subset\pi^{m+1}((R^{\prime m+l})^{+1})\subset(\pi^{m}(R^{\prime m+l}))^{+1}=(R_{\iota^{m}}^{\prime})^{+1}$ . Comme $(g_{l}^{m})^{+1}$ est le
noyau de $\pi^{m}$ ; $(R_{\iota^{m}}^{\prime})^{+1}\rightarrow R_{\iota^{m}}^{\prime}$ on obtient $g_{\iota}^{m+1}\subset(g_{l}^{m})^{+1}$ ; d’apr\‘es un raisonnement
noetherien on obtient pour tout $x\in M$ un entier $l_{0}(x)\geqq 0$ tel que $g_{l(x)}^{m}=g_{l_{0}(x)}^{m}$ pour
tous $m\geqq h$ et $l\geqq l_{0}(x)$ ; la suite (1) des fibr\’es vectoriels \’etant stationnaire et $M$

connexe on obtient l’existence d’un entier $l_{1}\geqq 0$ tel que $g_{l}^{m}=g_{l_{1}}^{m}$ pour tous $m\geqq h$

et $l\geqq l_{1}$ . Consid\’erons l’entier $l_{0}\geqq l_{1}$ tel que $R_{l_{0}^{h}}^{\prime}=R_{\iota^{h}}^{\prime}$ pour $l\geqq l_{0}$ ; par r\’ecurrence
sur $m$ on d\’emontre l’\’egalit\’e $R_{\iota_{0}^{m}}^{\prime}=R_{\iota^{m}}^{\prime}$ pour tous $m\geqq h,$ $l\geqq l_{0}$ ; posons $S^{m}=\bigcap_{l\geqq 0}R_{l}^{\prime m}$

pour $m\geqq h$ ; alors $S^{m}=R_{\iota_{0}^{m}}^{\prime},$ $\pi^{m}(S^{m+1})=S^{m}$ et $S^{m+1}\subset(S^{m})^{+1}$ ; on d\’eduit d’apr\‘es le
th\’eor\‘eme de prolongement de Cartan-Kuranishi l’existence d’un entier $m_{0}\geqq h$

tel que $S^{m+1}=(S^{m})^{+1}$ pour $m\geqq m_{0}$ et $S^{m_{0}}$ involutif; par r\’ecurrence sur $l$ on
d\’emontre que $S^{m_{0}+l}=(S^{m_{0}})^{+l}$ ; comme $S^{m_{0}}=R_{\iota_{0}^{m_{0}}}^{\prime}$ , on obtient le r\’esultat cherch\’e.

THEOREME 3.1. Soient $\rho$ : $M\rightarrow N$ une fibration analytique \‘a fibres connexes
et $R^{h}\subset J^{h}(T, \rho)$ une equation diff\’erentielle analytique, formellement int\’egrable
telle que $R_{\iota^{m}}^{\prime}$ est un fibr\’e vecto riel pour tous $m\geqq h$ et $l\geqq 0$ ; si $\mathcal{L}$ est le faisceau
des solutions analytiques de $R^{\hslash}$ , on a

(1) la fibration $\rho$ : $M\rightarrow N$ est invariante par $\mathcal{L}$ .
(2) le noyau $\mathcal{L}_{0}$ de $\mathcal{L}$ par raPport \‘a $\rho$ est un Pseudogroupe infinit\’esimal de

Lie sur $M$.
PREUVE. On a $R^{m}=J^{m}X$ pour tout $m\geqq h$ ; d’apr\‘es la proposition 2.2

l’\’equation diff\’erentielle $R^{\hslash}$ est $\rho$ -projetable; par suite $\rho$ est invariante par $\mathcal{L}$ ;
d’autre part $J^{m}\mathcal{L}_{0}\subset R^{\prime m}$ pour $m\geqq h$ ; \‘a fortiori $J^{m_{0}}\mathcal{L}_{0}\subset R_{l_{0}}^{\prime m_{0}}$ , les entiers $m_{0},$ $l_{0}$

\’etant obtenus d’apr\‘es le lemme 3.1; de $R_{\iota_{0}^{m_{0}}}^{\prime}\subset R^{\prime m_{0}}\subset R^{m_{0}}$ on obtient que $\mathcal{L}_{0}$ est
le faisceau des solutions de l’\’equation diff\’erentielie formellement int\’egrable
$R_{l_{0}^{m_{0}}}^{\prime}$ ; ainsi $\mathcal{L}_{0}$ est un pseudogroupe infinit\’esimal de Lie.

COROLLAIRE 3.1. Soit $\rho$ : $M\rightarrow N$ une fibration analytique invariante par un
pseudOgrOupe infinitesimal de Lie $\mathcal{L}$ sur $M$, d’ordre $h$ et analytique; si $R_{\iota^{m}}^{\prime}$ est
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un fibr\’e vectoriel pour tous $m\geqq h$ et $l\geqq 0$ , alors le noyau $\mathcal{L}_{0}$ de $\mathcal{L}$ par rapport
\‘a $\rho$ , est un pseud0gr0upe infinit\’esimal de Lie sur $M$.

PREUVE. Il suffit d’appliquer le th\’eor\‘eme 3.1 \‘a l’\’equation diff\’erentielle
$R^{h}=J^{h}\mathcal{L}$ .

COROLLAIRE 3.2 [5]. Soit $\rho$ : $M\rightarrow N$ une fibration analytique invariante par
un pseudogroupe infinit\’esimal de Lie $\mathcal{L}$ sur $M$, d’ordre $h$ , analytique et transitif;
si $M$ est connexe, alors le noyau de $\mathcal{L}$ par rapport \‘a $\rho$ est un peudogroupe
infinit\’esimal de Lie sur $M$.

En effect, la vari\’et\’e $M$ \’etant connexe et $\mathcal{L}$ transitif l’ensemble $R_{\iota^{m}}^{\prime}$ est un
fibr\’e vectoriel sur $M$ pour tous $m\geqq h$ et $1\geqq 0$ ; d’o\‘u le r\’esultat.

THEOREME 3.2. Soit $\rho$ : $M\rightarrow N$ une fibration analytique invariante par un
pseudogroupe infinit\’esimal de Lie $\mathcal{L}$ sur $M$, d’ordre $h$ , analytique. SuppOsOns
que le normalisateur de $\mathcal{L}$ dans $\underline{T(M}$) soit transitif sur $M$ et laisse $\rho$ invariant;

alors le noyau $\mathcal{L}_{0},$ de $\mathcal{L}$ par rapport \‘a $\rho$ , est un pseudogroupe infinit\’esimal de
Lie; de plus son normalisateur est transitif sur $M$.

PREUVE. $\Gamma$ \’etant le pseudogroupe des diff\’eomorphismes locaux associ\’e au
normalisateur de $\mathcal{L}$ , soit $ f\in\Gamma$ avec $f(a)=b$ ; l’isomorphisme $f^{h+l}$ : $J_{a}^{h+l}T\rightarrow J\#^{+l}T_{r}$

$f^{h+l}(j_{a}^{h+l}X)=jl^{+l}f_{*}X$ envoie $J_{a}^{\hslash+l}(T, \rho)$ sur $J_{b}^{h+l}(T, \rho)$ ; de plus $f^{h+l}(J_{a}^{h+l}V)$

$=J_{b}^{h+l}V$ et $f^{h+l}(J_{a}^{h+l}\mathcal{L})=J_{b}^{h+l}\mathcal{L}$ pour tout $1\geqq 0$ ; par suite $f^{h+l}(R_{a^{h+l}}^{\prime})=R_{b}^{\prime h+l}$ ; aussi
$f^{m}(R_{\iota_{a}^{m}}^{\prime},)=R_{\iota^{m_{b}}}^{\prime}$. car $f^{m}(R_{\iota_{a}^{m}}^{\prime},)=f^{m}(\pi^{m}(R_{a}^{\prime m+l}))=\pi^{m}(f^{m+l}(R_{a^{m+l}}^{\prime}))=\pi^{m}(R_{b^{m+l}}^{\prime})=R_{\iota^{m_{b}}}^{\prime},$ ; d’o\‘u

$R_{\iota^{m}}^{\prime}$ est un fibr\’e vectoriel pour tous $1\geqq 0$ et $m\geqq h$ ; le r\’esultat d\’ecoule donc du
th\’eor\‘eme 3.1.

4. Soit $R^{h}\subset J^{h}(T, \rho)$ une \’equation de Lie formellement int\’egrable telle
que $R^{\prime m}=J^{m}V\cap R^{m}$ et $R_{\iota^{m}}^{\prime}$ soient des fibr\’es vectoriels pour tous $m\geqq h$ et $l\geqq 0$ .
D’apr\‘es la proposition 2.3 l’\’equation $R^{h}$ est $\rho$ -projetable; par suite il existe une
famille $\{R^{\prime\prime m}\}_{m\geqq h}$ des \’equations de Lie $R^{\prime\prime m}\subset J^{m}T(N)$ telle que,

$\rho(R_{a}^{m})=R_{\beta(a)}^{\prime\prime m}$ pour tout $a\in M$ ,

$R^{rm+1}\subset(R^{rm})^{+1}$ , $\pi^{m}(R^{rm+1})=R^{nm}$

et
$\rho$ : $\underline{R}_{\rho}^{m}\rightarrow\underline{R}^{\nu m}$ surjectif pour tout $m\geqq h$ .

D’apr\‘es le th\’eor\‘eme de Cartan-Kuranishi il existe un entier $h_{1}\geqq h$ tel que $R^{\prime\prime h_{1}}$

soit formellement int\’egrable et $R^{\prime\prime h_{1}+l}=(R^{\prime\hslash_{1}})^{+l}$ pour $l\geqq 0$ . Soit $\xi:U\rightarrow T(N)$

une solution de $R^{rh_{1}}$ d\’efinie au voisinage $U$ de $y\in N$ ; comme $R^{\prime\prime m+1}=(R^{\prime\prime m})^{+1}$

pour $m\geqq h_{1},$ la section $\xi$ est une solution de $R^{\prime\prime m}$ pour tout $m\geqq h_{1}$ . Soit $K_{a}^{m}$

l’ensemble des $m$-iets $X^{m}\in R_{a}^{m}$ tels que $\rho(X^{m})=j_{\beta(a)}^{m}\xi$ , avec $a\in\rho^{-1}(U)=W$ ;
l’\’equation $R^{h}$ \’etant $\rho$ -projetable l’ensemble $K_{a}^{m}$ n’est pas vide; posons $K^{m}$

$=UK_{a}^{m}a\in W$ ; l’ensemble $K^{m}$ est un fibr\’e affine de base $W$ model\’e sur le fibr\’e
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vectoriel $R^{\prime m}|_{W}$ , restriction de $R^{\prime m}$ \‘a $W$ ; de plus $\pi^{m}(K^{m+1})\subset K^{m}$ et $K^{m+1}\subset(K^{m})^{(1)}$

pour tout $m\geqq h_{1}$ et $l\geqq 0$ ; posons $K_{l}^{m}=\pi^{m}(K^{m+l})$ pour tous $m\geqq h_{1}$ et $l\geqq 0$ on
obtient que $K_{l}^{m}$ est un Pbr\’e affine de base $W$ model\’e sur le fibr\’e vectoriel
$R_{\iota^{m}}^{\prime}|_{W}$ ; de plus, $K_{l+1}^{m}\subset K_{l}^{m}$ et $K_{l}^{m+1}\subset(K_{l}^{m})^{+1}$ pour tous $l\geqq 0$ et $m\geqq k_{1}$ . D’apr\‘es un
raisonnement utilis\’e au paragraphe 3, il existe un entier $l_{0}\geqq l$ tel que $K_{\iota_{0}}^{m}=K_{l}^{m}$

pour tous $m\geqq h_{1}$ et $l\geqq l_{0}$ ; de $K_{l_{0}}^{m+1}\subset(K_{l_{0}}^{m})^{+1}$ et $\pi^{m}(K_{\iota_{0}}^{m+1})=K_{l_{0}}^{m}$ pour tout $m\geqq h_{1}$ ,

on a l’existence d’un entier $m_{1}\geqq h_{1}$ tel que $K_{l_{0}}^{m_{1}}$ soit formellement int\’egrable et
$(K_{l_{0}}^{m_{1}})^{+l}=K_{l_{0}}^{m_{1}+l}$ pour tout $l\geqq 0$ ; soit $x\in\rho^{-1}(y)$ et $\eta$ une solution de l’\’equation
diff\’erentielle non-lin\’eaire $K_{l_{0}}^{m_{1}}$ d\’efinie au voisinage de $x$ ; de $(K_{l_{0}}^{m_{1}})^{+l}=K_{l_{0}}^{m_{1}+l}$ , le

$champ.des\infty$ vecteurs $\eta$ est une solution de $K_{l_{0}}^{m_{1}+l}$ pour tout $1\geqq 0$ ; par construction
on a $]_{y}\rho(\eta)=j_{y}^{\infty}\xi$ , ainsi,

THEOREME 4.1. Soit $\rho$ : $M\rightarrow N$ une fibration analytique et $R^{\hslash}\subset J^{h}(T, \rho)$ une
\’equation de Lie formellement intigrable analytique. SuppOsOns que $R_{\iota^{m}}^{\prime}$ est un
fibr\’e vectoriel pour tous $l\geqq 0$ et $m\geqq h$ ; alors il existe une \’equation de Lie $R$ “ $h_{1}$

$\subset J^{\hslash_{1}}T(N)$ formellement intigrable telle que,
(1) $\rho(R_{a}^{m})=R_{\rho(a)}^{\prime\prime m}$ pour tous $m\geqq h_{1}\geqq h,$ $a\in M$.
(2) tout germe de champ de vecteurs en $\rho(a)$ solution de $R^{nh_{1}}$ est l’image

par $\rho$ d’un germe en a d’un champ de vecteurs $\rho$ -projetable solution de $R^{\hslash}$ .
COROLLAIRE 4.1. Soit $\rho$ : $M\rightarrow N$ une fibration analytique invariante par un

Pseudogroupe infinit\’esimal $\mathcal{L}$ analytique d’ordre $h$ , sur la varie $ti$ M. SuPposons
que $R_{\iota^{m}}^{\prime}$ est un fibr\’e vectoriel Pour tous $m\geqq h,$ $l\geqq 0$ ; alors la projection $\mathcal{L}^{\prime}$ de
$\mathcal{L}$ par $\rho$ sur $N$ est un Pseudogroupe infinit\’esimal de Lie

PREUVE. D’apr\‘es la proposition 2.3 l’\’equation de Lie $R^{h}=J^{h}\mathcal{L}$ est $\rho$ -proje-
table; on a $R^{\prime\prime m}=J^{m}\mathcal{L}^{\prime}$ avec $R_{\rho(a)}^{\prime\prime m}=\rho(R_{a}^{m})$ pour tous $a\in M$ et $m\geqq h$ ; la partie
(2) du th\’eor\‘eme 4.1 implique $\mathcal{L}^{\prime}$ le faisceau de toutes les solutions de l’\’equation
formellement int\’egrable $R^{\prime\prime\hslash_{1}}$ donn\’e par le th\’eor\‘eme 4.1. Par suite $\mathcal{L}^{\prime}$ est un
pseudogroupe infinit\’esimal de Lie.

COROLLAIRE 4.2 [6]. Soit $\rho:M\rightarrow N$ une fibration analytique invariante
par un Pseudogroupe infinit\’esimal de Lie $\mathcal{L}$ analytique, transitif, d’ordre $h$ , sur
la vari\’et\’e M. Si $M$ est connexe, alors la projection $\mathcal{L}^{\prime}$ de $\mathcal{L}$ par $\rho$ sur $N$ est
un pseudogroupe infinit\’esimal de Lie.
En effect, la vari\’et\’e $M$ \’etant connexe et $\mathcal{L}$ transitif, $R_{\iota^{m}}^{f}$ est un fibre vectoriel
pour tous $1\geqq 0$ , et $m\geqq h$ ; d’o\‘u le r\’esultat, d’apr\‘es le corollaire 4.1.

COROLLAIRE 4.3. Soit $\rho$ : $M\rightarrow N$ une fibration analytique invariante par
un pseudogroupe infinit\’esimal de Lie $\mathcal{L}$ analytique, d’ordre $h$ sur la vari\’et\’e
connexe $M$. Supposons que le normalisateur de $\mathcal{L}$ dans $\underline{T(M)}$ est transitif et
laisse la fibration $\rho$ invariante; alors la projection $\mathcal{L}^{\prime}$ de $\mathcal{L}$ sur $N$ par $\rho$ est
un pseudogroupe infinit\’esimal de Lie.

PREUVE. Utilisant la d\’emonstration du th\’eor\‘eme 3.2 on a $R_{\iota^{m}}^{\prime}$ fibr\’e vecto-
riel pour tous $m\geqq h$ et $l\geqq 0$ ; notre r\’esultat d\’ecoule donc du corollaire 4.1.
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