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I. Einleitung und Bezeichnungen.

In der vorliegenden Arbeit besch\"aftigen wir uns im zweiten Teil (Kap.

V und VI) mit einem von Serrin und Prodi (f\"ur eine zusammenh\"angende
Darstellung $s$ . $[5]$ ) behandelten Problem. Diese Autoren bewiesen, daB es f\"ur
$n=2,3,4$ genau eine schwache L\"osung der instation\"aren Navier-Stokesschen
Gleichungen

$u^{\prime}-\nu\Delta u+u\cdot\nabla u+\nabla p=0$ ,

$\nabla\cdot u=0$

$u|\partial\Omega=0$ , $ u(0)=\varphi$

\"uber einem zylindrischen Gebiet $(0, T)\times\Omega\subset R^{n+1}$ gibt, die zus\"atzlich
$u^{\prime}\in L^{\infty}((O, T),$ $(L^{2}(\Omega))^{n})\cap L^{2}((0, T),$ $(H^{0_{1}}(\Omega))^{n})$ erf\"ullt, sofern nur $\Vert\varphi\Vert_{(H^{2,2(}\Omega))n}$ eine
von $\nu$ abh\"angige Gr\"oBe nicht \"uberschreitet. F\"ur $n=2$ braucht man die letzte
Bedingung nicht ( $s$ . etwa [10]), f\"ur $n=3$ folgt f\"ur die so gewonnene L\"osung
aus bekannten Regularit\"atskriterien ihre Regularit\"at $(s. [4], [11])$ . F\"ur $n=4$

versagen diese Kriterien jedoch gerade, da zwar $u\in C^{0}([0, T], (L^{4}(\Omega))^{4})$

$=C^{0}([0, T], (L^{n}(\Omega))^{n})$ ist, man jedoch $u\in C^{0}([0, T], (L^{4+\epsilon}(\Omega))^{4})$ ben\"otigt (f\"ur
$n=4$ ist hier die in [11] f\"ur Elemente $u\in L^{s}((0, T),$ $(L^{r}(\Omega))^{n})$ eingef\"uhrte

kritischen Gr\"oBe $\frac{n}{r}+\frac{2}{s}=1$ , w\"ahrend man $<1$ ben\"otigt). An dieser Stelle

greift nun ein Satz aus Kap. V ein, der speziell auf den Fall $\frac{n}{r}+\frac{2}{s}=1$

zugeschnitten ist. Dort wird folgendes bewiesen: Falls $u_{\sigma},$
$0\leqq\sigma\leqq 1$ , eine Schar

schwacher L\"osungen zu den Problemen

$P_{\sigma}\left\{\begin{array}{ll}u^{\prime}-\nu\Delta u+ & \cdot\nabla u+\nabla p=\sigma f+(1-\sigma)g,\\\nabla\cdot u=0, & \\u|\partial\Omega=0, & u(0)=\sigma\varphi+(1-\sigma)\psi,\end{array}\right.$

sind, bei denen $u_{0}$ regul\"ar ist und die $u_{\sigma}$ stetig von $\sigma$ in der $L^{\infty}((O, T),$ $(L^{n}(\Omega))^{n})-$



264 W. VON WAHL

Topologie abh\"angen, so sind alle $u_{\sigma}$ regul\"ar. Man beachte, dab hier $r=n$ ,

$ s=\infty$ , also $\frac{n}{r}+\frac{2}{s}=1$ sind. Dieser in allen Dimensionen $n$ g\"ultige Satz hat

zur Voraussetzung, daB die potentialtheoretischen Absch\"atzungen, wie sie
Solonnikov [8] f\"ur das lineare Problem

$u^{\prime}-\nu\Delta u+\nabla p=f$ ,

$\nabla\cdot u=0$ ,

$u|\partial\Omega=0$ , $ u(0)=\varphi$ ,

f\"ur die Dimensionen $n=2,3$ bewiesen hat, in allen Dimensionen gelten. Dies
l\"aBt sich mit ganz \"ahnlichen Methoden wie bei Solonnikov beweisen, doch ist
dem Autor kein explizites Literaturzitat bekannt. Daher wird in dieser
Arbeit ein Beweis gegeben, der–bis auf das Cauchy-Problem–nicht ins
Detail geht, vielmehr nur die Punkte herausstellt, die vom Beweis von Solon-
nikov [8] verschieden sind bzw. mit ihm \"ubereinstimmen. Mit dem erw\"ahnten

Resultat aus Kap. V l\"aBt sich nun der Fall $n=4$ beim eingangs gestellten
Problem behandeln. Verm\"oge der Eindeutigkeit der dort konstruierten sch-
wachen L\"osungen $u$ gelingt der Nachweis, dab die $u_{\sigma}$ stetig von $\sigma$ in der
$L^{\infty}((O, T),$ $(L^{4}(\Omega))^{4})$-Topologie abh\"angen. Dies wird in Kap. VI ausgef\"uhrt.
Zweckm\"aBigerweise ist dabei $g=0,$ $\psi=0$ , so daB $u_{0}=0$ ausf\"allt.

Wenn man in $n\geqq 5$ Dimensionen eine schwache L\"osung der instation\"aren
Navier-Stokesschen Gleichungen hat mit $u^{\prime}\in L^{\infty}((O, T),$ $(L^{2}(\Omega))^{n})\cap L^{2}((0, T)$ ,
$(H^{0_{1,2}}(\Omega))^{n})$ , so l\"aBt sich unser Regularit\"atskriterium aus Kap. V nicht mehr
anwenden, da $u$ nicht einmal mehr in $L^{\infty}((O, T),$ $(L^{n}(\Omega))^{n})$ zu liegen braucht.

Vermutlich l\"aBt sich das in Kap. V bewiesene Regularit\"atsresultat auch
auf den Fall \"ubertragen, daB die $u_{\sigma}$ in der $L^{S}((0, T),$ $(L^{r}(\Omega))^{n})$-Topologie stetig

von $\sigma$ abh\"angen, $\frac{n}{r}+\frac{2}{s}=1$ , doch wird dieses Problem hier nicht untersucht.

Wenn wir wieder voraussetzen, daB die potentialtheoretischen Absch\"at-
zungen von Solonnikov in allen Dimensionen gelten, so l\"aBt sich beweisen,
daB jede schwache L\"osung der instation\"aren bzw. station\"aren Navier-Stokes-
schen Gleichungen eine starke L\"osung ist, $d$ . $h$ . $u_{x_{i}x_{j}},$

$u^{\prime}$ bzw. $u_{x_{i}x_{j}}$ liegen in
einem $L^{p_{1}}((0, T)\times\Omega)$ bzw. $L^{p_{2}}(\Omega)$ mit gewissen von $n$ abh\"angigen Exponenten
$p_{1},$ $p_{2}$ . Da $p_{1},$ $p_{2}$ nahe bei 1 liegen, konnten daraus bisher keine Schl\"usse \"uber

die Frage, ob die Hopfschen L\"osungen auch klassische L\"osungen sind, gezogen
werden. F\"ur instation\"are Gleichungen lautet das Ergebnis folgendermaben:
Sei $u$ eine schwache L\"osung \"uber $(0, T)\times\Omega\subset R^{n+1}$ der Gleichung

$NS\left\{\begin{array}{ll}u^{\prime}-\nu\Delta u+u\cdot\nabla u+\nabla p=f, & \nabla\cdot u=0,\\u|\partial\Omega=0, & \\u(0)=\varphi, & \end{array}\right.$
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so ist $u^{\prime}\in L^{(n+2)/(n+1)}((0, T)$ , $(L^{(n+2)/(n+1)}(\Omega))^{n})$ , $u\in L^{(n+2)/(n+1)}((0, T)$ ,
$(H^{2,(n+2)/(n+1)}(\Omega))^{n}),$ $\nabla p\in L^{(n+2)/(n+1)}((0, T),$ $L^{(n+2)/(n+1)}(\Omega))$ und das System $NS$ ist
im Sinne der Gleichheit von fast \"uberall definierten Funktionen erf\"ullt. Aus
den obigen Eigenschaften von $u$ kann durch Interpolation geschlossen werden,
daB $u\in L^{\infty}((O, T),$ $H^{2/(n+2),(n+2)/(n+1)}(\Omega))^{n})$ ist. F\"ur $n=3$ muB das obige Ergebnis
im wesentlichen Lady\v{z}enskaja [6] zugeschrieben werden, w\"ahrend der von ihr f\"ur
$n=2$ angegebene Exponent nicht korrekt zu sein scheint. ${\rm Im}$ station\"aren Fall ist

der Exponent $\frac{n+2}{n+1}$ durch den gr\"oBeren $\frac{n}{n-1}$ zu ersetzen. Bei diesen Re-

sultaten muB nat\"urlich vorausgesetzt werden, daB $f,$
$\varphi$ in entsprechenden $L^{p}-$

R\"aumen liegen.
Wir f\"uhren einige Bezeichnungen ein. $\Omega$ sei eine beschr\"ankte offene

Menge des $R^{n}$ . $H^{k,p}(\Omega),$ $H^{0_{k,p}}(\Omega),$ $k\in N,$ $p\geqq 1$ , sind die \"ublichen Sobolevr\"aume
zum Exponenten $p$ . Von $\Omega$ setzen wir voraus, daB $\partial\Omega$ von der Klasse $C^{3}$ ist
und $\Omega$ lokal auf einer Seite von $\partial\Omega$ liegt. Sei $D$ die Menge der $(C_{0}^{\infty}(\Omega))^{n}-$

Vektorfelder $\psi$ mit $\nabla\cdot\psi=0$ . Der AbschluB von $D$ in der $(L^{2}(\Omega))^{n}$-Norm heiBt
$H$, der AbschluB von $D$ in der $(H’ 2(\Omega))^{n}$-Norm heiBt V. $V^{\prime}$ ist die Dualisie-
rung von $V$ bez\"uglich des $(L^{2}(\Omega))^{n}$-Skalarprodukts. Bei einem Banachraum $X$

sind $L^{p}((0, T),$ $X$), $ 1\leqq p\leqq\infty$ , und $C^{k}([0, T], X)$ , $k\in N\cup\{0\}$ , die \"ublichen

R\"aume meBbarer, bzw. stetiger, bzw. k-mal stetig differenzierbarer Abbildungen
von $(0, T)$ bzw. $[0, T]$ in $X$.

Endlich ist $\hat{H}^{1.p}(\Omega)=\{f|f\in L_{1oc}^{p}(\Omega), \nabla f\in L^{p}(\Omega)\}$ , versehen mit der Halbnorm

$(\int_{\Omega}|\nabla f(x)|^{p}dx)^{1/p}$

II. Absch\"atzung der Nichtlinearit\"at.

DEFINITION II. 1. Sei $u,\tilde{u}\in(L^{1}(\Omega))^{n},$ $\nabla u\in(L_{1}(\Omega))^{n^{2}}$ . Dann ist $\tilde{u}\cdot\nabla u$ der
fast \"uberall in $\Omega$ erkl\"arte Vektor mit den Komponenten

$\sum_{i\Rightarrow 1}^{n}\hat{\text{{\it \^{u}}}}_{i}\frac{\partial u^{\lambda}}{\partial x_{i}}$ $1\leqq\lambda\leqq n$ .

HILFSSATZ II. 2. Sei $T>0$ . Sei $u\in L^{2}((0, T),$ $(H^{1.2}(\Omega))^{n})\cap L^{2}((0, T),$ $(L^{2}(\Omega))^{n})$ .
Dann ist

$u\cdot\nabla u\in L^{(n+2)/(n+1)}((0, T),$ $L^{(n+2)/(n+1)}(\Omega))$ .

BEWEIS. Sei
$\rho=1-\frac{2}{2+\frac{4}{n}}$

. Wir haben

$|u\cdot\nabla u|\leqq c(\rho, n)(|\nabla u|^{2-\rho}+|u|^{(2-\rho)/(1-\rho)})$ ,

$\Vert u\Vert f_{L(\Omega))}^{q^{\prime}n}\leqq c(n, \Omega)\Vert u\Vert \mathscr{H}^{\prime}\iota,2(\Omega))n$ . $\Vert u\Vert_{\alpha^{\overline{g}^{z}}}^{(1}A?)^{n}$ ,
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$\Vert\nabla u\Vert f_{L(\Omega))}^{\prime\prime}qn\leqq\Vert u\Vert_{(H^{1.2}(\Omega))^{n}}^{2}$ ,
wobei

$q^{\prime}\cdot a=2$ ,

$q^{\prime}=\frac{n+22-\rho}{n+11-\rho}$ , $q^{\prime\prime}=\frac{n+2}{n+1}\cdot(2-\rho)=2$ ,

sind ([2, S. 27]).
F\"ur den station\"aren Fall ben\"otigen wir den
HILFSSATZ II. 3. Sei $u\in(H^{1.2}(\Omega))^{n}$ . Dann ist

$u\cdot\nabla u\in L^{n/(n-1)}(\Omega)$ .
BEWEIS. Es ist

$|u\cdot\nabla u|^{q}\leqq c(n)(|u|^{q\cdot q_{1}}+|\nabla u|^{q\cdot q_{2}})$

mit

$\frac{1}{q\cdot q_{1}}=\frac{1}{2}-\frac{1}{n}$ ,

$\frac{1}{q\cdot q_{2}}=\frac{1}{2}$ , $\frac{1}{q}=1-\frac{1}{n}$ ,

also $q=n/(n-1),$ $q_{1}=2(n-1)/(n-2),$ $q_{2}=2(n-1)/n$ . ${\rm Im}$ Falle $n=2$ w\"ahle man
$q_{1}=q_{2}/(q_{2}-1)$ . Mit [2, S. 27] folgt die Behauptung.

HILFSSATZ II. 4. Sei $p>1,$ $u\in(H^{2,p}(\Omega))^{n}$ . Dann ist

$\Vert u\cdot\nabla u\Vert_{(L(\Omega))}pn\leqq c(p, n, \Omega)\Vert u\Vert_{(H^{2}.p(\Omega))}n(\Vert u\Vert_{(L^{n}(\Omega))}^{2}n+\Vert u\Vert_{(}^{1}l_{n(\Omega))}^{2}n)$ .

BEWEIS. Zun\"achst ist

$|u\cdot\nabla u|\leqq c(n)(|u|^{3}+|u|^{3/2})$ ,

und dann nach [2, S. 27]:

$\Vert u\Vert \mathfrak{j}_{L^{3}p(\Omega))}n\leqq c(p, n, \Omega)\Vert u\Vert_{(H^{2.p(\Omega))}}n\Vert u\Vert_{(Ln(\Omega))}^{2}n$

$\Vert\nabla u\Vert_{(L^{3}p/2(\Omega))}^{3/2}n\leqq c(p, n, \Omega)\Vert u\Vert_{(H^{2},p(\Omega))}n\Vert u\Vert_{(Ln(\Omega))}^{3/2}n$

woraus die Behauptung des Hilfssatzes folgt.

III. Uber die Eindeutigkeit schwacher L\"osungen bei den Stokes’schen
Gleichungen.

Wir ben\"otigen den folgenden Satz:

SATZ III. 1. Sei $p>1,$ $p\neq\frac{3}{2}$ . Sei $\nabla\cdot\overline{\varphi}=0,$
$\varphi$ sei aus $(H^{2,p}(\Omega))^{n}\cap H^{0_{1.p}}(\Omega))^{n}$ ,
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sei $f\in L^{p}((0, T),$ $(L^{p}(\Omega))^{n})$ . Dann gibt es genau ein $u\in L^{p}((0, T),$ $(H^{2.p}(\Omega))^{n})$

$\cap L^{p}((0, T),$ $(H^{0_{1.p}}(\Omega))^{n})$ mit $u^{\prime}\in L^{p}((0, T),$ $(L^{p}(\Omega))^{n})$ und ein $\beta\in L^{p}((0, T)$ ,
$\hat{H}^{1,p}(\Omega))$ mit

$u^{\prime}-\nu\Delta u+\nabla p=f$ ,

$\nabla\cdot u=0$ ,

$u(0)=\tilde{\varphi}$ .

$\nu$ ist hierbei eine positive Konstante. AuBerdem gilt die Abschatzung

$\Vert|(u,\tilde{p})\Vert|_{T}=\int_{0}^{T}\Vert u^{\prime}(t)\Vert_{(L}^{p}p_{(\Omega))}ndt+\int_{0}^{T}n$

$+\int_{0}^{T}\Vert\nabla\beta(t)\Vert_{(L}^{p}p_{(\Omega))}ndt$

$\leqq c(n, \nu, p, \Omega)(\Vert\tilde{\varphi}\Vert f_{H^{2},p(\Omega)\circ n})+\int_{0}^{T}\Vert f(t)\Vert_{(L}^{p}p_{(\Omega))}ndt)$ .

F\"ur $n=2,3$ wurde dies von Solonnikov [8] bewiesen. F\"ur $n\geqq 4$ l\"aBt sich
Satz III. 1 mit denselben Methoden nachweisen, die in Anlehnung an [7],
Kap. IV entwickelt wurden. Da dem Autor jedoch keine explizite Literatur-
angabe hierzu bekannt ist, geben wir einen Beweis, der–bis auf das Cauchy-
Problem–nicht ins Detail geht, sondern die Punkte hervorhebt, die vom
Beweis von Solonnikov [8] verschieden sind bzw. mit ihm \"ubereinstimmen.

Sei $L^{2}(\Omega)=H\oplus I$ die Zerlegung in den AbschluB $H$ der divergenzfreien
$C_{0}^{\infty}(\Omega)$-Vektorfelder bez\"uglich der $L^{2}(\Omega)$-Norm und in $I=\{\nabla\tilde{f}|f\in L_{1oc}^{2}(\Omega)$ ,
$\nabla\tilde{f}\in(L^{2}(\Omega))^{n}\}$ . Sei $P$ der Projektor auf $H$. Wie im Beweis von Satz III. 5
unabh\"angig von diesen Er\"orterungen bewiesen wird, ist $-\nu P\Delta$ ein positiver
selbstadjungierter Operator mit Definitionsbereich $(H^{2,2}(\Omega))^{n}\cap(H^{0_{1.2}}(\Omega))^{n}$

$\cap\{\psi|\psi\in(H^{1}(\Omega))^{n}, \nabla\cdot\psi=0\}$ . Wir bemerken hierzu, daB der Beweis auch im
Fall unbeschrankter $\Omega$ g\"ultig bleibt.

BEWEIS. 1. Das Cauchy-Problem, $d$ . $h$ . $\Omega=R^{n}$ . Sei $Pf(t)=f(t)$ f\"ur fast alle
$t\in(O, T)$ . Sei

$f\in C^{1}([0, T], D(-\nu P\Delta))$ ,

$\varphi\in D((-\nu P\Delta)^{2})$ .
Bekanntlich ist

$u(t)=e^{-t(-\nu P\Delta)}\varphi+\int_{0}^{t}e^{-(t- S)(-\nu P\Delta)}Pf(s)ds$

Losung der Differentialgleichung

$u^{\prime}-\nu P\Delta u=f$ , $ u(0)=\varphi$
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mit $u(\cdot)\in C^{0}([0, T], D((-P\Delta)^{2})),$ $u^{\prime}(\cdot)\in C^{0}([0, T], D(-P\Delta))$ . Somit ist $-\nu\Delta u(t)$

$+\nabla p(t)=-u^{\prime}(t)+f(t)$ . F\"ur jedes $t\in[0, T]$ ist dies ein lineares elliptisches
System gem\"aB [1] ( $s$ . $[4$ , S. 308]), auf das wir Theorem 10.5 in [1] anwenden
k\"onnen. Wegen $u^{\prime}(t)+f(t)\in H^{1.2}(R^{n})$ folgt: $u(t)\in H^{3.2}(R^{n})$ . Da $\nabla\cdot\Delta u(t)=0$ ist,
ist $\Delta u(t)\in H$. Also ist

$u^{\prime}-\nu\Delta u=f$ , $ u(0)=\varphi$ .

Wir bemerken, daB $\Delta u(t)\in H$ nur gilt, weil wir als zugrundeliegendes Gebiet
$\Omega=R^{n}$ gew\"ahlt haben, $d$ . $h$ . das Cauchy-Problem betrachten. Sei $P$ eine Zahl
$p>1,$ $p\neq 3/2$ . Wir setzen nun voraus, daB

$f\in L^{p}((0, T),$ $(L^{p}(R^{n}))^{n})$ , $\varphi\in(H^{2,p}(R^{n}))^{n}$

ist. Nach Theorem 9.1 in [7, Kap. IV, \S 9], das auch f\"ur $\Omega=R^{n}$ gilt, wie der
Beweis zeigt, folgt jetzt die Absch\"atzung

$\int_{0}^{T}\Vert u^{\prime}(t)\Vert?^{pnn}L(R))dt+\int_{0}^{T}\Vert u(t)\Vert?H^{2},$ $p(R^{nndt}))$

$\leqq c(\nu, p)(\int_{0}^{T}\Vert f(t)\Vert_{(L(R))}^{p}pnndt+\Vert\varphi\Vert_{(H^{2}p(R)))}nn$

Durch Zur\"uckgehen auf das urspr\"ungliche Gleichungssystem folgt:

(III. 1) $\int_{0}^{T}\Vert u^{\prime}(t)\Vert f_{L(R))}^{pnn}dr+\int_{0}^{T}nn$

$+\int_{0}^{T}\Vert\nabla p(t)\Vert\xi^{p_{(R^{n})}}dt$

$\leqq c(\nu, p)(\int_{0}^{T}\Vert f(t)\Vert?^{pnn}L(R))dt+\Vert\varphi\Vert_{(H^{2}p(R^{nn}})))$ .

Nun approximieren wir ein beliebig vorgegebenes $\varphi\in(H^{2,p}(R^{n}))^{n}$ mit $\nabla\cdot\varphi=0$

durch $\varphi_{\nu}\in(C_{0}^{\infty}(R^{n}))^{n}$ mit $\nabla\cdot\varphi_{\nu}=0$ und ein beliebiges $f\in L^{p}((0, T),$ $(L^{p}(\Omega))^{n})$

mit $\nabla\cdot f(t)=0f.\ddot{u}$ . in $(0, T)$ durch Elemente

$f_{\mu}(t)=\beta_{=1}m(t)\varphi\theta N$

mit $\varphi_{\lambda}^{\mu}\in(C_{0}^{\infty}(R^{n}))^{n},$ $\nabla\cdot\varphi_{\lambda}^{\mu}=0,$ $\psi_{\lambda}^{\mu}\in C^{1}([0, T], R)$ .
Die Absch\"atzung (III. 1) liefert dann die Behauptung des Satzes im Fall des
Cauchy-Problems und divergenzfreier \"auBerer Kraft.

Sei $f$ nicht notwendig divergenzfrei. Bekanntlich ist $(L_{p}(R^{n}))^{n}=H_{p}(R^{n}\rangle$

$+\{\nabla f|f\in L_{1oc}^{p}(R^{n}), \nabla\tilde{f}\in(L^{p}(R^{n}))^{n}\}$ , wobei $H_{p}(R^{n})$ der AbschluB der divergenz-
freien $(C_{0}^{\infty}(R^{n}))^{n}$-Vektorfelder in der $(L_{p}(R^{n}))^{n}$-Norm ist. Der Durchschnitt
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von $H_{p}(R^{n})$ und $\{\nabla\tilde{f}|\cdots\}$ ist der Nullvektor und die Projektion $P$ von $(L_{p}(R^{n}))^{n}$

auf $H_{p}(R^{n})$ ist beschr\"ankt. Somit erhalten wir die Behauptung des Satzes
auch im Fall nicht notwendig divergenzfreier $f$.

2. Das gemischte Problem $im$ Halbraum $x_{n}\geqq 0$ . Wir wollen nun den Satz
III. 1 im Fall $\varphi=0,$ $f=0,$ $\Omega=\{x|x_{n}>0\}$ und m\"oglicherweise von Null verschie-
dener Randwerte

$u(t, x_{1}, \cdots , x_{n-1}, O)=b(t, x_{1}, \cdots , x_{n-1})$

untersuchen. Dabei ist $b$ ein hinreichend glatter Vektor mit

$b_{n}=0$ , also $\int_{R^{n-1}}b_{n}(t, x_{1}, \cdots , x_{n-1})dx_{1}\cdots dx_{n-1}=0$ ,

$b(0, x_{1}, \cdots x_{n-1})=0$ .

Bekanntlich ist $M_{n}(x)=\frac{-1}{(n-2)\Omega_{n}}|x|^{-(n-2)}$ die zu $\Delta u=0$ geh\"orige Grundl\"osung.

Dabei ist $\Omega_{n}$ der Fl\"acheninhalt der Oberfl\"ache der Einheitssph\"are des $R^{n}$ .
Setzt man

$\Gamma_{n}(t, x)=(4\pi\nu t)^{-n/2}e^{-|x|^{2}/4t}$ , $t>0$ ,

$\Gamma_{n}(t, x)=0$ , $t<0$ ,

so erh\"alt man bekanntlich die Grundl\"osung von $u_{t}-\nu\Delta u=0$ . Sei wie in [8]

$A(t, x)=\int_{R^{n- 1}}\frac{-\Gamma_{n}(t,y^{\prime},0)}{(n-2)\Omega_{n}|x-y’|^{n-2}}dy^{\prime}=\int_{R^{n-1}}\Gamma_{n}(t, y^{\prime}, 0)M_{n}(x-y^{\prime})dy^{\prime}$

Wenn $b$ f\"ur groBe $|\tilde{x}|,\tilde{x}=(x_{1}, \cdots x_{n-1})$ , hinreichend schnell verschwindet, so
wird durch

$\tilde{u}_{i}(t,\tilde{x}, x_{n})=\sum_{j=1}^{n-1}\int_{0}^{t}(\int_{R^{n-1}}G_{ij}(t-\tau,\tilde{x}-y, x_{n})b_{j}(\tau, y)dy))d\tau$ , $1\leqq i\leqq n$ ,

$\tilde{p}(t,\tilde{x}, x_{n})=-2\nu\sum_{j=1}^{n-1}\frac{\partial^{2}}{\partial x_{n}\partial x_{j}}\int_{R^{n-1}}M_{n}(\tilde{x}-y, x_{n})b_{j}(t, y)dy$

$+4\nu\sum_{j=1}^{n-1}\frac{\partial}{\partial x_{j}}\int_{0}^{t}\frac{d\tau}{\tau}\int_{R^{n-1}}b_{j}(t-\tau, y)A(\tau,\tilde{x}-y, x_{n})dy$ ,

wobei

$G_{ij}(t,\tilde{x}, x_{n})=-2\nu\delta_{ij}\frac{\partial\Gamma_{n}}{\partial x_{n}}(t,\tilde{x}, x_{n})-4\nu\frac{\partial}{\partial x_{j}}\int_{R^{n-1}}dy$

$\times\int_{0}^{x_{n}}\frac{\partial\Gamma_{n}}{\partial\xi}(t, y, \xi)\cdot\frac{\partial}{\partial x_{i}}M_{n}(\tilde{x}-y, x_{n}-\xi)d\xi$
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sind, eine L\"osung von $u_{t}-\nu\Delta u+\nabla p=0,$ $\nabla\cdot u=0,$ $u|\{x_{n}=0\}=b,$ $u(O, x)=0$ gelie-
fert, die f\"ur $t>0,$ $x_{n}>0$ klassisch und, was $\tilde{u}$ betrifft, in $t\geqq 0$ . $x_{n}\geqq 0$ stetig
ist ( $s$ . $[9]$ f\"ur eine n-dimensionale Formulierung der L\"osungsformeln im Falle
$b_{n}=0)$ . Zun\"achst beweist man n\"amlich wie in [8, \S 7 und \S 8], daB in $x_{n}>0$

tats\"achlich

$\tilde{u}_{t}-\nu\Delta a+\nabla\tilde{p}=0$ , $\nabla\cdot\hat{\text{{\it \^{u}}}}=0$

sind. Verm\"oge der Vertr\"aglichkeitsbedingung O-ter Ordnung folgt wie in [8,

S. 51], daB $\tilde{u}$ in $t\geqq 0,$ $x_{n}\geqq 0$ stetig ist und die Rand und Anfangswerte annimmt.
Genau wie in [8, S. 88, 82-86] beweist man, daB $\nabla p$ in jedem $L^{p}(\{t, x)|t>0$ ,
$x_{n}>0\})$ liegt, $p>1$ , und der Absch\"atzung

$\int_{0}^{T}\Vert\nabla p(t)\Vert_{L}^{p_{p_{(\{(t,x)\rceil t>0,x_{n}>0\})}}}dt$

$\leqq c(\nu, n, p)\int_{y\in R^{n-1}}[$$\sum_{|\alpha|\leqq 2,t>0}|D^{\alpha}b(t, y)|^{p}+|\frac{\partial b}{\partial t}(t, y)|^{p}]dtdy$

gen\"ugt1). Da $\tilde{u}$ ein parabolisches System l\"ost, erh\"alt man die Aussage des
Satzes III. 1 im Fall 2 aus [7, IV, \S 9]. Dies ist dasselbe Vorgehen wie in
[8, S. 89]. Insgesamt erh\"alt man die Absch\"atzung

$\int_{0}^{T}\Vert\tilde{u}^{\prime}(t)\Vert_{(L}^{p}p_{(D_{n}))n}+\int_{0}^{T}\Vert\tilde{u}(t)\Vert_{(H^{2},p(D_{n}))n}^{p}+\int_{0}^{T}\Vert\nabla\tilde{p}(t)\Vert_{L(D_{n})}^{p_{p}}dt$

$\leqq c(n, \nu, p)\int_{y\in Rn- 1}[$$\sum_{|\alpha|\leqq 2,t>0}|D^{\alpha}b(t, x)|^{p}+|\frac{\partial b}{\partial t}(t, y)|^{p}]dtdy$ ,

wobei $D_{n}=\{x|x_{n}>0\}$ ist.
Wir betrachten nun noch den Fall, daB $b=0,$ $f=0$ sind, aber $\varphi$ m\"oglicher-

weise nicht verschwindet. Sei $p>1$ . Bekanntlich ist $P$ auch ein beschr\"ankter
Operator von $L^{p}(D_{n})$ in $H_{p}(D_{n})=AbschlieBung$ von $\{\psi|\psi\in(C_{0}^{\infty}(D_{n}))^{n}, \nabla\cdot\psi=0\}$

in der $(L^{p}(D_{n}))^{n}$-Norm und der auf $(H^{2.p}(D_{n}))^{n}\cap(H^{0_{1.p}}(D_{n}))^{n}\cap\{\psi|\psi\in(H^{1.p}(D_{n}))^{n}$ ,
$\nabla\cdot\psi=0\}$ definierte Operator $-\nu P\Delta$ erzeugt eine analytische Halbgruppe in
$H_{p}(D_{n})\langle s$ . $[8, S. 51, 55]^{2)},$ [ $10$ , S. 720-721]), so daB

$\Vert e^{-(-\nu P\Delta)}{}^{t}\varphi\Vert_{(H^{2}\cdot p(D_{n}))n}\leqq c(n, \nu, p)\Vert\varphi\Vert_{(H^{2}p(D_{n}))n}$

ist, $\varphi$ aus dem Definitionsbereich von $-\nu P\Delta$ . Die Einschr\"ankung in der oben

1) Mit Hilfe der zu [8, (101)] und [8, S. 44-45] analogen Umformungen stellt
man aus der angegebenen Formel f\"ur $ p\sim$ die [8, (100)] entsprechende her.

2) Damit f\"uhrt man unser Problem auf den zun\"achst unter 2. behandelten Fall
zur\"uck. Man beachte, $dal3$ f\"ur das Neumann-Problem in [8, S. 55] gilt: $s(O,$ $x_{1},$ $\cdots$ ,
$x_{n-1},0)=0$ , also $\nabla s(0, x_{1}, \cdots , x_{n-1}, x_{n})=0$ in $x_{n}\geqq 0$ .
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zitierten Arbeit [10], daB das zugrunde liegende Gebiet des $R^{n}$ beschr\"ankt
ist, ist nicht n\"otig, da die dort ben\"otigten Absch\"atzungen f\"ur das instation\"are
Problem auch f\"ur $D_{n}$ gelten.

Mit Hilfe des Cauchy-Problems und des Rand-Anfangswertproblems in
einem Halbraum l\"aBt sich in der \"ublichen Weise das allgemeine Problem
behandeln, n\"amlich.

3. Das gemischte Problem \"uber einem zylindrischen Gebiet $(0, T)\times\Omega$ .
Wenn $u,$ $p$ eine L\"osung unseres gemischten Problems ist, so beweist man
zun\"achst wie in [8, S. 55, S. 98-109] die Absch\"atzungen von $u,\tilde{p}$ in der N\"ahe

des Randes von $(0, T)\times\Omega$ , indem man 2. heranzieht $(s. [8], (196))$ . Die
Beweise aus [8] lassen sich genau \"ubertragen, da die erforderlichen Absch\"at-
zungen f\"ur die Hilfsfunktion $s$ (L\"osung eines Neumann Problems f\"ur $x_{n}\geqq 0$)

verm\"oge der linearen elliptischen Theorie auch in $n$ Dimensionen gelten. Die
Absch\"atzungen im Inneren von $(0, T)\times\Omega$ folgen mit Hilfe von 1. ebenfalls
wie in [8, S. 95-98, S. 109], indem man wie in [8, S. 98] das Cauchy-Problem
(181) betrachtet. F\"ur die Hilfsfunktion $s$ gilt das oben Gesagte. –Die Existenz
folgt aus den Absch\"atzungen, indem man mit Hilfe der Halbgruppentheorie
aus [10] das Problem f\"ur $f\in C^{1}([0, T], (L^{p}(\Omega))^{n})$ l\"ost und dann mit Hilfe der
eben bewiesenen Absch\"atzungen das urspr\"ungliche Problem, $d$ . $h$ . $f\in L^{p}((0, T)$ ,
$(L^{p}(\Omega))^{n})$ durch Grenz\"ubergang l\"ost.,

DEFINITION III. 2. $w\in L^{p}((0, T),$ $(H^{0_{1,p}}(\Omega))^{n})$ heiBt schwache L\"osung zum
Exponenten $p>1$ \"uber $(0, T)\times\Omega$ der Gleichung

$w^{\prime}-\nu\Delta w+\nabla\beta=0$ , $\nabla\cdot w=0$

mit dem Anfangswert $\tilde{\varphi}\in(L^{p}(\Omega))^{n},$ $\nabla\cdot\tilde{\varphi}=0$ , wenn $\nabla\cdot w=0$ und

$-\int_{0}^{T}(w, \varphi^{\prime})dt+\nu\int_{0}^{T}(\nabla w, \nabla\varphi)dt=(\tilde{\varphi}, \varphi(0))$

ist f\"ur alle Testvektoren $\varphi\in L^{q}((0, T),$ $(H^{0_{1,q}}(\Omega))^{n})$ mit

$\nabla\cdot\varphi=0$ , $\varphi^{\prime}\in L^{q}((0, T),$ $L^{q}(\Omega))$ , $\varphi(T)=0$ .

Dabei ist $\frac{1}{p}+\frac{1}{q}=1$ .

SATZ III. 3. Sei $w$ schwache Losung zum Exp0nenten $p>1,$ $p\neq 3/2,$ \"uber
$(0, T)\times\Omega$ der Gleichung

$w^{\prime}-\nu\Delta w+\nabla\tilde{p}=0$ , $\nabla\cdot w=0$

mit dem Anfangswert $0$ . Dann ist $w\equiv 0$ .
BEWEIS. Sei $(\psi,\tilde{p})$ das nach Satz III. 1 existierende Element aus

$L^{q}((0, T),$ $(H^{2,q}(\Omega))^{n})\cap L^{q}((0, T),$ $(H^{0_{1.q}}(\Omega))^{n})\times L^{q}((0, T),$ $H^{1,q}(\Omega))$



272 W. VON WAHL

mit
$\psi^{\prime}\in L^{q}((0, T),$ $(L^{q}(\Omega))^{n})$ ,

$\psi^{\prime}(t)-\nu\Delta\psi(t)+\nabla\beta(t)=f(w(T-t))$ ,

$\nabla\cdot\psi=0$ , $\psi(0)=0$ ,

wobei wieder $f=(f^{1}, f^{n})$ ,

$f^{t}(w)=\left\{\begin{array}{l}|w|^{p-1}\frac{w^{l}}{|w|}, w\neq 0,\\0 sonst, 1\leqq l\leqq n,\end{array}\right.$

ist. Sei $p(t\approx, x)=p(T-t, x)$ ,

$\varphi(t, x)=\psi(T-t, x)$ ,

Dann ist
$(t, x)\in(0, T)\times\Omega$ .

$\varphi^{\prime}(t, x)=-\psi^{\prime}(T-t, x)$ ,

$\Delta\varphi(t, x)=\Delta\psi(T-t, x)$ ,

$\nabla\cdot\varphi(T-t, x)=0$ ,

$\nabla p(t\approx, x)=\nabla p(T-t, x)$

und somit
$-\varphi^{\prime}-\nu\Delta\varphi+\nabla\tilde{p}=f(w)$ ,

$\nabla\cdot\varphi=0$ , $\varphi(T)=0$ ,

und $\varphi^{\prime}\in L^{q}((0, T),$ $(L^{q}(\Omega))^{n})$ , $\varphi\in L^{q}((0, T),$ $(H^{2,q}(\Omega))^{n})\cap L^{q}((0, T),$ $(H^{0_{1.q}}(\Omega))^{n})$ .
$\tilde{p}\in L^{q}((0, T),$ $H^{1.q}(\Omega))$ . Somit ist $\varphi$ als Testvektor in der Definition III. 2
zul\"assig. Dies liefert:

$0=\int_{0}^{T}(w, -\varphi^{\prime})dt+\nu\int_{0}^{T}(w, -\Delta\varphi)dt$

$=\int_{0}^{T}(w, f(w)-\nabla p^{\approx})dt$ ,

$=\int_{0}^{T}(w, f(w))dt$ ,

$=\int_{0}^{T}\Vert w(t)\Vert_{(p(\Omega))n}^{p_{L}}dt$ .

Hieraus folgt $w\equiv 0$ .
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Bei der Betrachtung der station\"aren Stokes’schen Gleichungen k\"onnen wir
uns im wesentlichen auf die Formulierung der S\"atze und Hilfss\"atze besch-
r\"anken, da ihre Beweise sich an den instation\"aren Fall anschlieBen.

DEFINITION III. 4. $w\in(H^{0_{1,p}}(\Omega))^{n}$ heiBt schwache L\"osung zum Exponenten
$p>1$ \"uber $\Omega$ der Gleichung

$-\nu\Delta w+\nabla\tilde{p}=0$ , $\nabla\cdot w=0$ ,
wenn

$\nabla\cdot w=0,$ $\nu\int_{\Omega}(\nabla w, \nabla\varphi)dx=0$

ist f\"ur alle Testvektoren $\varphi\in H^{0_{1,q}}(\Omega)$ mit $\nabla\cdot\varphi=0$ . Dabei ist $\frac{1}{p}+\frac{1}{q}=1$ .
Statt Satz III. 1 gilt nun der
SATZ III. 5. Sei $f\in(L^{p}(\Omega))^{n}\cap(L^{2}(\Omega))^{n}$ fiir ein $p>1$ . Dann gibt es genau

ein $u\in(H^{2.p}(\Omega))^{n}\cap(H^{0_{1.p}}(\Omega))^{n}$ und ein $P\in B^{1.p}(\Omega)$ mit

(III. 2) $\left\{\begin{array}{l}-\nu\Delta u+\nabla P=f,\\\nabla\cdot u=0.\end{array}\right.$

BEWEIS. Das System (III. 2) ist elliptisch im Sinne von [1] (siehe [4, S.
308]).

Sei $p=2$ . Aus Theorem 10.5 in [1] folgt, daB f\"ur jedes $u\in(H^{2.2}(\Omega))^{n}$

$\cap(H^{0_{1.2}}(\Omega))^{n}$ und jedes $p$ mit $\nabla\beta\in(L^{2}(\Omega))^{n}$ , die dem System

$-\nu\Delta u+\nabla\beta=f$ , $\nabla\cdot u=0$

gen\"ugen, eine Absch\"atzung

(III. 3) $\Vert u\Vert_{(H^{2,2(\Omega))n}}+\Vert\nabla p\Vert_{L^{2(\Omega)}}\leqq c(\nu, n, \Omega)\Vert f\Vert_{(L^{2(}\Omega))n}$

gilt ( $s$ . $[12]$ , S. 33 und [4], S. 307 oben). Sei $P$ der Projektor auf den Ab-
schluB $H$ von $\{\varphi|\varphi\in(C_{0}^{\infty}(\Omega))^{n}, \nabla\cdot\varphi=0\}$ . $-\nu P\Delta$ ist somit ein auf $D=\{u|$

$u\in(H^{2,2}(\Omega))^{n}\cap(H^{0_{1.2}}(\Omega))^{n},$ $\nabla\cdot u=0$ } erkl\"arter positiver abgeschlossener sym-
metrischer Operator. Wir untersuchen den Wertebereich von $-P\nu\Delta u$ .
$(-\nu P\Delta)^{*}(\nu P\Delta)$ ist selbstadjungiert und $I+(-\nu P\Delta)^{*}(-\nu P\Delta)$ ist beschr\"ankt

invertierbar. Dar\"uberhinaus ist
$\Vert(-\nu P\Delta)(I+(-\nu P\Delta)^{*}(-\nu P\Delta))^{-1}\Vert\leqq 1$

und $(-\nu P\Delta)(I+(-\nu P\Delta)^{*}(-\nu P\Delta))^{-1}$ ist selbstadjungiert und eineindeutig.
Demnach ist
(III. 4) $\overline{R((-\nu P\Delta)(I+(-\nu P\Delta)^{*}(-\nu P\Delta))^{-1})}=H$ ,

so daB zu jedem Element der Form
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(III. 5) $g=(-\nu P\Delta)(I+(-\nu P\Delta)^{*}(-\nu P\Delta))^{-1}f$ ,

$f\in H$, genau ein $u\in D$ mit $-\nu P\Delta u=g$ existiert. Da die $g$ der Form (III. 5)

aber dicht in $H$ liegen, ist $-\nu P\Delta$ mit Definitionsbereich $D$ selbstadjungiert
und $R(-\nu P\Delta)=H,$ $d$ . $h$ . (III. 1) ist f\"ur $p=2$ in der im Satz III. 5 angegebenen
Weise l\"osbar. F\"ur beliebigen Exponenten $p<2$ gilt wieder die (III. 3) entspre-
chende Absch\"atzung ( $s$ . $[12]$ , S. 33 und [4], S. 307). F\"ur $p<2$ folgt unser
Satz dann durch Approximation. F\"ur $p>2$ folgt Satz III. 5 aus Theorem 10.5
in [1], $s$ . auch [4], S. 308.

SATZ III. 6. Sei $w$ schwache Losung zum Exp0nenten $p>1$ uber $\Omega$ der
Gleichung

$-\nu\Delta w+\nabla p=0$ , $\nabla\cdot w=0$ .

Dann ist $w\equiv 0$ .
BEWEIS. F\"ur $p\geqq 2$ ist nichts zu zeigen, f\"ur $1<p<2$ w\"ahle man $\varphi$ als

L\"osung von $-\nu\Delta\varphi+\nabla\tilde{p}=f(w),$ $\nabla\cdot\varphi=0$ .

IV. Die Navier-Stokesschen Gleichungen.

DEFINITION IV. 1. Sei $f\in L^{(n+2)/(n+1)}((0, T),$ $(L^{(n+2)/(n+1)}(\Omega))^{n})$ , $(u,\tilde{p})$ , $\tilde{p}$

$\in \mathfrak{D}^{\prime}(Q_{T})$ , $u\in L^{2}((0, T),$ $H^{0_{1,2}}(\Omega))\cap L^{\infty}((0, T),$ $(L^{2}(\Omega))^{n})$ heiBt schwache L\"osung
schlechthin oder Hopfsche L\"osung des Systems

(IV. 1) $\left\{\begin{array}{l}u^{\prime}-\nu\Delta u+\nabla p+u\cdot\nabla u=f\\\nabla\cdot u=0\\u(0)=\tilde{\varphi}\end{array}\right.$

\"uber $(0, T)\times\Omega$ zum Anfangswert $\tilde{\varphi}\in(L^{2}(\Omega))^{n}\cap(H^{0_{1,(n+2)/(n+1)}}(\Omega))^{n}\cap\{\psi|$

$\psi\in(\mathfrak{D}^{\prime}(\Omega))^{n},$ $\nabla\cdot\psi=0$} $\cap(H^{2,(n+2)/(n+1)}(\Omega))^{n}$ , wenn $\nabla\cdot u(t)=0$ fast \"uberall in $(0, T)$ und

(IV. 2) $-\int_{0}^{T}(u, \varphi^{\prime})dt+\nu\int_{0}^{T}(\nabla u, \nabla\varphi)dt+\int_{0}^{T}(u\cdot\nabla u, \varphi)dt$

$=-\int_{0}^{T}(f, \varphi)+(\tilde{\varphi}, \varphi(0))$ ,

ist f\"ur alle Testvektoren $\varphi$ mit $\varphi^{\prime}\in L^{q}((0, T),$ $(L^{q}(\Omega))^{n})$ ,

$\varphi\in L^{q}((0, T),$ $(H^{0_{1,q}}(\Omega))^{n})$ , $\nabla\cdot\varphi=0$ , $\varphi(T)=0$ .

Dabei ist $q$ der zu $\frac{n+2}{n+1}$ duale Exponent $n+2$ .
BEMERKUNG. 1. Nach Hilfssatz II. 2 ist $u\cdot\nabla u\in L^{(n+2)/(n+1)}((0, T)$ ,

$(L^{(n+2)/(n+1)}(\Omega))^{n})$ . Daher ist $\int_{0}^{T}(u\cdot\nabla u, \varphi)dt$ sinnvoll.
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2. Sei $f\in L^{(n+2)/(n+1)}((0, T)$ , $(L^{(n+2)/(n+1)}(\Omega))^{n})\cap L^{2}((0, T),$ $V^{\prime}$ ). Sei
$u\in L^{2}((0, T),$ $(H^{0_{1,2}}(\Omega))^{n})\cap L^{\infty}((0, T),$ $(L^{2}(\Omega))^{n})$ L\"osung von (IV. 1) im Sinne von
[5, S. 69] zum Anfangswert $\tilde{\varphi},$

$\nabla\cdot\tilde{\varphi}=0$ , $\tilde{\varphi}\in(L^{2}(\Omega))^{n}\cap(H^{0_{1,(n+2)/(n+1)}}(\Omega))^{n}$

$\cap(H^{2,(n+2)/(n+1)}(\Omega))^{n}$ . Dann gilt (IV. 2), da die Element der Form

$\sim\sum_{\nu^{\Rightarrow 1}}^{N}\xi_{\nu}^{\sim}(t)\varphi_{\nu}^{\sim}$ ,

$\varphi_{\nu}^{\sim}\in(C_{0}^{\infty}(\Omega))^{n}$ $\nabla\cdot\varphi_{\nu}^{\sim}=0$ , $\xi_{\nu}^{\sim}\in C^{1}([0, T], R)$ ,

$\xi_{\nu}^{\sim}(T)=0$ , dicht im Raum der Testvektoren $\varphi$ , versehen mit der Norm

$\{\int_{0}^{T}\Vert\varphi^{\prime}(t)\Vert^{(n+2)/(n+1)}(L^{(n+2)/(n+1)}(\Omega))^{n}dt+\int_{0}^{T}\Vert\varphi(t)\Vert^{(n+2)/(n+1)}(H^{01,(n+2)/(n+1)}(\Omega))^{n}dt\}^{(n+1)/(n+2)}$

liegen.
SATZ IV. 2. Sei $f\in L^{(n+2)/(n+1)}((0, T),$ $(L^{(n+2)/(n+1)}(\Omega))^{n})\cap L^{2}((0, T),$ $V^{\prime}$ ). Sei

$p\in \mathfrak{D}^{\prime}(Q_{T})$ . Sei $(u, p)$ Hopfsche Losung oder $u$ Losung $im$ Sinne von [5, S. 69]

des Systems
$u^{\prime}-\nu\Delta u+\nabla p+u\cdot\nabla u=f$

$\nabla\cdot u=0$ $u(0)=\tilde{\varphi}$

tiber $(0, T)\times\Omega$ zum Anfangswert $\tilde{\varphi}\in(L^{2}(\Omega))^{n}\cap(H^{0_{1,(n+2)/(n+1)}}(\Omega))^{n}\cap\{\psi|$

$\psi\in(\mathfrak{D}^{\prime}(\Omega))^{n},$ $\nabla\cdot\psi=0$} $\cap(H^{2,(n+2)/(n+1)}(\Omega))^{n}$ . Dann ist

$u\in L^{(n+2)/(n+1)}((0, T),$ $(H^{2,(n+2)/(n+1)}(\Omega))^{n})$

$\cap L^{(n+2)/(n+1)}((0, T),$ $(H^{0_{1,(n+2)/(n+1)}}(\Omega))^{n})$ ,

$u^{\prime}\in L^{(n+2)/(n+1)}((0, T),$ $(L^{(n+2)/(n+1)}(\Omega))^{n})$ ,

$\nabla p\in L^{(n+2)/(n+1)}((0, T),$ $(L^{(n+2)/(n+1)}(\Omega))^{n})$ .

BEWEIS. Sei $(\tilde{w}, p)\approx$ die L\"osung nach Satz III. 1 des Systems

$\tilde{w}^{\prime}-\nu\Delta\tilde{w}+\nabla p=f-u\cdot\nabla u\approx$ ,

$\nabla\cdot\tilde{w}=0$ , $\tilde{w}(0)=\tilde{\varphi}$ ,

wobei wegen $u\cdot\nabla u\in L^{(n+2)/(n+1)}((0, T),$ $(L^{(n+2)/(n+1)}(\Omega))^{n})$ ( $s$ . Hilfssatz II. 2) als
Exponent $(n+2)/(n+1)$ zu w\"ahlen ist. Offenbar ist $\tilde{w}-u$ schwache L\"osung
zum Exponenten $(n+2)/(n+1)$ des Systems

$w^{\prime}-\nu\Delta w+\nabla P=0$ , $\nabla\cdot w=0$

\"uber $(0, T)\times\Omega$ . Daher ist nach Satz III. 3 $\tilde{w}=u$ und $\nabla p=\nabla p\approx$ .
Wir behandeln noch das station\"are Problem.
DEFINITION IV. 3. Sei $f\in(L^{n/(n-1)}(\Omega))^{n}\cdot(u, p),$ $p\in \mathfrak{D}^{\prime}(\Omega),$ $u\in(H^{0_{1}}(\Omega))^{n}$ , heiBt

schwache L\"osung schlechthin oder Hopfsche L\"osung des Systems



276 W. VON WAHL

(IV. 3) $\left\{\begin{array}{l}-\nu\Delta u+u\cdot\nabla u+\nabla p=f,\\\nabla\cdot u=0\end{array}\right.$

\"uber $\Omega$ , wenn $\nabla\cdot u=0$ und

\langle IV. 4) $\nu\int_{\Omega}\nabla u\cdot\nabla\varphi dx+\int_{\Omega}(u\cdot\nabla u)\cdot\varphi dx=\int_{\Omega}f\cdot\varphi dx$

ist f\"ur alle Testvektoren $\varphi\in H^{0_{1.n}}(\Omega)$ mit $\nabla\cdot\varphi=0$ .
BEMERKUNG. 1. Nach Hilfssatz II. 3 ist $u\cdot\nabla u\in L^{n/(n-1)}(\Omega)$ . Daher ist

$\int_{\Omega}(u\cdot\nabla u)\cdot\varphi dx$ sinnvoll.

2. Wenn $u$ L\"osung von (IV. 3) im Sinne von [5, S. 98] ist, gilt offenbar
auch (IV. 4).

SATZ IV. 4. Sei $f\in(L^{n/(n-1)}(\Omega))^{n}\cap(L^{2}(\Omega))^{n}$ . Sei $\tilde{p}\in \mathfrak{D}^{\prime}(\Omega)$ . Sei $(u, p)$ Hopfsche
Losung oder $u$ Losung $im$ Sinne von [5, S. 98] von

$-\nu\Delta u+u\cdot\nabla u+\nabla p=f$ , $\nabla\cdot u=0$

\"uber $\Omega$ . Dann ist $u\in(H^{2,n/(n-1)}(\Omega))^{n},$ $\nabla\tilde{p}\in L^{n/(n-1)}(\Omega)$ .
BEWEIS. Sei $(\tilde{w}, p^{\approx})$ die L\"osung nach Satz III. 5 des Systems

$-\nu\Delta\tilde{w}+\nabla p=f-u\cdot\nabla u\approx$ , $\nabla\cdot\tilde{w}=0$ ,

wobei wegen $u\cdot\nabla u\in L^{n/(n-1)}(\Omega)$ als Exponent $p=\frac{n}{n-1}$ zu w\"ahlen ist. Offenbar

ist $\tilde{w}-u$ schwache L\"osung des Systems

$-\nu\Delta w+\nabla\beta=0$ , $\nabla\cdot w=0$

\"uber $\Omega$ zum Exponenten $n/(n-1)$ , also nach Satz III. 6 $\tilde{w}=u,$
$\nabla p^{\approx}=\nabla p$ .

V. Stetige Zweige.

SATZ V. 1. Voraussetzung: Sei $p>n+1$ . Seien $g,$ $f\in L^{p}((0, T),$ $(L^{p}(\Omega))^{n})$ .
Sei $\tilde{\varphi}\in(H^{2.p}(\Omega))^{n}\cap(H^{0_{1.p}}(\Omega))^{n},$ $\nabla\cdot\tilde{\varphi}=0$ . Sei $u_{0}\in L^{p}((0, T),$ $(H^{2,p}(\Omega))^{n})\cap L^{p}((0, T)$ ,
$H^{0_{1.p}}(\Omega))^{n},\tilde{p}_{0}\in L^{p}((O, T),$ $B^{1.p}(\Omega))$ , sei

$u_{0}^{\prime}-\nu\Delta u_{0}+\nabla\tilde{p}_{0}+u_{0}\cdot\nabla u_{0}=f$

$\nabla\cdot u_{0}=0$ $u_{0}(0)=\tilde{\varphi}_{0}$

mit einem $\tilde{\varphi}_{0}\in(H^{2,p}(\Omega))^{n}\cap(H^{0_{1,p}}(\Omega))^{n},$ $\nabla\cdot\tilde{\varphi}_{0}=0$ . Zu jedem $\sigma\in[0,1]$ existiere
eine schwache Losung $(u_{\sigma},\tilde{p}_{\sigma})$ des Systems
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$P_{\sigma}\left\{\begin{array}{l}u^{\prime}-\nu\Delta u+\nabla\beta+u\cdot\nabla u=(1-\sigma)f+\sigma g\\\nabla\cdot u=0\\u(0)=(1-\sigma)\overline{\varphi}_{0}+\sigma\tilde{\varphi}\end{array}\right.$

mit folgenden Eigenschaften: Fur $\sigma=0$ ergibt sich die zu Beginn des Satzes
eingefiihrte Losung $(u_{0}, \beta_{0})$ . Fiir $\sigma_{1},$ $\sigma_{2}\in[0,1]$ ist

$ess\sup_{0\leqq t\leqq T}\Vert u_{\sigma_{2}}(t)-u_{\sigma_{1}}(t)\Vert_{(Ln(\Omega))}n\leqq f(|\sigma_{2}-\sigma_{1}|)$

mit einer Abbildung $f:[0,1]\rightarrow R^{+},$ $f(O)=0$ , die $im$ Nullpunkt stetig ist. Behaup-
tung: Dann ist

$u_{\sigma}\in L^{p}((0, T),$ $(H^{2p}(\Omega))^{n})\cap L^{p}((0, T),$ $(H^{0_{1,p}}(\Omega))^{n})$ ,

$u_{\sigma}^{\prime}\in L^{p}((0, T),$ $(L^{p}(\Omega))^{n})$ ,

$\nabla\beta_{\sigma}\in L^{p}((0, T),$ $L^{p}(\Omega))$ .

BEMERKUNG. F\"ur groBes $p,$ $d$ . $h$ . $p>n+1$ , heiBt dies, daB sich jede
schwache L\"osung, die sich stetig durch L\"osungen hindurch mit einer regul\"aren
L\"osung verbinden l\"aBt, selbst regul\"ar ist. Stetig bezieht sich dabei auf den
Raum $L^{\infty}((O, T),$ $(L^{n}(\Omega))^{n})$ . Es sei bemerkt, daB dies insofern eine Abschwa-
chung des Serrinschen Regularit\"atskriteriums [9] darstellt, als dort in einer
vergleichbaren Topologie die L\"osung in $L^{\infty}((O, T),$ $(L^{n+\epsilon}(\Omega))^{n})$ sein muB mit
einem $\epsilon>0$ . In Kapitel VI soll Satz V. 2 auf die Dimensionen $n=3,4$ ange-
wendet werden.

BEWEIS. Sei $\Sigma$ die Menge aller $\sigma\in[0,1]$ mit der Eigenschaft, daB f\"ur
die schwache L\"osung $(u_{\sigma},\tilde{p}_{\sigma})$ des Systems $P_{\sigma}$ gem\"aB Voraussetzung gilt:

$u_{\sigma}\in L^{p}((0, T),$ $(H^{2,p}(\Omega))^{n})\cap L^{p}((0, T),$ $(H^{0_{1,p}}(\Omega))^{n})$ ,

$u_{\sigma}^{\prime}\in L^{p}((0, T),$ $(L^{p}(\Omega))^{n})$ ,

$\nabla p_{\sigma}\in L^{p}((0, T),$ $(L^{p}(\Omega))^{n})$ .
$\Sigma^{*}$ sei die Menge aller $\sigma\in[0,1]$ mit

1. $[0, \sigma]\subset\Sigma$ ,

2. $\int_{0}^{T}\Vert u_{r}^{\prime}(t)\Vert_{(L}^{p}p_{(\Omega))}ndt+\int_{0}^{T}n$

$\leqq c(n, \nu, \Omega, p, \sigma, f, \Vert|(u_{0}, p_{0})\Vert|_{T})$

$\times(\Vert\tilde{\varphi}_{0}\Vert_{(H^{2,p(Q))}}n+\Vert\tilde{\varphi}\Vert_{(H^{2}p(\Omega))}n$
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$+\int_{0}^{T}p_{(Q))}npn$ $ 0\leqq\tau\leqq\sigma$ .

$\Sigma^{*}$ ist nicht leer, da $ 0\in\Sigma$ . Sei nun $\sigma_{1}\in\Sigma^{*},$ $\sigma_{2}\in\Sigma$ . Es ist nach Satz 1II. 1

$\int_{0}^{T}\Vert u_{\sigma_{2}}^{\prime}(t)-u_{\sigma_{1}}^{\prime}(t)\Vert_{(L}^{p}p_{(\Omega))}ndt+\int_{0}^{T}\Vert u_{\sigma_{2}}(t)-u_{\sigma_{1}}(t)\Vert?H^{2,p(\Omega))}ndt$

$+\int_{0}^{T}\Vert\nabla\beta_{\sigma_{2}}(t)-\nabla\beta_{\sigma_{1}}(t)\Vert\xi^{p_{(\Omega)}}dt$

$\leqq c(n, \nu, \Omega, p)(\Vert\tilde{\varphi}_{0}\Vert_{(H^{2.p(\Omega))}}n+\Vert\tilde{\varphi}\Vert_{(H^{2.p(\Omega))n}}+\int_{0}^{T}\Vert f(t)\Vert_{(L}^{p}p_{(\Omega))}ndt+\int_{0}^{T}\Vert g(t)\Vert_{(L}^{p}p_{(\Omega))}ndt$

$+\int_{0}^{T}\Vert u_{\sigma_{2}}\cdot\nabla u_{\sigma_{2}}(t)\Vert_{(L}^{p}p_{(\Omega))}ndt+\int_{0}^{T}\Vert u_{\sigma_{1}}\cdot\nabla u_{\sigma_{1}}(t)\Vert gp_{(\Omega)}dt)$ .

Wir befassen uns nur noch mit den letzten beiden Termen rechts. Es ist
wie beim Beweis von Hilfssatz II. 4:

$\int_{0}^{T}\Vert u_{\sigma_{2}}\cdot\nabla u_{\sigma_{2}}\Vert_{L(\Omega)}^{p_{p}}dt\leqq c(n, p)(\int_{0}^{T}\Vert|u_{\sigma_{2}}|^{3}\Vert_{L(\Omega)}^{p_{p}}dt+\int_{0}^{T}\Vert|\nabla u_{\sigma_{2}}|^{3/2}\Vert_{L(\Omega)}^{p_{p}}dt)$ ,

$\leqq c(n, p)(\int_{0}^{T}\Vert|u_{\sigma_{2}}-u_{\sigma_{1}}|+|u_{\sigma_{1}}|^{3}\Vert_{L(\Omega)}^{p_{p}}dt$

$+\int_{0}^{T}\Vert|\nabla u_{\sigma_{2}}-\nabla u_{\sigma_{1}}|+|\nabla u_{\sigma_{1}}|^{3/2}\Vert_{L(\Omega)}^{p_{p}}dt)$ ,

$\leqq c(n, p, \Omega)(\int_{0}^{T}n$

$+\int_{0}^{T}\Vert_{\mathcal{U}_{\sigma_{2}}}-u_{\sigma_{1}}\Vert_{(H^{2,p(\Omega))n}}^{p}\Vert_{\mathcal{U}_{\sigma_{2}}}-u_{\sigma_{1}}\Vert_{(}^{(1}l_{p(\Omega))n}^{2)_{p}}dt$

$+\int_{0}^{T}\Vert|u_{\sigma_{1}}|^{3}\Vert_{L(\Omega)}^{p_{p}}dt+\int_{0}^{T}\Vert|\nabla u_{\sigma_{1}}|^{3/2}\Vert_{L}^{p_{p_{(\Omega)}}}dt)$ .

Ebenfalls wie beim Beweis von Hilfssatz II. 4 sieht man, daB man die
beiden letzten Terme rechts durch $\Vert|(u_{\sigma_{1}}, p_{\sigma_{1}})\Vert|_{T}$ absch\"atzen kann. Nach Hilfs-
satz II. 4 kann man auch

$\int_{0}^{T}\Vert u_{\sigma_{1}}\cdot\nabla u_{\sigma_{1}}\Vert_{(L}^{p}p_{(\Omega))}ndt$

in dieser Weise absch\"atzen. Somit haben wir, falls $|\sigma_{2}-\sigma_{1}|\leqq\delta=\delta(n, \nu, p, \Omega, f)$

eine Abschatzung der Form
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$\Vert|(u_{\sigma_{2}}-u_{\sigma_{1}}, p_{\sigma_{2}}-p_{\sigma_{1}})\Vert|_{T}\leqq c(n, p, \nu, \Omega, f, \sigma_{1}, \Vert|(u_{0},\tilde{p}_{0})\Vert|_{T})$

$\times(\Vert\tilde{\varphi}_{0}\Vert?,p+\cdots+J_{0}^{T}\Vert g(t)\Vert 8_{L^{p}(\Omega))n}dt)$

und damit auch eine Absch\"atzung

$\Vert|(u_{\sigma_{2}}, p_{\sigma_{2}})\Vert|_{T}\leqq c(n, p, \nu, \Omega, f, \sigma_{1}, \Vert|(u_{0}, p)\Vert|_{T})$

$\times(\Vert\overline{\varphi}_{0}\Vert_{2,p}^{p}+\cdots+\int_{0}^{T}\Vert g(t)\Vert?Lp(\Omega))ndr)$

gewonnen. Man beachte, daB $\delta$ nicht von $\sigma_{1}$ abh\"angt. Insgesamt folgt, daB
$[0, \sigma_{1}+\delta]\cap\{\sigma|[0, \sigma]\subset\Sigma\}\subset\Sigma^{*}$ ist. Sei $\{w_{\nu}\}$ eine Folge mit

$w_{\nu}\in L^{p}((0, T),$ $(H^{2,p}(\Omega))^{n})$

$w_{\nu}^{\prime}\in L^{p}((0, T),$ $(L^{p}(\Omega))^{n})$ .

Wegen $p>n+1$ ist

$\Vert w_{\nu}\Vert_{(c^{\alpha_{(\overline{Q}_{T}))n}}}^{p}\leqq c(n, p, \Omega)(\int_{0}^{T}\Vert w_{\nu}^{\prime}(t)\Vert f_{Lp(\Omega))n}dt+\int_{0}^{T}\Vert\nabla w_{v}(t)\Vert_{(Lp(\Omega))n}^{p}dr)$

mit $\alpha\leqq 1-\frac{n+1}{p}$ . Wenn also

$\Vert|w_{\nu}\Vert|_{T}=\int_{0}^{T}n\Vert w_{\nu}(t)\Vert_{(H^{2.p(\Omega))}}^{p}dt\leqq 1$

ist, so existiert eine Teilfolge $\{w_{\nu_{j}}\}$ mit $w_{\nu_{j}}\rightarrow w$ in $(C^{a}(\overline{Q}_{T}))^{n},$ $\alpha<1-\frac{n+1}{p}$ ,

$\Vert|w\Vert|_{T}\leqq 1$ . Insbesondere ist dann

$\int_{Q_{T}}|w_{\nu_{j}}\cdot\nabla w_{\nu_{j}}-w\cdot\nabla w|^{p}dxdt\leqq c(n, p, \Omega)(\int_{Q_{T}}|\nabla w_{\nu_{j}}|^{p}dxdt\Vert w_{\nu_{j}}-w\Vert_{(C(Q_{T}))n}^{0-}$

$+\Vert w_{\nu_{j}}\Vert_{(C^{0(}Q_{T}))n}^{-\int_{Q_{T}})}|\nabla w_{\nu_{j}}-\nabla w|^{p}dxdt$ .

Wegen

$\Vert\nabla w_{\nu_{j}}(t)-\nabla w(t)\Vert_{(Lp(\Omega))n}$

$\leqq c(n, p, \Omega)\Vert w_{\nu_{j}}(t)-w(t)\Vert_{(H^{2,p(\Omega))n}}^{1/2}\Vert w_{\nu_{j}}(t)-w(t)\Vert_{(C^{0(}\overline{Q}))}n$

folgt endlich, da6

$\int_{Q_{T}}|w_{v_{j}}\cdot\nabla w_{\nu_{j}}-w\cdot\nabla w|^{p}dxdt\rightarrow 0$ .
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Ordnen wir also jedem $w$ mit $\Vert|w\Vert|_{T}<\infty$ die eindeutig bestimmte L\"osung
$u=\mathcal{T}w$ mit

$u^{\prime}-\nu\Delta u+w\cdot\nabla w+\nabla p=(1-\sigma)f+\sigma g$ ,

$\nabla\cdot u=0$ , $u(0)=(1-\sigma)\tilde{\varphi}_{0}+\sigma\tilde{\varphi}$

zu, so ist $\mathcal{T}$ kompakt, $0\leqq\sigma\leqq 1$ . Alle Fixpunkte von $\tau \mathcal{T},$ $ 0\leqq\tau\leqq 1,0\leqq\sigma\leqq\sigma_{1}+\delta$

bleiben, wie eben gezeigt, in der $\Vert|\cdot\Vert|_{T}$-Norm beschr\"ankt. Nach dem Schaefer-
schen Fixpunktsatz ist also $[0, \sigma_{1}+\delta]\subset\Sigma$ , also $[0, \sigma_{1}+\delta]\subset\Sigma^{*}$ . Da $\delta$ von $\sigma_{1}$

nicht abhing, folgt: $[0,1]=\Sigma=\Sigma^{*}$ , was zu beweisen war.

VI. Eine Anwendung.

Sei in diesem Kapitel die Raumdimension $n=4$ oder 3. Dann gilt der
SATZ VI. 1. Es gibt eine nur von $\nu,$

$\partial\Omega$ abhangige Konstante $c(\nu, \partial\Omega)$ mit
der folgenden Eigenschaft: Zu jedem $\sigma\in[0,1]$ und zu jedem $\tilde{\varphi}\in(H^{2,2}(\Omega))^{n}\cap$

$(H^{0_{1,2}}(\Omega))^{n}$ mit $\nabla\cdot\tilde{\varphi}=0$ existiert eine Hopfsche Losung $(u, \beta)$ des Systems

$u^{\prime}-\nu\Delta u+\nabla p+u\cdot\nabla u=0$ ,

$\nabla\cdot u=0$ , $u(0)=\sigma\tilde{\varphi}$

mit
$u^{\prime}\in L^{2}((0, T),$ $(H^{0_{12}}(\Omega))^{n}\cap L^{\infty}((0, T),$ $(L^{2}(\Omega))^{n})$ ,

wenn nur
$\Vert\tilde{\varphi}\Vert_{(H^{2,2(}\Omega))n}<c(\nu, \partial\Omega)^{1)}$

ist. $u=u_{\sigma}$ ist eindeutig bestimmt.
BEWEIS. Der Beweis befindet sich–bis auf die Er\"orterung der Tatsache,

daB die Schranke f\"ur den Anfangswert $\tilde{\varphi}$ nur von $\nu,$
$\partial\Omega$ abh\"angt--in [5], S.

82-84. DaB die Schranke f\"ur $\tilde{\varphi}$ nur von $\nu,$
$\partial\Omega$ abh\"angt, folgt verm\"oge der

Absch\"atzung $\Vert u\Vert_{L^{4(\Omega)}}\leqq c(\partial\Omega)\Vert u\Vert_{H^{1.2(\Omega)}},$ $u\in H^{1.2}(\Omega),$ $c$ eine von $\partial\Omega$ abh\"angige
Konstante, aus dem Beweis in [5], S. 82-84.

Ebenfalls aus dem Beweis in [5], S. 82-84 folgt, daB f\"ur alle L\"osungen
$u_{\sigma},$

$0\leqq\sigma\leqq 1$ ,

(VI. 1) $\int_{0}^{T}\Vert u_{\sigma}^{\prime}(t)\Vert_{(H^{1,2(Q))n}}^{2}dt+ess\sup_{0\leqq t\leqq T}\Vert u_{\sigma}^{\prime}(t)\Vert_{(L^{2(Q))n}}^{2}\leqq c(\nu, T, \Omega)$

ist.
Zum Nachweis der Regularit\"at der $u_{\sigma}$ ben\"otigen wir den
SATZ VI. 2. Durch

1) $c(\nu, \partial\Omega)$ ist von der Gr\"oBe von $\Omega$ unabhangig.
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$u_{\sigma}(t):[0,1]\times[0, T]\rightarrow(L^{4}(\Omega))^{n}$

ist eine stetige Abbildung gegeben, die daher insbesondere gleichmaBig stetig ist.
Die Funktion $f$, die gegeben ist durch

(VI. 2) $f(\delta)=$
$\sup_{0\leqq t\leqq T,I\sigma_{2}-\sigma_{1}1\leqq\delta}\Vert u_{\sigma_{2}}(t)-u_{\sigma_{1}}(t)\Vert_{(L^{4(\Omega))n}}$

,

$0\leqq\delta\leqq 1$ , ist daher stetig $im$ Nullpunkt mit $f(O)=0$ .
BEWEIS. Wegen (VI. 1) m\"ussen wir nur beweisen, daB $u_{\sigma_{\mu}}(t)\rightarrow u_{\sigma_{0}}(t)$ in

$(L^{4}(\Omega))^{n},$ $\sigma_{\mu}\rightarrow\sigma_{0},0\leqq t\leqq T$ . F\"ur fast alle $t\in(O, T)$ und alle $v\in V$ gilt

(VI. 3) $(u_{\sigma}^{\prime}(t), v)+\nu(\nabla u_{\sigma}(t), \nabla v)+(u_{\sigma}(t)\cdot\nabla u_{\sigma}(t), v)=0$ , $0\leqq\sigma\leqq 1$ .

Da $u_{\sigma}\in C^{0}([0, T], (H^{0_{1,2}}(\Omega))^{n})$ , also auch $\in C^{0}([0, T], (L^{4}(\Omega))^{n})$ ist, folgt mit
(VI. 1), daB $(u_{\sigma}(t)\cdot\nabla u_{\sigma}(t), v)$ f\"ur jedes $\sigma\in[0, T]$ stetig in $t$ ist. Somit erlaubt
$u_{\sigma}^{\prime}$ eine Fortsetzung auf $[0, T]$ , die dort schwach stetig ist. Diese Fort-
setzung sei ebenfalls mit $u_{\sigma}^{\prime}$ bezeichnet. (VI. 3) bleibt g\"ultig. Wir haben

(VI. 4) $(u_{\sigma_{\mu}}^{\prime}(t), u_{\sigma_{\mu}}(t))+\nu\Vert\nabla u_{\sigma_{\mu}}(t)\Vert^{2}=0$ .

Nach [5], S. 86 gilt

(VI. 5)
$u_{\sigma_{\mu}}\rightarrow u_{\sigma}$

in $C^{0}([0, T], (L^{2}(\Omega))^{n})$ . Mit (VI. 1) folgt

(VI. 6) $\nabla u_{\sigma_{\mu}}^{\prime}\rightarrow\nabla u_{\sigma}^{\prime}$ schwach in $L^{2}((0, T),$ $(L^{2}(\Omega))^{n})$ .
Endlich ist

(VI. 7) $(u_{\sigma}^{\prime}(t), u_{\sigma}(t))+\nu\Vert\nabla u_{\sigma}(t)\Vert^{2}=0$ .

F\"ur $v\in(C_{0}^{\infty}(\Omega))^{n},$ $\nabla\cdot v=0$ ist

$(u_{\sigma_{\mu}}^{\prime}(t)-u_{\sigma}^{\prime}(t), v)=\nu(u_{\sigma_{\mu}}(t)-u_{\sigma}(t), \Delta v)$

$-(u_{\sigma_{\mu}}(t)\cdot\nabla u_{\sigma_{\mu}}(t)-u_{\sigma}(t)\cdot\nabla u_{\sigma}(t), v)$ .
Wegen

$(u_{\sigma_{\mu}}(t)\cdot\nabla u_{\sigma_{\mu}}(t), v)=-(u_{\sigma_{\mu}}(t)\cdot\nabla v, u_{\sigma_{\mu}}(t))$ ,

$(u_{\sigma}(t)\cdot\nabla u_{\sigma}(t), v)=-(u_{\sigma}(t)\cdot\nabla v, u_{\sigma}(t))$

folgt mit (VI. 5), daB

$(u_{\sigma_{\mu}}^{\prime}(t)-u_{\sigma}^{\prime}(t), v)\rightarrow 0$ , $\mu\rightarrow\infty$ .
Wieder unter Zuhilfenahme von (VI. 5) folgt mit (VI. 4) und (VI. 7)
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$\Vert\nabla u_{\sigma_{\mu}}(t)\Vert_{(L^{2(\Omega))n}}\rightarrow\Vert\nabla u_{\sigma}(t)\Vert_{(L^{2(\Omega))n}}$ .
Wegen

$(\nabla u_{\sigma_{\mu}}(t)-\nabla u_{\sigma}(t), i))$

$=\int_{0}^{t}(\nabla u_{\sigma_{\mu}}^{\prime}(\tau)-\nabla u_{\sigma}^{\prime}(\tau), \partial)d\tau+(\sigma_{\mu}\nabla\tilde{\varphi}-\sigma\nabla\tilde{\varphi}, \partial)$ , $\partial\in(L^{2}(\Omega))^{n^{2}}$

folgt mit (VI. 6), daB
$\nabla u_{\sigma_{\mu}}(t)\rightarrow\nabla u_{\sigma}(t)$

schwach in $(L^{2}(\Omega))^{n}$ , also
$u_{\sigma_{\mu}}(t)\rightarrow u_{\sigma}(t)$

in $(H^{0_{1,2}}(\Omega))^{n}$ und damit in $(L^{4}(\Omega))^{n}$ . Damit ist der Satz bewiesen.
Satz V. 2 liefert jetzt den
SATZ VI. 3. Sei $p>5$ . Sei $\overline{\varphi}\in(H^{2.p}(\Omega))^{n}\cap(H^{0_{1,2}}(\Omega))^{n},$ $\nabla\cdot\tilde{\varphi}=0$ . Sei

$\Vert\tilde{\varphi}\Vert_{(H^{2,2(\Omega))}}n\leqq c(\nu, \partial\Omega)$ .
Dann liegt die Losung $(u,\tilde{p})$ nach Satz VI. 1 des Gleichungssystems

$u^{\prime}-\nu\Delta u+u\cdot\nabla u+\nabla\beta=0$ ,

$\nabla\cdot u=0$ , $u(0)=\tilde{\varphi}$ ,

fiir die $u^{\prime}\in L^{2}((0, T),$ $V$ ) $\cap L^{\infty}((O, T),$ $H$) ist, $in$

$L^{p}((0, T),$ $(H^{2,p}(\Omega))^{n})\times L^{p}((0, T),$ $H^{1.p}(\Omega))$ .

BEMERKUNG. F\"ur $n=3$ folgt die Regularit\"at der betrachteten schwachen
L\"osungen aus den Resultaten in [4], die innere Regularit\"at schon aus den
Resultaten in [11]. F\"ur $n=4$ sind die Resultate aus [4] oder [11] nicht
anwendbar, da wir lediglich \"uber eine Absch\"atzung f\"ur

$\sup_{0\leqq t\leq T}\Vert u(t)\Vert_{(L^{n(Q))n}}=\sup_{0\leqq t\leq T}\Vert u(t)\Vert_{(L^{4(\Omega))4}}$

verf\"ugen. F\"ur $n=2$ ist keinerlei Einschr\"ankung an die Anfangswerte not-
wendig, es gilt f\"ur das nichtlineare Problem in vollem Umfang das linearen
parabolischen Gleichungen entsprechende Resultat, $s$ . hierzu [13].
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