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I. Einleitung und Bezeichnungen.

In der vorliegenden Arbeit beschiftigen wir uns im zweiten Teil (Kap.
V und VI) mit einem von Serrin und Prodi (fiir eine zusammenhingende
Darstellung s. [5]) behandelten Problem. Diese Autoren bewiesen, daB es fiir
n=2, 3, 4 genau eine schwache Losung der instationdren Navier-Stokesschen
Gleichungen

w —vAu+u-VNu+Vp=0,

V-u=0

u]|092=0, u(0)=¢
iiber einem zylindrischen Gebiet (0, T)XQCR"** gibt, die zusitzlich
u'e L0, T), (LA2)NL*(0, T), (H* ()™ erfiillt, sofern nur ||¢f cz2,200n €ine
von v abhingige Gr6éBe nicht iiberschreitet. Fiir n=2 braucht man die letzte
Bedingung nicht (s. etwa [10]), fiir n=3 folgt fiir die so gewonnene Losung
aus bekannten Regularitdtskriterien ihre Regularitit (s. [4], [11]). Fir n=4
versagen diese Kriterien jedoch gerade, da zwar u<C%[0, T, (L42))%)
=C%[0, T, (L™(2)™) ist, man jedoch u=C%[0, T1, (L*<(2))*) benotigt (fiir
n=4 ist hier die in fir Elemente u< L0, T), (L7(2))*) eingefiihrte
kritischen GroBe i:——l—%zl, wihrend man <1 benotigt). An dieser Stelle
greift nun ein Satz aus Kap. V ein, der speziell auf den Fall —}—!—%—:1

zugeschnitten ist. Dort wird folgendes bewiesen : Falls u,, 0=0¢=1, eine Schar
schwacher Losungen zu den Problemen

' —vAu+t+u-Vu-+Vp=of+(1—o)g,
P, N-u=0,
u|02=0, u(®)=cp+1—0)¢,

sind, bei denen u, reguldr ist und die u, stetig von ¢ in der L=((0, T), (L™(2))")-
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Topologie abhingen, so sind alle u, regulir. Man beachte, daB hier r=n,
2 . . . . . .
s=co, also —;L%—?:l sind. Dieser in allen Dimensionen n giiltige Satz hat

zur Voraussetzung, daB die potentialtheoretischen Abschitzungen, wie sie
Solonnikov fiir das lineare Problem

u' —vAu+Vp=f,
V-u=0,

fiir die Dimensionen n=2, 3 bewiesen hat, in allen Dimensionen gelten. Dies
14Bt sich mit ganz dhnlichen Methoden wie bei Solonnikov beweisen, doch ist
dem Autor kein explizites Literaturzitat bekannt. Daher wird in dieser
Arbeit ein Beweis gegeben, der—bis auf das Cauchy-Problem—nicht ins
Detail geht, vielmehr nur die Punkte herausstellt, die vom Beweis von Solon-
nikov verschieden sind bzw. mit ihm {ibereinstimmen. Mit dem erwdhnten
Resultat aus Kap. V 14Bt sich nun der Fall n=4 beim eingangs gestellten
Problem behandeln. Vermoge der Eindeutigkeit der dort konstruierten sch-
wachen Losungen u gelingt der Nachweis, daB die u, stetig von ¢ in der
L=(0, T, (L4)H)-Topologie abhingen. Dies wird in Kap. VI ausgefiihrt.
ZweckmiBigerweise ist dabei g=0, ¢=0, so daB u,=0 ausfillt.

Wenn man in n=5 Dimensionen eine schwache Losung der instationédren
Navier-Stokesschen Gleichungen hat mit u’< L0, T), (LH2)"N\L¥(0, T),
(H*-2(Q)™), so 14Bt sich unser Regularitdtskriterium aus Kap. V nicht mehr
anwenden, da u nicht einmal mehr in L=((0, T), (L™(£))*) zu liegen braucht.

Vermutlich 14Bt sich das in Kap. V bewiesene Regularitéitsresultat auch
auf den Fall iibertragen, daB die u, in der L((0, T), (L"(£))™*)-Topologie stetig

von ¢ abhingen, %—1—%:1, doch wird dieses Problem hier nicht untersucht.

Wenn wir wieder voraussetzen, daB die potentialtheoretischen Abschét-
zungen von Solonnikov in allen Dimensionen gelten, so 14Bt sich beweisen,
daB jede schwache Loésung der instationdren bzw. stationdren Navier-Stokes-
schen Gleichungen eine starke Losung ist, d.h. u;;.;, u" bzw. u, ., liegen in
einem L?1((0, T)X £) bzw. LP2(£2) mit gewissen von n abhidngigen Exponenten
b1, ps. Da py, p, nahe bei 1l liegen, konnten daraus bisher keine Schliisse {iber
die Frage, ob die Hopfschen Lésungen auch klassische Lésungen sind, gezogen
werden. Fiir instationidre Gleichungen lautet das Ergebnis folgendermaBen :
Sei u eine schwache Losung iiber (0, T)X QCR"*! der Gleichung

w' —vAu-+u-VYu+Vp=y, V-u=0,
NS { ul|of2=0,
u(0)=0,
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SO ist w'e Lo+t T), (L D)) ue Le»/;id((Q T,
(HZ e (N Ype LD/, T, Lo+2/+D(0)) und das System NS ist
im Sinne der Gleichheit von fast iiberall definierten Funktionen erfiillt. Aus
den obigen Eigenschaften von u kann durch Interpolation geschlossen werden,
daB us L>(0, T), H¥ 2. it D(ON)™) jgt.  Fir n=3 muB das obige Ergebnis
im wesentlichen LadyZenskaja zugeschrieben werden, wihrend der von ihr fir
n=2 angegebene Exponent nicht korrekt zu sein scheint. Im stationiren Fall ist
n-+2

n+1 n—I1
sultaten muB natiirlich vorausgesetzt werden, daB f, ¢ in entsprechenden L?-
Riumen liegen.

Wir fiihren einige Bezeichnungen ein. £ sei eine beschrinkte offene
Menge des R*. H*?(Q), H'®*?(Q), k&N, p=1, sind die iiblichen Sobolevriume
zum Exponenten p. Von £ setzen wir voraus, daB 0£2 von der Klasse C® ist
und £ lokal auf einer Seite von 0f liegt. Sei D die Menge der (Cy(§2))"-
Vektorfelder ¢ mit V-¢=0. Der Abschlub von D in der (L*¥2))"-Norm heiBt
H, der AbschluB von D in der (H¥2?(2))*-Norm heiBt V. V’ ist die Dualisie-
rung von V beziiglich des (L% 2))"-Skalarprodukts. Bei einem Banachraum X
sind L?((0, T), X), 1=p=<co, und C*[0, T], X), kN J{0}, die iblichen
Ridume meBbarer, bzw. stetiger, bzw. k-mal stetig differenzierbarer Abbildungen
von (0, T) bzw. [0, T] in X.

Endlich ist A*2(Q)={f|fe L2(Q), Vf< L?(2)}, versehen mit der Halbnorm

(SQlVf(x)lpdx)llp.

der Exponent durch den groBeren zu ersetzen. Bei diesen Re-

II. Abschiitzung der Nichtlinearitit.

‘ DEFINITION II. 1. Sei u, (L))", Vue(L,(2)*. Dann ist #-Vu der
fast iiberall in £ erklirte Vektor mit den Komponenten

n A
3 1<i=a.
i=1 axi

HiLrssaTz I1.2. Sei T>0. Seiues L0, T), (H**(2)")NLY(O, T), (L*)™).
Dann st
u°VuEL<"+2”<”+D((O, T), L(n+2)/(n+1)(g>> .

BEWEIS. Sei p=1— Wir haben

2
242
n

lu-Vul| Zc(p, n)(|Tu |20+ |u|@e/a-ey,

[ul%e o =c(n, DIults 2y |ullieighn,
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IVullZd oyr =l ullinnecon,

wobei
q’.a:Z’
r_ n+2 2_P /r__n+2 N

sind ([2, S. 27]).
Fiir den stationidren Fall benétigen wir den
HiLrssaTz II. 3. Sei us(H¥¥(2))". Dann ist

u-Nues LM ®-5(Q),
BEwEIs. Es ist

lu-Vul?<c(n)(|u|v%4|Vy |r%)

mit
1 1. 1
q-q1 2 n’
1 i 1 1
:-—, —:1-———._’
qq: 2 q n

also g=n/(n—1), ¢;=2(n—1)/(n—2), ¢,=2(n—1)/n. Im Falle n=2 wihle man
4:=¢,/(q.—1). Mit [2, S. 27] folgt die Behauptung.
Hirrssatz 1. 4. Sei p>1, us(H>*?(2))". Dann ist

lu-Nul oy =c(p, n, Dlulcae, oyl &non+ullifrem) .
BEWEIS. Zunichst ist
lu-Vul =em)(ul®+ul®?),
und dann nach [2, S. 27]:
lulltzspconr=c(p, n, Dlulluz. v lulliznwn,

INullBsprzconn=c(p, n, Dl ullcuz. pcoys™lu|ncann,

woraus die Behauptung des Hilfssatzes folgt.

III. Uber die Eindeutigkeit schwacher Losungen bei den Stokes’schen
Gleichungen.

Wir benétigen den folgenden Satz:

Satz III. 1. Sei p>1, pi%. Sei V-3=0, ¢ sei aus (H*?(Q)"~H"*?(2)",
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sei f€ L?(0, T), (L?(2)™). Dann gibt es genau ein u< L?(0, T), (H*?(2))")
AL?0, T), (H2(2)») mit uw'eL?(0, T), (LP()") und ein He LP(0, T),
H2(Q)) mit

w —vAu+Vp=y,

V-u=0,
u(0)=¢ .

v ist hierbei eine positive Konstante. AuBerdem gilt die Abschdtzung

N T °T
W, Dlle={ 1070t + | T crml
+S:“vﬁ(f)1l&p(9)>"dt

=c(n, v, p, QX”QEHf’m,p(Q))n)+S:]1f(t)“&p(m)”dt)o

Fiir n=2, 3 wurde dies von Solonnikov bewiesen. Fiir n=4 l4Bt sich
Satz IIl. 1 mit denselben Methoden nachweisen, die in Anlehnung an [7],
Kap. IV entwickelt wurden. Da dem Autor jedoch keine explizite Literatur-
angabe hierzu bekannt ist, geben wir einen Beweis, der—bis auf das Cauchy-
Problem—nicht ins Detail geht, sondern die Punkte hervorhebt, die vom
Beweis von Solonnikov verschieden sind bzw. mit ihm {ibereinstimmen.

Sei L¥(2)=H®I die Zerlegung in den AbschluB H der divergenzfreien
Cs(9)-Vektorfelder beziiglich der L*2)-Norm und in I={Vf|feLi.(2),
V7is(L¥2)"}. Sei P der Projektor auf H. Wie im Beweis von Satz IIL 5
unabhidngig von diesen Ertrterungen bewiesen wird, ist —yPA ein positiver
selbstadjungierter ~Operator mit Definitionsbereich (H?22(Q))"\(H-2(Q2)"
N{gloeH(D))", V-¢=0}. Wir bemerken hierzu, daB der Beweis auch im
Fall unbeschrinkter 2 giiltig bleibt.

BEWEIS. 1. Das Cauchy-Problem, d. h. 2=R". Sei Pf(t)=f(t) fir fast alle
t<(0, T). Sei

feCY([0, T], D(—vPA)),

o= D((—vPA)).
Bekanntlich ist

u(t):e‘“‘””‘”(p%—gz e~ U=H PO P s

Losung der Differentialgleichung
uw' —yPAu=f, w(0)=¢
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mit u(:)eC%[0, T, D(—PA)?), u'(-)=C([0, T1, D(—PA)). Somit ist —vAu(t)
+Vp()=—u'(t)+f(t). Fir jedes t=[0, T] ist dies ein lineares elliptisches
System gemiB (s. [4, S. 308]), auf das wir Theorem 10.5 in anwenden
konnen. Wegen u/'(t)+f(t)es H**(R") folgt: u(t)e H**(R"). Da V-Au($)=0 ist,
ist Au(f)eH. Also ist

u' —vAu=f, u(0)=¢.

Wir bemerken, daB Au(t)e H nur gilt, weil wir als zugrundeliegendes Gebiet
2=R" gewihlt haben, d.h. das Cauchy-Problem betrachten. Sei p eine Zahl
p>1, p+3/2. Wir setzen nun voraus, daB

fe L0, T), (L*(R™)™),  e=(H*?(R™)"

ist. Nach Theorem 9.1 in [7, Kap. IV, §9], das auch fiir 2=R" gilt, wie der
Beweis zeigt, folgt jetzt die Abschitzung

T 7
So [ M'(t)”g’me"))"df‘FSO ()l B2, pr™>nd

=c(y, P)(Sjl!f(t)il&f’m”»ndt+ ol care, pcn"n") .

Durch Zuriickgehen auf das urspriingliche Gleichungssystem folgt :

T T
(1L 1) [ @peamrdi+{ 1u s pcamondt
T
+{Ivpzramat

=cv, O, DIz ams dt+ g lrn peamon)

Nun approximieren wir ein beliebig vorgegebenes & (H*?(R™)" mit V-¢=0
durch ¢,e(C7(R™)" mit V-¢,=0 und ein beliebiges fe L?((0, T), (L*(2)H™)
mit V- f(t)=0 f.4. in (0, T) durch Elemente

Fu="3 gtores

mit pfe(C(RM)", V-¢4=0, ¢¢=C([0, T], R).
Die Abschitzung (III. 1) liefert dann die Behauptung des Satzes im Fall des
Cauchy-Problems und divergenzfreier dubBerer Kraft.

Sei f nicht notwendig divergenzfrei. Bekanntlich ist (L ,(R™)"=H,(R")
+ {Vf|fe LE.(R™), Vfe(L?(R")"}, wobei H,(R™) der AbschluB der divergenz-
freien (Cy(R™)"-Vektorfelder in der (L,(R"))"-Norm ist. Der Durchschnitt
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von H,(R™ und {Vf|--} ist der Nullvektor und die Projektion P von (L (R™)"™
auf H,(R™) ist beschrinkt. Somit erhalten wir die Behauptung des Satzes
auch im Fall nicht notwendig divergenzfreier f.

2. Das gemischte Problem im Halbraum x,=0. Wir wollen nun den Satz
III. 1 im Fall =0, f=0, ={x|x,>0} und moglicherweise von Null verschie-

dener Randwerte
u(t, X1y *°0y Xn-1y 0>:b(t’ X1y *0 xn—l)

untersuchen. Dabel ist b ein hinreichend glatter Vektor mit

bn:O’ also SR"-lbn(t’ X1y, 0y xn—l)dxl dxn—lzo )
b(O: X1, 7 xn—l>:0~

Bekanntlich ist M"(x):_(n——_%ﬁ_lx |~*=® die zu Au=0 geho6rige Grundlésung.

Dabei ist £, der Fldcheninhalt der Oberfliche der Einheitssphdre des R™.
Setzt man

[t x)=(zryt) 2= - >0,

I.(t, x)=0, <0,
so erhdlt man bekanntlich die Grundlésung von u,—vAu=0. Sei wie in

—_ _Fn(t, y” O)
A(t, x)_SR""l (n—=2)2,1 x—y’|
Wenn b fiir groBe |X|, #=(xy, -+, xa-1), hinreichend schnell verschwindet, so
wird durch

wrdy'={__ Tut, 5/, OMa(x—3)dy’ .

n-1t
~

i(t, X, x,)= So(SRn-l Gif(t—7, =y, x)bi(z, y)dy))dr , 1=i=n,

Jj=1

Z v an Jeno MGy, 2a)b(t, 3)dy
= x40,

n-1 g (tdr o
+4”J§1 axJ SO_T—SR"_ij(t_T, y)A(T; =Yy, xn)dy )
wobei
. ol’, N 0
G,;j(t, X, xn):—Zuai,-W(t, X, Xn)—4V‘§;SRn_1 dy
n J
Tn aFn 0 ~ ~
XS aE (t: y, E)WMTL(-X Y, Xn E)dg
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sind, eine Loésung von u,—vAu+Yp=0, V-u=0, u| {x,=0}=0b, u(0, x)=0 gelie-
fert, die fir >0, x,>0 klassisch und, was # betrifft, in =0, x,=0 stetig
ist (s. [9] fiir eine n-dimensionale Formulierung der Losungsformeln im Falle
b,=0). Zunichst beweist man nidmlich wie in [8, §7 und §8], daB in x,>0
tatsdchlich

H,—vAG+Y5=0, V-i#=0

sind. Vermoge der Vertriaglichkeitsbedingung O-ter Ordnung folgt wie in [8§,
S.517, daB % in =0, x,=0 stetig ist und die Rand und Anfangswerte annimmt.
Genau wie in [8, S. 88, 82-86] beweist man, daB V) in jedem LP({¢, x)|{>0,
x,>0}) liegt, p>1, und der Abschitzung

T ~
(I3 00t o165 gmonlt

<ctv, 1, D yepnad] 3, 10%000, D17+ |-2t, )| ata

t>0

genligt®. Da 7 ein parabolisches System 16st, erhdlt man die Aussage des
Satzes III. 1 im Fall 2 aus [7, IV, §9]. Dies ist dasselbe Vorgehen wie in
[8, S. 89]. Insgesamt erhilt man die Abschidtzung

T T T
Xo ||u/(t)”&p<pn>)n+§0 | 4(2) || B2, p(Dn))n‘l‘SO IIVP(f)l[£P<Dn>dt

<, 5, | epnes], 310008, )17+ | 20it, )| Jatdy,

t>0
wobei D,={x]|x,>0} ist.

Wir betrachten nun noch den Fall, daB =0, f=0 sind, aber ¢ moglicher-
weise nicht verschwindet. Sei p>1. Bekanntlich ist P auch ein beschridnkter
Operator von L?(D,) in H,(D,)=AbschlieBung von {¢|¢p(C5(D)", V-¢=0}
in der (L?(D,))*-Norm und der auf (H*?(D,))*\(H**?(D)*N{p|ps(H2(D, )",
V-¢=0} definierte Operator —yPA erzeugt eine analytische Halbgruppe in
H,(D,) (s. [8, S. 51, 55]*, [10, S. 720-721]), so daB

“e_(WPANSD“ <H2,p<Dn))n§C(n, v, Dllole, PR

ist, ¢ aus dem Definitionsbereich von —yPA. Die Einschrinkung in der oben

1) Mit Hilfe der zu [8, (101)] und [8, S. 44-45] analogen Umformungen stellt
man aus der angegebenen Formel fiir » die [8, (100)] entsprechende her.

2) Damit fithrt man unser Problem auf den zunichst unter 2. behandelten Fall
zuriick. Man beachte, daB fir das Neumann-Problem in [8, S. 55] gilt: s(0, xy, -,
Xn-1,0)=0, also Vs(0, xy, -+, xp_1, X,) =0 in x,=0.
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zitierten Arbeit [10], daB das zugrunde liegende Gebiet des R™ beschrinkt
ist, ist nicht notig, da die dort benétigten Abschidtzungen fiir das instationire
Problem auch fiir D, gelten.

Mit Hilfe des Cauchy-Problems und des Rand-Anfangswertproblems in
einem Halbraum 4Bt sich in der iiblichen Weise das allgemeine Problem
behandeln, nidmlich.

3. Das gemischte Problem iiber einem zylindrischen Gebiet (0, T)X Q.
Wenn u, p eine Losung unseres gemischten Problems ist, so beweist man
zunidchst wie in [8, S. 55, S. 98-109] die Abschitzungen von u, p in der Nihe
des Randes von (0, T)X £, indem man 2. heranzieht (s. [8], (196)). Die
Beweise aus lassen sich genau iibertragen, da die erforderlichen Abschit-
zungen fiir die Hilfsfunktion s (Lésung eines Neumann Problems fiir x,=0)
vermoge der linearen elliptischen Theorie auch in n Dimensionen gelten. Die
Abschitzungen im Inneren von (0, T)X £ folgen mit Hilfe von 1. ebenfalls
wie in [8, S. 95-98, S. 109], indem man wie in [8, S. 98] das Cauchy-Problem
(181) betrachtet. Fiir die Hilfsfunktion s gilt das oben Gesagte. —Die Existenz
folgt aus den Abschitzungen, indem man mit Hilfe der Halbgruppentheorie
aus das Problem fiir f=C*[0, T3, (L?(2)") 16st und dann mit Hilfe der
eben bewiesenen Abschitzungen das urspriingliche Problem, d. h. fe L?((0, T),
(L?(2))™), durch Grenziibergang 16st.

DEFINITION IIL. 2. we L?((0, T), (H**?(2))*) heiBt schwache Losung zum
Exponenten p>1 iiber (0, T)X 2 der Gleichung

w' —vAw+Yp=0, V-w=0

mit dem Anfangswert g=(L?(2))", V-$=0, wenn V-w=0 und

T T
|, rat0s{ Tw, To)ar=(g, p(0)

ist fiir alle Testvektoren g LY(0, T), (H**%(2))") mit
V-o=0, ' €LY0,T), LY2)), ¢(T)=0.

1,1
— =1,
P

Satz . 3. Set w schwache Lisung zum Exponenten p>1, p+3/2, iiber
0, TYX R der Gleichung

w' —vAw+Vp=0, V- w=0

Dabei ist

mit dem Anfangswert 0. Dann ist w=0.
BEWEIS. Sei (¢, p) das nach Satz IIl. 1 existierende Element aus

LY, T), (H* (@)L, T), (H*»«(Q)™)x LY, T), H«2))
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mit
¢’ L0, T), (L%,
@' () —vAP(t)+IH()=F(w(T—1)),
V-¢=0, ¢0)=0,
wobei wieder f=(f%, -+, f™),

wl

|w|?-!

fHw)= w]

0 sonst, 1<I<n,

, w=+0,

ist. Sei p(t, X)=HT—t, x),
o(t, 0)y=§(T—t, x), (&, x)e, T)X2.

Dann ist
¢'(t, x)=—¢(T—t, x),
Ap(t, x)=Ap(T—t, x),
V-o(T—t, x)=0,
V(t, X)=VH(T—t, x)
und somit

— ¢’ —vAp+Vp=F(w),
V-0=0, o(T)=0,

und ¢’ LY, T), (LYL)™, @< LY, T), (H>(D)MNLWO, T), (H* 1)),
pe L0, T), H*¢(£2)). Somit ist ¢ als Testvektor in der . 2
zuldssig. Dies liefert:

T T
O:SO(w, ~—go’)dt+vso (w, —Ag)dt

I

[ . =Tyt

[, fwyat,

T
Sollw(t)H%’mg»ndt.

Hieraus folgt w=0.
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Bei der Betrachtung der stationdren Stokes’schen Gleichungen konnen wir
uns im wesentlichen auf die Formulierung der Sidtze und Hilfssidtze besch-
ranken, da ihre Beweise sich an den instationdren Fall anschlieBen.

DEFINITION III. 4. we(H*»?(2))" heiBt schwache Losung zum Exponenten
p>1 iber £ der Gleichung

—vAw+Vp=0, V-w=0,
wenn

V- w=0, uSQ(Vw, Vg)dx=0

ist fiir alle Testvektoren p=H*%(Q) mit V-p=0. Dabei ist —;;—{—%:1.
Statt Satz IIl. 1 gilt nun der

Satz lIL. 5. Sei fe(LPQ))*N(LXL)" fiir ein p>1. Dann gibt es genau
ein us(H>P(Q)"NH""2(Q))™ und ein ﬁeﬁ“’(!)) mit

—vAu+Vp=r,
(1. 2) {

V-u=0.

BEWwWEIS. Das System (III. 2) ist elliptisch im Sinne von (siehe [4, S.

308]).
Sei p=2. Aus Theorem 105 in folgt, daB fir jedes us(H**Q))"
NH" )™ und jedes p mit VH=(L*R))", die dem System

—vAu+Vp=f, V-u=0
geniigen, eine Abschidtzung
(1L 3) Nl ez 2cnnt 19Dl L2cay S e, ny, DI flczzcrsn

gilt (s. [12], S. 33 und [4], S. 307 oben). Sei P der Projektor auf den Ab-
schluB H von {ple=(Ci(@)", V-¢=0}. —vPA ist somit ein auf D={u|
ue (H2 (D))" NH2(Q)", V-u=0} erkldrter positiver abgeschlossener sym-
metrischer Operator. Wir untersuchen den Wertebereich von —PvAu.
(—vPA*(vPA) ist selbstadjungiert und JI+(—vPA)*(—vPA) ist beschriankt
invertierbar. Dariiberhinaus ist

I(=vPAXI+(—vPA(—vPA) | =1

und (—vPA)YI+(—vPAY*(—yPA))"' ist selbstadjungiert und eineindeutig.
Demnach ist

(1L 4) R({(—yPA)I+(—vPA*(—vPA))")=H,

so daB zu jedem Element der Form
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(1IL. 5) g=(—vPA)I+(—vPA*(—vPA)'f,

f€H, genau ein u€D mit —vPAu=g existiert. Da die g der Form (Ill. 5)
aber dicht in H liegen, ist —vPA mit Definitionsbereich D selbstadjungiert
und R(—vPA)=H, d.h. (IIl. 1) ist fiir p=2 in der im Satz IIl. 5 angegebenen
Weise losbar. Fiir beliebigen Exponenten p<2 gilt wieder die (IIl. 3) entspre-
chende Abschitzung (s. [12], S. 33 und [4], S. 307). Fur p<2 folgt unser
Satz dann durch Approximation. Fiur p>2 folgt Satz IIl. 5 aus Theorem 10.5
in [1J, s. auch [4], S. 308.

Satz IIl. 6. Sei w schwache Lisung zum Exponenten p>1 iiber 2 der
Gleichung

—VAw+VF=0, V-w=0.

Dann ist w=0.

BEWEIS. Fiir p=2 ist nichts zu zeigen, fur 1<p<2 wdihle man ¢ als
Losung von —vAp+Vp=7f(w), V-¢o=0.

IV. Die Navier-Stokesschen Gleichungen.

DEFINITION IV. 1. Sei fe L™+»/@a+d((Q, T), (L™+D/+D(ON) - (u, ), P

eD'(Qr), us L0, T), H (2NN L=(0, T), (L¥(2)") heiBt schwache Losung
schlechthin oder Hopfsche Lésung des Systems

. w —vAu+Vp+u-Vu=f
(Iv. 1) Veu=0
u()=¢
tiber (0, T)X2 zum  Anfangswert (LY Q)" N(H *+D/ D)~ (o]
Pe@' Q)" V- =0} N(H> /DO wenn V- u(t)=0 fast iiberall in (0, 7") und

av. 2) | @ ratf , Vgo)dt—%—S:(u-Vu, o)dt

=—{.(, 9+, 90),
ist fir alle Testvektoren ¢ mit ¢’ L%(0, T), (LY(2)™),
o= LU0, T), (H™Q)"), V-o=0, o(T)=0.

J[.

n+1

BEMERKUNG. 1. Nach Hilfssatz II. 2 ist wu-Vue L®+/a+0((0 T),
(L)), Daher ist S:(u_-Vu, @)dt sinnvoll.

Dabei ist ¢ der zu nt2 duale Exponent n-+2.
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2. Sei fe LasniasnQ T), (La+»1a+(0)my~ L0, T), V7). Sei
ue L¥(0, T), (H™2(2)MN\L2(0, T), (L¥2)™ Losung von (IV. 1) im Sinne von
[5, S. 691 zum Anfangswert @, V-¢=0, @(L¥Q))"N(H" +»/x+D(Q)n
N(H2 @+21asb OB Dann gilt (IV. 2), da die Element der Form

N
§1 &Dey,

e, Veor=0, &eC(0, Tl R),

&(T)=0, dicht im Raum der Testvektoren ¢, versehen mit der Norm

}(n+l)/(n+2)

T T
(Ot o adt+] 1e®ITRE B g ndt

liegen.
SATZ IV. 2. Sei fe L2/, T), (LD ONIYALY(0, T), V). Sei

e (Qr). Sei (u, p) Hopfsche Losung oder u Lisung im Sinne von [5, S. 69]

des Systems
uw —vAu+Vp+u-Vu=f

V-u=0 u(0)=¢
iiber (0, T)XQ zum Anfangswert ¢&(LAQ))"NH" ®+D/ADON~ ()
G @ (Q))7, V- =0} A(H® * DI D(@QN. Dann ist
we LI ((0, T), (HE /(@)
AL®DmD((0, T), (H™ 2/ reb(Qn)m)
w'e L0, T), (Lr+»Ie+n(Q)n),
Vpe Lr»1man((Q, T), (LRI D))
BEWES. Sei (#, p) die Losung nach Satz IIL 1 des Systems
' —vAG+Vp=Ff—u-Tu,
V-w=0, w(0)=¢,
wobel wegen u-Vue& L*2/CD((Q, T), (L+2/+0(Q)™) (s. Hilfssatz II. 2) als

Exponent (n-+2)/(n+1) zu wéahlen ist. Offenbar ist @—u schwache Losung
zum Exponenten (n+2)/(n+1) des Systems
w' —vAw+Vp=0, V-w=0
iiber (0, T)X Q2. Daher ist nach Satz Il 3 @=u und Vp=V35.
Wir behandeln noch das stationdre Problem.

DEFINITION IV. 3. Sei fe(L™™ V(@) (u, p), p=D'(Q), uc(H*(2))", heibt
schwache Losung schlechthin oder Hopfsche Losung des Systems
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v. 3)

{ —vAu+u-Vu+Vp=f,
V-u=0

tiber 2, wenn V-u=0 und
av. 4 vSQVu-Vngx+SQ(u-Vu)~gadx:Sg Frpdx
ist fiir alle Testvektoren pe H’"*(2) mit V-¢=0.
BEMERKUNG. 1. Nach Hilfssatz II. 3 ist u-Vue L®*-2(0). Daher ist

Sg(u -Vu)-@dx sinnvoll.

2. Wenn u Losung von (IV. 3) im Sinne von [5, S. 98] ist, gilt offenbar
auch (IV. 4).

SATZ IV. 4. Sei fe(L™ D))" N\(LYL)". Sei pD'(2). Sei (u, p) Hopfsche
Losung oder w Lisung im Sinne von [5, S. 98] von

—vAu+u-Vu+VGp=f, V-u=0

iber Q. Dann ist ue(H>™ D))", Vpes LM ™-D(Q).
BEWEIS. Sei (@, p) die Lésung nach Satz III. 5 des Systems

—AG+Tp=f—u-Tu, V-i=0,

wobei wegen u-Vus L™ ™-9(0) als Exponent p= zu wihlen ist. Offenbar

n
n—I1
ist w—u schwache Losung des Systems

—vAw+Vp=0, V-w=0

iiber £ zum Exponenten n/(n—1), also nach Satz IIl. 6 @=u, V;:Vﬁ.

V. Stetige Zweige.

SATz V. 1. Voraussetzung: Sei p>n-+1. Seien g, f€ L?(0, T), (LP(&))™).
Sei g (H=2 ()" NH™2(Q)", V-3=0. Sei usc L?(0, T), (H*?(2)")NL*(0, T),
H 2 2(Q)", pos LP(0, T), A*?(2)), sei

uy— AU+ potuo- V=1
V’uozo UQ(0)=¢0

mit einem G, (H>P(Q)"NHP()", V-3,=0. Zu jedem o<[0, 1] existiere
eine schwache Losung (u,, p,) des Systems



Instationdren Navier-Stokesschen Gleichungen 277

W —vAu+VGp+u-Vu=(1—o)f+og
P, { V-u=0
u(0)=(1—0)go+a¢

mit folgenden Eigenschaften: Fiir 0=0 ergibt sich die zu Beginn des Satzes
eingefiihrte Lisung (uo, po). Fiir ¢, 0,€[0, 1] ist

ess sup [lu,,(t) s, (Dliznc=f(la:—01])

mit einer Abbildung f: [0, 1]—R*, f(0)=0, die im Nullpunkt stetig ist. Behaup-
tung: Dann ist

u, € L2((0, T), (H>2 ()N L2, T), (H*7(2)"),
uze L?((0, T), (L7,
Vb, L0, T), L¥(D)).

BEMERKUNG. Fiir groBes p, d.h. p>n+1, heiBt dies, daB sich jede
schwache Losung, die sich stetig durch Losungen hindurch mit einer regulidren
Losung verbinden 14Bt, selbst reguldr ist. Stetig bezieht sich dabei auf den
Raum L>((0, T), (L™(£2))"). Es sei bemerkt, daB dies insofern eine Abschwi-
chung des Serrinschen Regularitdtskriteriums [9] darstellt, als dort in einer
vergleichbaren Topologie die Lésung in L=((0, T), (L**())™) sein muB mit
einem ¢>0. In Kapitel VI soll Satz V. 2 auf die Dimensionen n=3, 4 ange-
wendet werden.

BEWEIS. Sei 2 die Menge aller ¢<[0, 1] mit der Eigenschaft, daB fiir
die schwache Losung (u,, p,) des Systems P, gemiB Voraussetzung gilt:

u, € L0, T), (H*P(@NMNL2(O, T), (H2(2)™),
u€ L2(0, T), (LP()™),
Vb, L0, T), (LP(2)™).
2* sei die Menge aller ¢<[0, 1] mit

1. [0,0]CY,
T, T T
2. | utItr @t + [ lu Ol nianmdt +{ 195012 o mat

éC(n, Y, ‘Q’ p) g, f’ m(uo; 50)1”T)

XUI@ollczre ooy 16l care. pery®
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+{ aronnea+g®inrmdn,  0=r=o.

2* ist nicht leer, da 0€2. Sei nun ¢,=2*, ¢,=23. Es ist nach Satz III. 1

T T
So ]lu,’,z(t)——uf,l(l‘)H{’LP(g))"dt-}-go “uag(t)—‘ual(t)”{’m,p(m)"dt
T ~ ~r
+ 198, ()=B, (D Er o dt
T T
Zc(n, v, 2, P)(”@o“(m,p(Q))“+I|¢I|(Hz.p(Q))n"*‘So Hf(t)“&pm))"dt—i“go lg(ONFryyndt

T T
| Nty VurDlrandt +| s, Tuo (D1Er 0 d?).

Wir befassen uns nur noch mit den letzten beiden Termen rechts. Es ist
wie beim Beweis von Hilfssatz II. 4:

T T r
(o, Tusfizedrsctn, o) 1o, o 12ardt + [ 11 9us, 12010 dt),
T
=c(n, D), 1tto, =0, |+ 1100, I'I17
T
| T =T |4+ 1T, 12 g7 )
T
éC(?’l, D, Q>(SO Huaz_uo'lnnglp(!)))nHu(rz—ualuggp(!)))ndt
r 9
| Vel pcomnll e, = 1o, B2 corsndt

T T
+{ M, 1o+ 11700, 17180 0o dt ).
Ebenfalls wie beim Beweis von Hilfssatz II. 4 sieht man, daB man die

beiden letzten Terme rechts durch [j(u,,, ﬁ,,l)EHT abschitzen kann. Nach Hilfs-
satz II. 4 kann man auch

i
[ e, T I nat

in dieser Weise abschédtzen. Somit haben wir, falls |o,—0,| <0=d(n, v, p, 2, f)
eine Abschitzung der Form
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Itey=thoy Poy—Dolz=c(n, p, v, 2, f, o1, l(we, Plllz)
~ 11 r
X(Ipol2 ot -+ +] leOercannd?)

und damit auch eine Abschitzung

m(u02’ 50‘2)|”T§c(n’ p) Y, ‘Qy f} (¥ m(uO; p)EHT)
(168t -+ +] 12O tocannd?)

gewonnen. Man beachte, daB J nicht von ¢, abhingt. Insgesamt folgt, daB
[0, o, +01N{a|[0, s]C I} 3* ist. Sei {w,} eine Folge mit

w,& L?((0, T), (H*2(2))")
w,€ L0, T), (LP(&)").

Wegen p>n+1 ist

T T
ku”?c“(@p)néc(n, b, ‘Q)(SO Il wﬁ(t)”f’w(!)nndf‘{”go vay<t)[|&p<9))ndt)

n+l

mit a<1l—-— Wenn also

T T
lwllr={ 1wi®l7randt +| 1001 ne.peondt <1

n+1

ist, so existiert eine Teilfolge {w,} mit w,,—w in (C*(Qr)", a<l———j;f~f,

lwllz=<1. Insbesondere ist dann

SQTI w,, Nw,,—w-Vw|?dxdt<c(n, p, Q)(SQTIwajlpdxde Wy;— W] @ prn

+prj”(00<6T>>n§QTvayj—VwIpdxdt).
Wegen
Nw, () —Vw()l czpcrrn
=c(n, p, Dlw, (O)—wHz p@ysnlw, () —w(lcogH®

folgt endlich, daB

S lw, -VYw, —w-VYw|?dxdt —0.
QT J J
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Ordnen wir also jedem w mit [jwl|ly<co die eindeutig bestimmte L&sung
u=aw mit
uw' —vAu+w-Vu+Vp=1—0)f+0og,

V-u=0, u(0)=1—0)@,+0¢

zu, so ist g kompakt, 0<0¢=1. Alle Fixpunkte von g, 0=7r<1, 0=Z0=0,+0
bleiben, wie eben gezeigt, in der ||-|l»-Norm beschrdnkt. Nach dem Schaefer-
schen Fixpunktsatz ist also [0, ¢,+d]C2, also [0, o,-+0]C2*. Da d von o,
nicht abhing, folgt: [0, 11=Y=23*, was zu beweisen war.

VI. Eine Anwendung.

Sei in diesem Kapitel die Raumdimension n=4 oder 3. Dann gilt der

SATz VI. 1. Es gibt eine nur von v, 082 abhingige Konstante c(v, 0Q2) mit
der folgenden Eigenschaft: Zu jedem o<[0, 1] und zu jedem S=(H>*(Q)"N
(H" Q)" mit V-¢=0 existiert eine Hopfsche Losung (u, p) des Systems

w —vAu+Vp+u-Vu=0,

V-u=0, u(0)=o0¢
mit
u'e L¥(0, T), (H™ Q)" L0, T), (L*(Q)™),
wenn nur
@1l cae. 2coryn<cly, 082)P

ist. u=u, ist eindeutig bestimmd.

Beweis. Der Beweis befindet sich-—bis auf die Erorterung der Tatsache,
daB die Schranke fiir den Anfangswert ¢ nur von v, 02 abhingt—in [5], S.
82-84. DaB die Schranke fiir ¢ nur von y, 0f2 abhingt, folgt vermoge der
Abschéatzung |[u]lrsc=c(0D)|ullg1.2c0), ucH"*(2), ¢ eine von 0£ abhingige
Konstante, aus dem Beweis in [5], S. 82-84.

Ebenfalls aus dem Beweis in [5], S. 82-84 folgt, daB fiir alle Losungen
Uy 0S0=1,

T
VLD 1 condt +ess sup [ui(0lErzamn Zcls, T, 2)

ist.
Zum Nachweis der Regularitit der u, benétigen wir den
Satz VI 2. Durch

1) c¢(v,092) ist von der GroBe von £ unabhiingig.
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uq(t): [0, 1IX[0, T]—(LYL)"

ist eine stetige Abbildung gegeben, die daher insbesondere gleichmdBig stetig ist.
Die Funktion f, die gegeben ist durch

(VL. 2) J0)= sup llug,(t)—us (Ollczacrn,
Pt
0=<0<1, ist daher stetig im Nullpunkt mit f(0)=0.
BEWEIS. Wegen (VI. 1) miissen wir nur beweisen, daB u, (t)—u.(1) in
(L))", 0,— 00, 0=t<T. Fiir fast alle t=(0, T) und alle veV gilt

(VL. 3) (ui(t), v)Fv(Vu,(t), Vo) +(u,(t)-Vu,(t), v)=0, 0=o=1.

Da u,=C%[0, T], (H*¥2)"), also auch C%[0, T], (L42))™ ist, folgt mit
(VL. 1), daB (u,(#)-Vu,(t), v) fiir jedes ¢=[0, T] stetig in ¢ ist. Somit erlaubt
u! eine Fortsetzung auf [0, 7], die dort schwach stetig ist. Diese Fort-
setzung sei ebenfalls mit u, bezeichnet. (VI 3) bleibt giiltig. Wir haben

(VL. 4) (U, (1), us () +2IVu, (1)][*=0.
Nach [5], S. 86 gilt
(VI 5) Ug,—Us

in C°([0, 77, (L¥2)™. Mit (VL 1) folgt
(VL 6) Vu;,—Vus schwach in L¥(0, T), (L*(&)™).
Endlich ist
(VL. 7) (ua(t), uq(£)+2[Vu()[*=0.
Fir ve(CP(2)", V-v=0 ist
(U5 (D—ug(t), V)=2(u, ,(t)—uq(t), Av)

_(uaﬂ(t)'vuuy(t)_ud(t)'vua(t)y U) .
Wegen ’
(0, () Vg (1), 0)=—(g (), u, (1)),

(o(2)Vuy(t), v)=—(uq(t)- Vv, u,(t))
folgt mit (VL. 5), daB
(us,()—us(t), V=0,  p—oo.

Wieder unter Zuhilfenahme von (VI. 5) folgt mit (VI. 4) und (VL. 7)
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I[Vug#(l‘)]l zzconn— [N ()l czecor>n -
Wegen

(Tats ()= Tuo(D), D)

:S:(Vuf,y(f)——Vu;(z'), Ndr+(o, Ng—0V, ), (LD,

folgt mit (VI. 6), daB
_ Vi, (£) = Vu,(t)
schwach in (L*2))", also

Uq, (1) = u,(t)

in (H*+%(0))* und damit in (L4Q))". Damit ist der Satz bewiesen.
Satz V. 2 liefert jetzt den
SATZ VL 3. Sei p>5. Sei ¢e(H> (@) A(HQ)", V-$=0. Sei

[l care.econm=c(y, 02).
Dann liegt die Lisung (u, p) nach Satz VL 1 des Gleichungssystems
w' —vAu+u-Vu+Vp=g,
V-u=0, u(0)=¢,
Sfiir die ' L¥(0, T), V)NL=(0, T), H) ist, in
L?((0, T), (H*2(@))")x L?((0, T), H*?(2)).

BEMERKUNG. Fiir n=3 folgt die Regularitit der betrachteten schwachen
Losungen aus den Resultaten in [4], die innere Regularitit schon aus den

Resultaten in [11]. Fiir n=4 sind die Resultate aus oder [117] nicht
anwendbar, da wir lediglich {iber eine Abschitzung fir

sup [lu(t)ll zneoyyn=sup |u(t)]zecors
0stsT 0stsT

verfiigen. Fiir n=2 ist keinerlei Einschrinkung an die Anfangswerte not-
wendig, es gilt fiir das nichtlineare Problem in vollem Umfang das linearen
parabolischen Gleichungen entsprechende Resultat, s. hierzu [13].
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