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§1. Introduction.

Soit f(z) une fonction méromorphe d’ordre non zéro dans le plan fini
|z]| <co. Alors, on sait bien qu’elle admet au plus deux valeurs exceptionnelles
au sens de Borel et au plus deux valeurs exceptionnelles au sens de Nevan-
linna de défaut 1 (voir Nevanlinna[3]). De plus, il est connu bien qu’il y a
un exemple d’une fonction méromorphe dans |z|<co admettant une valeur
exceptionnelle au sens de Borel sans étre exceptionnelle au sens de Nevan-
linna (Valiron [6]) et un exemple qui admet une valeur exceptionnelle au
sens de Nevanlinna de défaut 1 sans étre exceptionnelle au sens de Borel
(Nevanlinna [3]). Clest-a-dire, les deux notions sont indépendantes a un sens.
Mais, on a trouvé le

THEOREME A. Soit f(z) une fonction méromorphe d’ordre non zéro dans
le plan fini |z|<oco. Alors, elle admet au plus deux valeurs exceptionnelles au
sens de Borel ou au sens de Nevanlinna de défaut 1. De plus, s’il y en a deux,
Pordre de f(z) est entier quand il est fini (Toda [5).

Il est naturel de considérer si le théoréme A est valable dans le cercle-
unité. Pourtant, la méthode utilisée pour le démontrer n’est pas applicable
aux fonctions méromorphes dans le cercle-unité. De plus, la dérniére partie
du théoréme A n’est pas nécessairement vraie dans le cercle-unité parce qu’il
y a une fonction méromorphe d’ordre positif quelconque dans |z| <1 admet-
tant deux valeurs exceptionnelles au sens de Picard (voir § 3). Cependant,
la premiére partie du théoréme A est valable aussi dans [z|<1. En effet,
dans ce mémoire, on introduit une méthode applicable aux fonctions méro-
morphes dans le cercle-unité et donne quelques généralisations du théoréme
de Picard-Borel, qui contiennent le théoréme A quand on considére dans le
plan fini |z| <oco.

On utilise les symboles usuels de la théorie de Nevanlinna des fonctions
méromorphes (voir Nevanlinna [3]).

*) Ce travail a été fait en partie avec l'aide de la fondation de Sakkokai (The
Sakkokai Foundation).
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§ 2. Dans le plan fini.

Dans ce paragraphe, on généralise le théoréme A. Soit f(2) une fonction
méromorphe d’ordre p, 0< p=co, dans le plan fini |z|<co. Comme dans
Toda [4], on dit qu'un nombre a est admissible & f(z) quand

0=a<p si 0<p< oo,
W { .
O<a< oo si p=oo.

On utilise les notations suivantes:
r T(t,
Tutr, v ) =Tolr, = [ T4t

Na(r! Yo, Q, f): Na(r, a, f): § N(t a, J:L

tl-i'a’
0., )= 04(a)=1—lim sup - fﬁfr af )f) '

et

_ N, a, f)
dua, f)=4dLa)=1 hrgﬂglf T.r, 9

ol 7, est un nombre positif fixé quelconque et a est un nombre complexe,
fini ou non (voir Toda [4].

On dit que J.(a, f) est le défaut modifié de f(z) en un point a. La quan-
tité J.(a) est indépendante du choix de r, quand a est admissible a f(2) ou
égal a zéro (Toda [4)).

On dit qu’une valeur a est exceptionnelle au sens de Borel pour f(z) si
Vordre de N(r, a, f) est plus petit que p (ou fini quand p=o0). (Il y a des
autres définitions quand p=oo, mais on utilise la définition donnée ici.)
Soient B, (ou B) '’ensemble des valeurs exceptionnelles au sens de Borel pour
f(z) et N(B;) (ou N(B)) le nombre des éléments de B,. Alors, N(B)<2 et si
N(B)=2, f(z) est a croissance réguliére et p est entier quand il est fini, par
conséquent les défauts des éléments dans B sont égals a 1 (voir Valiron [6).

On donne, d’abord, quelques lemmes.

LEMME 1. Pour a>0 et r,>0,

Surro 1= [ SEL = o( [ 1BTED. 41

ou S(t, f) est le terme d’erreur dans le deuxieme théoreme fondamental de
Nevanlinna (Nevanlinna [3]).
LEMME 2. Pour a< B admissibles a f(z) ou a=0, on a

0(a) = 04(a) = 95(a) = dg(a) = 4u(a) = 4(a)

ol a est valeur quelconque, finie ou infinie (Toda [4]).
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On note qu’il y a un exemple d’une fonction méromorphe (soit g(z)) dans
|z] < co tel que
o(a, g) # d.(a, g)
pour une valeur a et un nombre « admissible a2 g(z) (voir Toda [4).
LEMME 3. Si une valeur a appartient a By, il ¥y a un nombre a admissible
a f(z) tel que
0a(a, f)=1. .
En effet, prenons un nombre « tel que

I'ordre de Nr,a)<a<p,
alors
N (7, a)=0Q).
De plus, a étant admissible a f(2), Tu(7, f) tend vers linfini si r—oo. Par
conséquent, on a
oa, /)=1.

LEMME 4. Si pour un nombre a admissible a f(2)

1 No(7, 0, /)+Nu(r, ) __
Ka(f)—hrrrli}}p T(r F) =0,
qui est indépendante du choix de r,, 'ordre p de f(2) est entier ou infini (Toda [4]).
Utilisant ces lemmes, on donne deux théorémes.
THEOREME 1. Sotient f(z) une fonction méromorphe d’ordre p, 0 < p = oo,
dans le plan fini |z|< oo et a un nombre admissible a f(2) quelconque. Alors,

on a
> dala, f)=2—N(By).
a.GEBf

DEMONSTRATION. D’aprés la proposition 2 dans Toda [4], on a pour ¢

valeurs distinctes quelconque a,, --- , a, (finies ou non, ¢ = 3) I'inégalité
q
(2) (q—-z)Ta("’r f) é izzl Na(r; ai)+Sa(T’ f)

ou Su(7, )= Salr, 7o, ).
1) Le cas ol B=¢. Ce théoréme est le méme que la proposition 4 dans

Toda [4].
2) Le cas ou B contient un seul élément. Soient B={b} et 8 un nombre
admissible a4 f(2) quelconque tel que
0p(b, /) =1
(Lemme 3). Alors, a l'inégalité (2) a étant admissible a f(2) quelconque et ¢
aussi étant quelconque, si on prend @ = f, en vertu du lemme 1, on a

$104e) = 1=2—N(B),
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de sorte qu’en utilisant le lemme 2, on a le résultat.

3) Le cas ou B contient deux éléments. Soit B= {b,, b;}. Alors, l'ordre
de N(r, b))+ N(r, b,) est plus petit que p. Prendrons un nombre 8 admissible
a f(2) et plus grand que l'ordre de N(r, b))+ N(7, b)), alors

Na(r, b+ Ng(r, b)=0Q),
par conséquent, Tg(7, ) tendant vers l'infini,
0p(by) =0dg(b)=1.
De (2) et du lemme 1, on a

3 05(a) <0=2—N(B),

de sorte qu’en utilisant le lemme 2, on a le résultat.
COROLLAIRE 1. Soit f(z) une fonction comme dans le théoreme 1, alors,
on a

> o(a, f)=2—N(By).

aG-_'Bf
On obtient ce résultat tout de suite de ce théoréme et du lemme 2.
COROLLAIRE 2. Le nombre des valeurs exceptionnelles au sens de Borel ou
au sens de Nevanlinna de défaut 1 est au plus égal a deux.
C’est la premiére partie du théoréme A.
COROLLAIRE 3. Si N(B;)=2, pour a admissible a f(z) quelconque et a
nwappartenant pas a By, on a

dela, f)=0.

En effet, dans ce cas, f(2) est a croissance réguliére, par conséquent pour
by, by B,
0(bo, f)=10(by, f)=1.

Donc, en utilisant le lemme 2, on a

% 5&(a9 f) = aa(bm f)+5n’<bl! f) - 2 H

de sorte qu’en vertu de la proposition 7 dans Toda [4], on a pour tout a
du(a, f)=4dua, f).
D’autre part, d’aprés le théoréme 1, on a
ola, /)=0, a & By

En conséquence, on a le résultat.
THEOREME 2. Soient f(z) une fonction méromorphe d’ordre p, 0< p < oo,
dans le plan fini |z| < co telle que By n’est pas vide et a« un nombre admissible
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a f(z) quelconque. Alors, si p nest pas entier, B, contient un seul élément et
on a

> 0aa, f)<1.

aEEBf

DEMONSTRATION. Si B; contient deux éléments, il est connu bien que p
est entier, qui est contraire a notre hypothése. Donc, B, contient un seul
élément dans notre cas. On peut supposer que B;= {co} par une transfor-
mation linéaire si nécessaire. Alors, co € By, parce que l'ordre de f/(z) est
égal a celui de f(2) et 'inégalité

N(r, /)= N(r, /) =2N(r, f)

signifie que l'ordre de N(r, /) est égal a celui de N(r, f). Soit 8 un nombre
admissible & f(2) quelconque et plus grand que l'ordre de N(r, f), alors on a

Ng(r, f)=0(1) et  Ng(, f)=0Q1)
de sorte que

(3) 5,3(00’ f) - 513(009 f/) =1

parce que Tg(r, f) et Ts(r, /') tendent vers linfini si r— oo.
Supposons ici que pour un nombre « admissible a f(2)

2 0aa, fl=1.
az=00

On peut prendre a = 8 d’aprés le lemme 2. Or, grice au théoréme 1 dans

Toda [4], on a
4) 050, f)=1.
De (3) et (4), on a
0= Kp(f) =2—050, f)—0dp(co, )=0.

Cela veut dire que l'ordre de f7, qui est égal a celui de f, est entier d’aprés
le lemme 4, qui est une contradiction a I’hypothése. Cela signifie que pour
tout @ admissible a f(2)

2 0a(a, f)<1.
asEB

COROLLAIRE 4. Si le nombre des valeurs exceptionnelles au sens de Borel
ou au sens de Nevanlinna de défaut 1 est égal a deux, p est entier ou infini.

Cest la derniére partie du théoréme A.

N.B.1. On peut démontrer le corollaire 1 du deuxiéme théoréme fonda-
mental de Nevanlinna directement quand l'ordre de f(2) est fini; mais il n’est
pas possible quand l'ordre de f(z) est infini parce qu’il existe un ensemble
exceptionnel.

N.B.2. On peut localiser quelques résultats dans ce paragraphe en utilisant
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le deuxiéme théoréme fondamental localisé de Nevanlinna (F. Nevanlinna
et R. Nevanlinna [2]). Par exemple,

“Soit f(z) une fonction méromorphe uniforme dordre p, 0< p=oo, dans
R=|z|<oo. Alors, on a

T o, H=2—NB;

en particulier, le nombre des valeurs exceptionnelles au sens de Borel ou au
sens de Nevanlinna de défaut 1 est au plus égal a deux. S'il y en a deux, p
est entier ou infini.”

§ 3. Dans le cercle-uniteé.

Dans ce paragraphe, on généralise le théoréme de Picard-Borel dans le
cercle-unité. Soit f(z) une fonction méromorphe d’ordre p, 0 < p < oo, dans le
cercle-unité |z|<1. Différemment un peu du cas de plan fini (voir (1)), on dit
qu’'un nombre A est admissible a f(z) si

0<2<p.

DEFINITION 1. Pour un nombre 0<r,<1 fixé quelconque,
Tir, ro )= Talr, Y= T, YAty
Nilr, 70, @)= Nur, @)= | T:N(t, a)(1—H-1dt,
mar, 1o, @) =ma(r, 8= | r;m(t, Q)(1—ty-dt,

S, 7o £) = Salr, )= [ Stt, HA—ty-1dt

ou 2 est admissible a f(2) et St f) est le terme d’erreur dans le deuxiéme
théoréme fondamental de Nevanlinna.
PROPOSITION 1. 1) Ty(r, f) tend vers l'infini monotonement quand r—1.
2)

lim sup Log Tu(r, /) _ [

r—1 1
log 1—7r

p—A quand p< oo
oo quand p=oo.

DEMONSTRATION. D’abord on démontre 2). Soit » > r,, alors T(r, f) étant
positive, croissante et (1+7)/2>7, on a

T+0/2 1 =T pa—tar= [ e pa—oiar

=T £ | T(HT)/Z(I—t)“‘dt:(1——2"‘)(1—7')17‘(7', .



Théoréme de Picard-Borel 589

De cette inégalité, on obtient

log Tx(r, /) | = p—2 quand p< o

lim sup - ~ quand p= co.

r—1 . ,_,:,l',,k N
log 1—r

Supposons que p<oco. Alors, pour un nombre ¢ positif donné quelconque,
il y a un nombre », (>, tel que pour tout r=r7,,

T(r, H=A—r)e=.
Donc, on a

Tu(r, 1o £) = O+ A—tr-e=-1dy

= (1—7y"o"¢/(p+e—D+0WD),
de sorte que
,I,Qg,,Iz(ln D <2,

log 4~

lim sup -

r—1

Puis, on démontre 1). T(r, f) étant positive et croissante, T(7, r,, f) est
croissante. En utilisant 2) ici, on obtient 1).
N.B.3. Visiblement, 1) et 2) sont indépendants du choix de 7,.
PROPOSITION 2. Pour toute valeur a,
Ni(ri Yos Cl)—f-‘m,z(?’, Yoy (l) - TZ(V; ¥os f)+0(1) .

PROPOSITION 3. Pour g valeurs distinctes quelconque ay, -+, a4 (@ =3),

(=T, 7o, )= ZNir, 70, a5, 70, 1),

Sxr, 7o )=0(  log" Ttr, £)1—1*"dt)

pour tout r tel que r,<r<1.

Ces deux propositions sont obtenues tout de suite des deux théorémes
fondamentals de Nevanlinna et de la définition 1.

DEFINITION 2. Pour une valeur a (finie ou infinie),

.. m(r, v, @)
= = f— - — Ny
2, D= 0=t 6 e, £
_ Y _my(r, 1o, 0)
A D=A@=HmSup e, 7y
La quantité d,(a, f) est dite le défaut modifié de f(2) en un point a.

LEMME 5.

. »S,Z (7” 777:0}7]‘) J—
1:}}} T,z(?’, Yoy f) o O )
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En effet, de la proposition 3,

Sir, v, Y= 0( | log* T, A—0*dt) = o(T(7, 72, 1)

parce que T(r, f) et T (v, 7o, f) tendent vers I’infini monotonement quand r—1}
(Proposition 1.

N.B.4. Ce lemme est aussi indépendant du choix de 7,.

PROPOSITION 4. 1) Pour A admissible a f(z) quelconque,

CEIRT Nj{(ry VrO’ a) -
o (a)=1 hrf_‘_lsup T:(r, 70, )
Ni(r, 7o, @)

d@=1-tmint e 1)

et elles sont indépendantes du choix de r,.
2) Pour 2<t admissibles a f(2), on a

(@) = d(a) = 0(a) = d(a) = 4x(a) < 4(a).
DEMONSTRATION. 1) D’aprés la proposition 2 et la proposition 1-1), on
a deux égalités facilement. Ce qu’elles sont indépendantes du choix de 7, est
visible.
2) Les inégalités 6(a) < d;(a) et d.(a) < 4.(a) sont visibles des définitions
de d(a), 0;(a) et dx(a) (A= ou 7).
Soit @« =7—4, qui est positif. Alors, on a

T, ro ) =af Tty ro HA=Dd+To(r, 7y A=)
et

Nr(ry Yoy a) — aj' TN).(t’ Y05 a)(l—t)a_ldt+N2(rx Yo, a)(l__’,.)a .
70

De plus, pour un nombre ¢ positif donné quelconque, on a pour tout
rzrye) (=70
Nj(?’, Yo, a) é (1_5;(&)—“8)712(7', Vo f) .

En utilisant ces trois relations et de la proposition 1-1), on obtient
ox(a) = d-(a).

Le reste est visible maintenant.
PROPOSITION 5. Pour un nombre A admissible a f(z) quelconque, on a
1) Ulensemble N,= {a, 0,(a, f) >0} est au plus dénombrable et

2 T oa@=s2

GENX
En effet, de la proposition 3 et du lemme 5, on a cette proposition tout
de suite.
COROLLAIRE 5. > d(a, /)< 2.
a
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On dit qu’une valeur a est exceptionnelle au sens de Borel pour f(2) si
Pordre de N(r,a, f) est plus petit que p quand p<oo ou fini quand p= oo,
Soient B, (ou B) l’ensemble des valeurs exceptionnelles au sens de Borel pour
f(z) et N(By) (ou N(B)) le nombre des éléments de B;. On sait bien que
N(B) <2 en général. Différemment du cas de plan fini, p n’est pas nécessaire-
ment entier quand méme N(B)=2. En effet, soit

®) fi@=exp(@—2)*", p>0,

alors f,(z) admet deux valeurs 0 et co comme valeur exXceptionnelle au sens
de Picard, par conséquent, au sens de Borel parce que l'ordre de f,(z) est
0>0.

LEMME 6. Si une valeur a est exceptionnelle au sens de Borel pour f(z), il
existe un nombre A admissible a f(z) tel que

oxa, f)=1.
En effet, soit 4 un nombre tel que

lordre de N(r, a, f)< i< p,

alors
Ny(r, a, /)=0Q).

Donc, d’aprés la proposition 1-1), on a le résultat.

THEOREME 3. Soient f(z) une fonction méromorphe d’ordrve p, 0< p < oo,
dans le cercle-unité |z| <1 et 2 un nombre admissible a f(z) quelconque. Alors,
on a

ae%);fﬁl(a’ f)=2—N(B)).

DEMONSTRATION. D’aprés la proposition 3, le lemme 5, la proposition 4,
le lemme 6 et la définition 2, on peut démontrer ce théoréme comme dans la
démonstration du théoréme 1.

COROLLAIRE 6. %Ba(a, f)<2—N(B).

On obtient ce corollaire de la proposition 4 et du théoréme 3 tout de
suite.

COROLLAIRE 7. f(z) admet au plus deux valeurs exceptionnelles au sens de
Borel ou au sens de Nevanlinna de défaut 1.

C’est une généralisation du thdéoréme de Picard-Borel dans le cercle-unité
|z] < 1.

COROLLAIRE 8. Si N(By)=2, pour toute valeur a wappartenant pas a B,
et 2 admissible a f(z) quelconque, on a

al(a’f)za(a»f)zo'

N.B.5. Ces résultats ne peuvent pas étre démontrés directement du deu-
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xiéme théoréme fondamental de Nevanlinna quand méme p est fini différem-
ment du cas de plan fini.

N.B.6. Un résultat analogue au théoréme 2 n’est pas valide dans le cercle-

unité comme l'exemple (5) le montre.

(1]

(2]
(3]
[4]
£5]
£6]
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Université de Tohoku
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