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Sur les groupes de Chevalley.

Par Takashi ONO

(Regu le 18 avril, 1958)

Soit $\mathfrak{g}$ une alg\‘ebre de Lie semi-simple sur le corps $C$ des nombres com-
plexes. C. Chevalley [1] a construit, comme nous allons le rappeler dans \S 1
de cette note, une alg\‘ebre de Lie $\mathfrak{g}_{K}$ sur un corps $K$ quelconque qui a, en un
certain sens, la “ m\^eme structure ” que celle de $\mathfrak{g}$ r\’eduite modulo la carac-
t\’eristique de $K$. Moyennant $\mathfrak{g}_{K}$, il a construit un groupe $G_{K}$ comme un sous-
groupe du groupe $A(\mathfrak{g}_{K})$ des automorphismes de $\mathfrak{g}_{K}$, et d\’emontr\’e que le groupe
$G_{K^{\prime}}$ des commutateurs de $G_{K}$ est un groupe simple (sauf quelques cas d’ex-
ception qui sont tr\‘es rares) si l’alg\‘ebre $\mathfrak{g}$ est simple, classique ou exception-
nelle

Une des questions2) pos\’ees \‘a la fin de [1] peut \^etre exprim\’ee comme
suit:

(A) Le groupe $G_{K}$, est-il toujours un groupe alg\’ebrique, si $K$ est infini $p$

(B) Si $G_{K}$ est alg\’ebrique, dans quels cas $G_{K}$ est la composante alg\’ebrique
de l’identit\’e $dans\prime A(\mathfrak{g}_{K})$ et dans quels cas 1‘alg\‘ebre de Lie de $G_{K}$ est isomorphe
\‘a $\mathfrak{g}_{K}$ ?

Dans ce qui suit, nous r\’esoudrons la question (A) en affirmative (Th\’eor\‘eme
2), et donnerons une r\’eponse (partielle) \‘a la question (B) (Th\’eor\‘eme 3).

La th\’eorie de la r\’eduction modulo $p$ des groupes alg\’ebriques se montre
utile dans la d\’emonstration, et il nous semble aussi que cette th\’eorie \’eclair-

cierait plus d’un point dans la description de [1]. Par exemple, soit en effet
$K=F_{q},$ $F_{q}$ \’etant le corps fini \‘a $q$ \’el\’ements et $q$ \’etant une puissance d’un
nombre premier $p$ . On verra alors que, pour presque tous les $p,$ le groupe
fini $G_{K}=G_{p_{q}}$ construit dans [1] est form\’e des points rationnels sur $F_{q}$ du
groupe alg\’ebrique obtenu du groupe adjoint de $\mathfrak{g}$ par la r\’eduction modulo $p$

(Corollaire 2), ce qui mettra en \’evidence la signification de la construction
donn\’ee dans [1].

Je d\’esire exprimer ici ma reconnaissance \‘a Monsieur E. Abe pour sa
communication sur le Th\’eor\‘eme 1.

1) [1], \S IV. Th\’eor\‘eme 3, Corollaire.
2) [1], \S V. 3.
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\S 1. Rappel de construction de $G_{K}$ .
Soit $\mathfrak{g}$ une alg\‘ebre de Lie semi-simple de degr\’e $n$ sur le corps $C$ des

nombres complexes et soit $\mathfrak{h}$ une alg\‘ebre de Cartan de $\mathfrak{g}$ . Nous d\’esignons
par $P$ le groupe additif engendr\’e par les poids (par rapport \‘a $\mathfrak{h}$ ) de toutes
les repr\’esentations de $\mathfrak{g}$ . D’apr\‘es [1] nous appelons co-poids les \’el\’ements $H$

de $\mathfrak{h}$ tels que $w(H)\in Z$ ( $1$ ‘anneau des entiers) pour tout $w\in P$ : ils forment un
groupe additif (:. Alors on sait qu’on peut attacher \‘a toute racine $r$ un
\’el\’ement radiciel $X_{r}$ et un co-poids $H_{r}$ de telle mani\‘ere que les conditions
suivantes soient satisfaites: a) on a $[X_{r}, X_{-r}]=H_{r},$ $r(H_{\gamma})=2$ pour toute racine
$r;b)$ si $r,$ $s,$ $r+s$ sont des racines, on a $[X_{r}, X_{s}]=N_{r,s}X_{r+s},$ $avecN_{r.s}=\pm(\mu+1)$ ,
$\mu$ \’etant le plus grand entier $\nu\geqq 0$ tel que s-vr soit une racine.3)

Nous d\’esignons par $\zeta 1_{Z}$ le groupe additif engendr\’e par le groupe $1*$ des
co-poids et par les \’el\’ements $X_{r}$ pour toutes les racines $r$ ; nous supposons
choisie une fois pour toutes une base ( $H_{1},\cdots,$ $H_{l},$ $X_{\gamma}$ , pour tout r) de $oz$ com-
pos\’ee d’une base $(H_{1},\cdots, H_{\iota})$ de [: et des $X_{\gamma}$ . Soit maintenant $K$ un corps
quelconque. Le produit tensoriel $\mathfrak{q}_{K}=K\otimes \mathfrak{g}_{Z}$ admet une structure d’alg\‘ebre
de Lie sur $K$ ; nous posons $b_{K}=K\otimes[l, H_{r,K}=1_{K}\otimes H_{r}, H_{i,K}=]_{K}\otimes H_{i},$ $X_{r,K}=1_{K}\otimes X_{r},$ $1_{K}$

\’etant l’\’el\’ement unit\’e de $K$ Les \’el\’ements $H_{i,K},$ $X_{r,K}$ forment une base de $\mathfrak{g}_{K}$

que nous appellerons dans la suitc la base canonique de $\mathfrak{a}_{K}$ et $f)_{K}$ s’identifie
\‘a un sous-espace de $\mathfrak{g}_{K}$ engendr\’e par les \’el\’ements $H_{\dot{\iota},K}$ . Soit $L$ un sur-corps
de $K$ Alors on peut identifier l’alg\‘ebre $\mathfrak{g}_{L}$ \‘a l’alg\‘ebre d\’eduite de $\mathfrak{g}_{K}$ par
extension \‘a $L$ du corps de base.

Pour toute racine $\gamma$, nous posons $x_{r}(t)=\exp t(adX_{r}),$ $t\in C$ et nous de’signons
par $\mathfrak{X}_{r}$ le groupe form\’e des $x_{r}(t),$ $t\in C$. On sait alors qu’il existe une matrice
$A_{r}(T)$ , dont les coefficients sont les polynomes en une lettre $T$ \‘a coefficients
entiers, tels que, pour tout $t\in C,$ la matrice qui repr\’esente $x_{\gamma}(t)$ par rapport
\‘a la base canonique de $\mathfrak{g}$ soit $A_{r}(t)^{4)}$ Si $t\in K$, on peut substituer $t$ \‘a $T$ dans
les coefficients de la matrice $A_{r}(T)$ ; on obtient ainsi une matrice \‘a coeffici-
ents dans $K$, que nous d\’esignerons par $A_{r,K}(T)$ . Nous d\’esignerons par $x_{r,K}(t)$

$1$ ‘endomorphisme de 1‘espace vectoriel $\mathfrak{g}_{K}$ qui est repr\’esent\’e par la matrice
$A_{r,K}(t)$ relativement \‘a la base canonique de $\mathfrak{g}_{K}$ . Alors $x_{r,K}(t)$ est un automor-
phisme de l’alg\‘ebre de Lie $\mathfrak{g}_{K}$ ; nous d\’esignerons par $\chi_{r,K}$ le groupe form\’e

des $x_{r,K}(t),$ $t\in K$

Soit $\chi$ un homomorphisme du groupe additif $P_{r}$ engendr\’e par les racines
de $\mathfrak{g}$ dans le groupe multiplicatif $K^{*}$ des \’el\’ements $\neq 0$ de $K$ Nous d\’esignons
par $h(\chi)1$‘automorphisme de Palg\‘ebre de Lie $\mathfrak{g}_{K}$ qui laisse fixes les \’el\’ements

de $\beta_{j_{K}}$ et qui transforme $X_{r,K}$ en $\chi(r)X_{r,K}$ pour toute racine $r$ ; nous d\’esignerons

3) [1], \S I. Th\’eor\‘eme 1.
4) [1], \S II.
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par $\mathfrak{H}_{K}$ le groupe form\’e des $h(\chi)$ , pour tout $\chi\in Hom(P_{r}, K^{*})$ .
Enfin, nous d\’esignerons par $G_{K}$ le groupe engendr\’e par $\mathfrak{H}_{K}$ et par tous

les groupes $\mathfrak{X}_{r,K}$ ; on a donc $G_{K}\subset A(\mathfrak{g}_{K}):$ le groupe des automorphismes de $\mathfrak{g}_{K}$ .
Au moyen de la base canonique de $\mathfrak{g}_{K}$ , on peut regarder $G_{K}$ comme un sous-
groupe de $GL(n, K)$ . Si $L$ est un sur-corps de $K$, on voit tout de suite que
$G_{K}\subset G_{L}\cap GL(n, K)$ . Nous d\’emontrerons dans le paragraphs suivant que $G_{K}=$

$G_{L}\cap GL(n, K)$ (Th\’eor\‘eme 1).

Les notations introduites ci-dessus garderont les m\^emes sens jusqu’\‘a la
fin de cette note.

\S 2. Extension du corps de base.

PROPOSITION 1. Soit $K$ un corps et soit $L$ un sur-corps de $K$ Alors on a
$\mathfrak{X}_{r,K}=\mathfrak{X}_{r,L}\cap GL(n, K)$ pour toute racine $r$.

Soit en effet $x_{r,L}(t)\in GL(n, K),$ $t\in L$ . On a $x_{r,L}(t)X_{-r,K}=X_{-r,K}+tH_{r,K}-$

$ t^{2}X_{r,K^{v)}}.\ulcorner$ Comme les \’el\’ements $X_{-r},{}_{K}H_{r,K},$ $X_{r,K}$ sont lin\’eairement ind\’ependants

sur $L^{6)}$ et on a $H_{r}=\sum_{i=1}^{\iota}a{}_{i}H_{i},$ $a_{i}\in Z$, on voit que $t\in K$, d’o\‘u $x_{r,L}(t)=x_{r,K}(t)\in \mathfrak{X}_{r,K}$,

$c$ . $q$ . $f$ . $d$ .
Nous supposerons dor\’enavant choisie une fois pour toutes une structure

r\’eguli\‘ere de groupe ordonn\’e sur $P_{r}$ . Pour un corps $K$, nous d\’esignerons
par $\mathfrak{U}_{K}$(resp. : $\mathfrak{V}_{K}$) le sous-groupe de $G_{K}$ cngendr\’e par les groupes $\mathfrak{X}_{r,K}$ relatifs
aux racines $r$ positives (resp. : n\’egatives).

PROPOSITION 2. Soit $L$ un sur-corps de $K$ Alors, $l\uparrow_{K}=\mathfrak{U}_{L}\cap GL(n, K),$ $\mathfrak{V}_{K}=$

$\mathfrak{V}_{L}\cap GL(n, K)$ .
Soit en effet $x\in \mathfrak{U}_{L}\cap GL(n, K)$ . On sait que $x$ se met d’une mani\‘ere et

d’une seule sous la forme $x=\prod_{\gamma}x_{\gamma}(t_{r}),$
$t_{\gamma}\in L$ , le produit \’etant \’etendu aux

racines $r>0$ rang\’ees par ordre de grandeur croissante.7) Pour tout entier
$m>0$ , nous d\’esignerons par $\mathfrak{U}_{m}$ le groupe engendr\’e par les $\vee t_{r,L}$ pour les
racines $r>0$ de hauteurs $\geqq m$ . Comme $\mathfrak{U}_{m}=\{1\}$ pour $m$ assez grand, nous
d\’emontrerons par r\’ecurrence descendante sur $m$ que tout $t_{r}\in K$ si $x=\prod_{\gamma}x_{r}(t_{r})$

$\in \mathfrak{U}_{m}\cap GL(n, K)$ . Soit $r$ une racine de hauteur $m$ . Alors on a $xX_{-r,K}\equiv X_{-r,K}+$

$t{}_{r}H_{r,K}(mod. \mathfrak{u}),$ $n$ \’etant l’espace vectoriel sous-tendu par les $X_{r,K}$ sur $L$ pour
les racines $r>0^{8)}$ La somme $ LX_{-r,K}+LH_{r,K}+\iota\downarrow$ \’etant directe, et $H_{r,K}$ \’etant
$\neq 0$ , on voit que $t_{r}\in K$ Posons $x=\prod_{*}x_{s}(t_{s})\cdot\prod_{s}x_{s}(t_{s})$ , le produit $\Pi^{\prime}$ \’etant \’e tendu

aux racines de hauteur $m$ , et le produit $\Pi^{\prime\prime}$ aux racines de hauteurs $>m$ .

5) [1], \S III, formule (1).
6) [1], \S III, Lemme 1.
7) [1], \S III, Lemme 6.
8) Voir la d\’emonstration de 7).



310 T. ONO

Appliquant l’hypoth\‘ese inductive \‘a l’\’el\’ement $\prod_{s}^{\prime\prime}x_{s}(t_{s})\in \mathfrak{U}_{m+1}\cap GL(n, K)$ , on
voit que tout $t_{s}\in K,$ $e$ . $q$ . $f$ . $d$ .

PROPOSITION 3. Soit $L$ un sur-corps de $K$ Alors on a $\mathfrak{H}_{K}=\mathfrak{H}_{L}\cap GL(n, K)$ .
En effet soit $h(\chi)\in \mathfrak{H}_{L}\cap GL(n, K),$ $\chi\in Hom(P_{r}, L^{*})$ . Puisqu’on a $h(\chi)X_{r,K}=$

$\chi(r)X_{r,K}$ pour tout $r$, on voit que $\chi\in Hom(P_{r}, K^{*}\backslash )$ , d’o\‘u $h(\chi)\in \mathfrak{H}_{K},$ $c$ . $q$ . $f$ . $d$ .
$T_{HF_{\rightarrow}^{\prime}OR\grave{E}MF_{\lrcorner}}1$ . Soient $K$ un corps, $L$ un sur-corps de $K$ Alors on a $G_{K}=$

$G_{L}\cap GL(n, K)^{9)}$

$D_{EMONSTRATION}^{\prime}$ . Soient $r_{i}(1\leqq i\leqq N)$ toutes les racines positives telles que
$r_{1}<r_{2}<\cdots<r_{N}$ . Si l’on range la base canonique de $\mathfrak{a}_{K}$ en ordre $(X_{-r_{N},K},\cdots$ ,
$X_{-r_{1}}{}_{K}H_{1},$ ${}_{K}H_{l,K},$ $X_{r_{1}},\cdots,$ $X_{r_{N}}$ ), on voit que tout element de $\mathfrak{U}_{K}(resp. : \mathfrak{V}_{K})$ est

repr\’esent\’e par la matrice triangulaire $\left(\begin{array}{ll}1 & *\\0 & 1\end{array}\right)$(resp. : $\left(\begin{array}{ll}1 & 0\\* & l\end{array}\right)$ ) par rapport

\‘a cette base. $1$ ) Il est clair que le groupe $\mathfrak{H}_{K}$ est diagonal. Soit $ z\in G_{L}\cap$

$GL(n, K)$ . On sait que $z$ se met d’une seule mani\‘ere sous la forme $z=xh\omega(w)x^{\prime\prime}$ ,
avec $x\in \mathfrak{U}_{L},$ $h\in \mathfrak{H}_{L},$ $x^{\prime\prime}\in(\mathfrak{U}_{w}^{\prime\prime})_{L},$ $w$ \’etant une op\’eration du groupe de Weyl.11)
De plus, on peut ici supposer que $\omega(w)$ est une op\’eration de $G_{K}$ . D’apr\‘es
Proposition 2, Proposition 3, il suffit pour d\’emontrer notre th\’eor\‘eme de voir
que les trois \’el\’ements $x,$ $h,$ $x^{\prime\prime}$ sont contenus dans $GL(n, K)$ . Posons $y=$

$\omega(w)x^{\prime\prime}(w)^{-1}$ . Alors on a $y\in \mathfrak{V}_{L}$ et $z\omega(w)^{-1}=xh\omega(w)x^{\prime\prime}\omega(w)^{-}$ $=xhy$. Comme $\omega(w)$

$\in GL(n, K)$ , on a $x^{\prime\prime}\in GL(n, K)$ si et seulement si $y\in GL(n, K)$ , et on a $ z\in$

$GL(n, K)$ si et seulement si $xhy\in GL(n, K)$ . D’apr\‘es la remarque ci-dessus, on
peut \’ecrire

$xh=\left\{\begin{array}{llll}a_{11} & a_{12} & \cdots & a_{1n}\\\cdots & a_{22}..\cdots & \cdots & a_{2n}\\0 & & . & a_{nn}\end{array}\right\}$

,
$y=\left\{\begin{array}{llll}1 & & & 0\\b_{21} & 1 & & \\\vdots & \vdots & \ddots & \\b_{n1} & b_{n2} & & 1\end{array}\right\}$

.

Comme $xhy\in GL(n, K)$ , il s’ensuit $q$ ue tout $a_{ij},$ $b_{ij}\in K$ par un calcul \’el\’ementaire

que nous omettons, d’o\‘u $xh,$ $y\in GL(n, K)$ et puis $x,$ $h,$ $x^{\prime\prime}\in GL(n, K)$ , ce qui
montre notre assertion.

PROPOSITION 4. Soit $K$ un corps infini. Alors $\chi_{r,K}$ est un groupe alg\’ebrique
irr\’eductible. Si $L$ est un sur-corps de $K$, on a $\mathfrak{X}_{r,L}=(\mathfrak{X}_{r,K})^{L}$ .

En effet soit $1\psi$ un sur-corps alg\’ebriquement clos de $K$ Puisque $\chi_{r,M}$ est
l’image de la repr\’esentation rationnelle $t\rightarrow x_{r,M}(t),$ $ t\in 1\psi$, il est alg\’ebrique
irr\’eductible.12) D’apr\‘es Proposition 1, on a $X_{r,K}=\mathfrak{X}_{r,M}\cap GL(n, K)$ , d’o\‘u $\mathfrak{X}_{r_{*}K}$ est

9) La d\’emonstration suivante $m’ a$ \’et\’e communiquee par Monsieur E. Abe.
10) Voir les formules (1), (2), (3) de [1], \S III.
11) [1], \S III. Th\’eor\‘eme 2. En ce qui concerne la d\’efinition de $(\mathfrak{U}_{w^{\prime\prime}})_{L}$ et $\omega(w)$ ,

voir 1‘explication dans [1], \S III.
12) [2], Ch. II, \S 6. Proposition 7, \S 7. Proposition 2. Corollaire 1.
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alg\’ebrique13) et irr\’eductible.12) Comme l’inclusion $(\mathfrak{X}_{\gamma K})^{L}\subset \mathfrak{X}_{r,L}$ est trivial et
les groupes des deux membres sont irr\’eductibles et de dimension 1, on a
$(\mathfrak{X}_{r,K})^{L}=k_{r,L},$ c. q. f. d.

PROPOSITION 5. Soit $K$ un corps infini. Alors $\mathfrak{H}_{K}$ est un groupe alg\’ebrique
irr\’eductible. Si $L$ est un sur-corps de $K$, on a $\mathfrak{H}_{L}=(\mathfrak{H}_{K})^{L}$ .

Soit en effet $(a_{1},\cdots, a_{\iota})$ les racines fondamentales; pour toute racine $r$ soit
$r=\sum_{i=1}^{\iota}m_{i}(r)a_{t}$ . Alors on a $\chi(r)=\prod_{i}\chi(a_{i})^{m_{i(\gamma}})$ pour tout $\chi\in Hom(P_{r}, K^{*})$ . R\’eci-

proquement, soit $z_{1},\cdots,$ $z_{l}$ des \’el\’ement quelconques de $K^{*}$ , et soit $z_{r}=\Pi z_{i}^{mi(r)}$ .
Alors on peut trouver un \’el\’ement $\chi\in Hom(P_{\gamma}, K^{*})$ tel que $\chi(r)=z_{r}$ pour tout
,. On voit donc que $\mathfrak{H}_{K}$ est un groupe alg\’ebrique irr\’eductible diagonal de
dimension $l$ defini par les relations $Z_{r}=\Pi Z_{i}^{mi(r}$ ) pour tout $r$. Notre Proposi-
tion en r\’esulte facilement.

$T_{Hb^{\prime}OR\grave{E}ME}2$ . Soit $K$ un corps infini. Alors $G_{K}$ est un groupe alg\’ebrique
irr\’eductible. Si $L$ est un sur-corps de $K$, on a $G_{L}=(G_{K})^{L}$ .

DE’MONSTRATION. Soit $M$ un sur-corps alg\’ebriquement clos de $K$ Puisque
$G_{M}$ est engendr\’e par les groupes alg\’ebriques irr\’eductibles $\mathfrak{H}_{M},$ $\mathfrak{X}_{r,M},$ $G_{M}$ est
aussi alg\’ebrique irr\’eductible.14) D’apr\‘es Th\’eor\‘eme 1, on voit que le groupe
$G_{K}=G_{M}\cap GL(n, K)$ est alg\’ebrique. Soit maintenant $R$ l’application rationnelle
de $\mathfrak{H}_{K}\times\prod_{s}\mathfrak{X}_{s,K}$ dans $GL(n, K)$ d\’efinie par $ R(s_{1}, s_{2}, s_{3},\cdots)=s_{1}\cdot s_{2}\cdot s_{3}\cdots$ . Puisque

$G_{K}$ est engendr\’e par l’image de l’application $R$ , il en r\’esulte que $G_{K}$ est
irr\’eductible.15) Si $L$ est un sur-corps de $K$, on voit d’apr\‘es Proposition 4,
Proposition 5, que $(G_{K})^{L}$ contient les groupes $\mathfrak{H}_{L},$ $\mathfrak{X}_{r,L}$ d’o\‘u $G_{L}\subset(G_{K})^{L}$ , ce qui
montre notre assertion.

\S 3. R\’eduction modulo $p$ .
Pour la simplicit\’e, nous poserons $G=G_{c},$ $\mathfrak{H}=\mathfrak{H}_{C},$ $C$ \’etant le corps des nom-

bres complexes. Soit $\Gamma$ le groupe adjoint de $\mathfrak{g}$ , c’est-\‘a-dire la composante
connexe (topologique et alg\’ebrique) de l’\’el\’ement unit\’e dans le groupe $A(g)$

des automorphismes de $\mathfrak{g}$ . On sait que $\Gamma$ est form\’e des $\exp ad(X),$ $X\in \mathfrak{g}$ .
L’alg\‘ebre de Lie de $\Gamma$ est l’image ad $\mathfrak{g}$ de $\mathfrak{g}$ par sa repr\’esentation adjointe,
et on a ad $\mathfrak{g}=ad\mathfrak{h}+ad\{X_{r}\}+\cdots$ , o\‘u la somme \’etant directe. Comme on a $\exp$

$ad(H)=h(\chi)$ avec $\chi(r)=\exp r(H)$ pour tout $H\in \mathfrak{h}$ , on voint facilement que
l’alg\‘ebre de Lie de $\mathfrak{H}$ est ad $\mathfrak{h}$ , D’autre part, il est clair que l’alg\‘ebre de Lie
de $\mathfrak{X}_{r}$ est $ad\{\mathfrak{X}_{r}\}$ . Comme le group $G$ est alg\’ebrique irr\’eductible, on voit
donc que $G$ coincide avec $\Gamma$ . D’apr\‘es Th\’eor\‘eme 2 on a $G=(G_{Q})^{C}$, d’o\‘u $G$ est
d\’efini sur $Q:$ le corps des nombres rationnels. Le groupe $\mathfrak{H}$ \’etant d\’efini par

13) [2], Ch. II, \S 5. Lemme 1.
14) [2], Ch. II, \S 7. Proposition 2, Corollaire 3.
15) [2], Ch. II, \S 6. Proposition 7,
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les relations monomials $Z_{\gamma}=\Pi Z_{i}^{mt(r)}$ pour tout $r$, il est d\’efini sur $Q$ . En
g\’en\’eral, soit $A$ un sous-groupe alg\’ebrique de $GL(n, C)$ d\’efini sur $Q$ . Soit $p$

un nombre premier. Nous d\’esignerons alors par $A^{(p)}$ le sous-groupe alg\’ebri-
que de $GL(n, J2_{p})$ obtenu de $A$ par la reduction modulo $p$ , o\‘u $\Omega_{p}$ d\’esigne un
corps universel de caract\’eristique $p^{16)}$ Le groupe $A^{(p)}$ est d\’efini sur le corps
$F_{p}$ \‘a $p$ \’el\’ements et on a $\dim A^{(p)}=\dim A$ .

PROPOSITION 6. Pour lout nombre premier $p$ , on a $\mathfrak{H}^{(p)}=\mathfrak{H}_{l?p},$ $\mathfrak{X}_{r^{1))}}^{(}=\mathfrak{X}_{r,\Omega_{\mathcal{D}}}$

pour tout $r$.
Puisque les groupes $\mathfrak{H},$ $\mathfrak{H}_{\Omega p}$ sont tous les deux d\’efinis par les relations

monomials $Z_{r}=\Pi Z_{i}^{m_{i}(r}$ ) on voit que $\mathfrak{H}^{(p)}\subset \mathfrak{H}_{J2p}$ par le d\’efinition de la r\’educ-
tion modulo $p$. D’autre part, $\mathfrak{H}_{\Omega p}$ \’etant irr\’eductible et les dimensions des
deux membres \’etant \’egaux, on voit que $\mathfrak{H}^{(p)}=\mathfrak{H}_{\Omega p}$ . Ensuite soit $\xi\in \mathcal{X}_{r}^{(p)}$ .
Alors, il existe $x_{r}(t)\in \mathfrak{X}_{\gamma}$ , tel que $ x_{r}(t)^{\omega_{p}}\rightarrow\xi$ , o\‘u $\mathfrak{o}_{p}$ d\’esigne l’anneau de la valua-
tion par rapport \‘a $p$ . Posons $x_{r}(t)=(A_{r,ij^{(}t)}),$ $A_{r,ij}(T)\in Z[T]$ . $\xi=(\xi_{\dot{t}j})$ . Comme
le co-poids $H_{\gamma}$ attach\’e \‘a $r$ fait partie d’au moins une base de $1*$ , il existe au

moins un nombre $i$ tel que $a_{i}\not\equiv 0(mod. p)$ , si l’on \’ecrit $H_{r}=\sum_{i=1}^{l}a_{i}H_{i},$ $a_{i}\in Z$. De

la relation $x_{7}(t)X_{-r}=X_{-r}+tH_{r}-t^{2}X_{r}=X_{-r}+\sum_{i}ta_{i}H_{i}-t^{2}X_{r}$ , on voit qu’il existe

un indice $(j_{0}, k_{0})$ tel que $A_{r}(t)=ta_{i}$ , et on a donc $ta_{i}0p\rightarrow\xi_{j_{0}k_{0}}$ . Puisque $a_{i}\not\equiv 0$

$(mod.p)$ , on peut \’ecrire $\xi_{j_{0}k_{0}}=\tau a_{i}^{(p)}$ , o\‘u $a_{i}^{(p)}$ d\’esigne la classe de $a_{i}$ modulo $p$ .
Comme on peut trouver $B_{r,jk}(T)\in \mathfrak{O}_{p}[T]$ tel que $A_{r,jk}(T)=B_{r,jk}(Ta_{i}),$ $A_{r,jk}(t)$

est contenu dans l’anneau de la sp\’ecialisation: $ta_{i}0_{p,\rightarrow\xi_{j_{0}k_{0}}}$ et on a $\xi_{jk}=B_{\gamma jk}^{(p)}(\xi_{j_{0}k_{0}})$

$=A_{r,jk}^{(p)}(\xi_{j_{0}k_{0}}a_{i}^{(p)-1})=A_{r,jk}^{(p)}(\tau)$ pour tout $(j, k)$ , o\‘u $A_{r,jk)}^{(p)}B_{r,jk}^{(p)}$ d\’esignent les classes
de $A_{r,jk},$ $B_{r,jk}$ modulo $p$ , respectivement. Ceci montre que $\xi=x_{r,\Omega p}(\tau)\in \mathfrak{X}_{r,\Omega_{p}}$ ,
c’est-\‘a-dire que $k_{r}^{(p)}\subset \mathfrak{X}_{r,\Omega p},$ $\mathfrak{X}_{r,\Omega_{l}}$ \’etant irr\’eductible, on a $\#_{r}(p)=\mathfrak{X}_{r,\Omega_{p}},$ $c$ . $q$ . $f$ . $d$ .

PROPOSITION 7. Pour tout nombre premier $p,$ $G_{fj_{1}}$, est la composante alg\’e-
brique de l’\’el\’ement unit\’e dans le groupe $G^{(p)}$ . (On a donc $G_{12_{P}}=G^{(p)}$ pour presque
tous les $p.$ )

En effet, tout $x\in \mathfrak{U}_{\Omega_{p}}$ \’etant \’ecrit d’une mani\‘ere et d’une seule sous la
forme $x=\prod_{r>0}x_{r}(t_{r})$ , on a $\dim \mathfrak{U}_{\Omega_{2?}}=N$, o\‘u $N$ d\’esigne le nombre des racines

positives. De m\^eme on a $\dim \mathfrak{V}_{J?_{p}}=N$. Soient maintenant $x,$ $h,$ $y$ des points
g\’en\’eriques ind\’ependants sur $F_{p}$ de $U_{g_{p}},$ $\mathfrak{H}_{\Omega_{\mathcal{D}}},$ $\mathfrak{V}_{\Omega_{p}}$ respectivement. Alors, par
un calcul \’el\’ementaire,17) on voit que $F_{p}(x, h, y)=F_{p}(xhy)$ , d’o\‘u $\dim F_{p}(xhy)=$

$\dim F_{p}(x)+\dim F_{p}(h)+\dim F_{p}(y)=2N+l=n$ . On voit donc que $\dim G_{\Omega_{p}}\geqq n$ .
D’autre part, d’apr\‘es Proposition 6, il r\’esulte que $G_{\Omega_{p}}\subset G^{(p)}$ , d’o\‘u s’ensuit
$n\leqq\dim G_{\Omega_{p}}\leqq\dim G^{(p)}=\dim G=n$ . Notre proposition est une cons\’equence facile
de cette relation.

COROLLAIRE 1. Pour loul corps infini $K$, on a $\dim G_{K}=n$ .
16) Voir [4], \S 1.
17) C. $f$ . la d\’emonstration de Th\’eor\‘eme 1.
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Soit en effet $\Omega$ un corps universel sur $K$ D’apr\‘es Th\’eor\‘eme 2, il suffit
de montrer que $\dim G_{\Omega}=n$ . Au cas o\‘u la caract\’eristique de $K$ est $0$ , on le
voit facilement en consid\’erant l’alg\‘ebre de Lie de $G_{\Omega}$ , et au cas o\‘u la carac-
t\’eristique est $p$ , c’est contenu dans notre proposition.

COROLLA.IRE 2. Soit $F_{q}$ le corps fini \‘a $q$ \’el\’ements, $q$ \’etant une puissance
d’un nombre premier $p$ . Alors le groupe fini $G_{F_{q}}$ est form\’e des points rationnels
sur $F_{q}du$ groupe alg\’ebrique qui est la composante alg\’ebrique de l’identit\’e $du$

groupe obtenu $du$ groupe adjoint $G$ de $\zeta$] par la r\’eduction modulo $p$ . De plus,
pour presque tous les $p,$ $G_{F_{q}}$ est le groupe des points rationnels sur $F_{q}du$ groupe
obtenu de $G$ par la r\’eduction modulo $p$ .

Cela r\’esulte du Th\’eor\‘eme 1 et de notre Proposition.
$T_{HE^{\prime}OR\grave{F}_{-}^{-}ME}3$ . Soit $D$ le discriminant de la forme bilin\’eaire fondamentale de

$\mathfrak{g}$ par rapport \‘a la base canonique. .Soit $K$ un corps de caract\’eristique $0$ ou bien
un corps infini de caract\’eristique $p$ telle que $D\not\equiv O(mod. p)$ . Alors $G_{K}$ est la
composante alg\’ebrique de l’\’el\’ement unit\’e dans le groupe $A(\mathfrak{g}_{K})$ et l’alg\‘ebre de Lie
de $G_{K}$ est isomorphe \‘a l’alg\‘ebre $\mathfrak{g}_{K}$ .

$D\text{\’{E}}_{MONSTRATION}$ . Pour d\’emontrer la premi\‘ere assertion, il suffit de montrer
que $\dim G_{K}=\dim A(\mathfrak{g}_{K})$ , comme $G_{K}$ est irr\’eductible d’apr\‘es Th\’eor\‘eme 2. Par
hypoth\‘ese sur $p$ , on voit que la forme bilin\’eaire fondamentale de $\mathfrak{g}_{K}$ est non
d\’eg\’en\’er\’ee. Il en r\’esulte que toute d\’erivation de $\mathfrak{a}_{K}$ est une d\’erivation
adjointe.18) Nous d\’esignerons par $\mathfrak{D}_{K}$ l’alg\‘ebre de Lie de d\’erivation de $\mathfrak{g}_{K}$ . On
a donc $\dim \mathfrak{D}_{K}\leqq\dim \mathfrak{g}_{K}=n$ . De plus, on sait que l’alg\‘ebre de Lie de $A(\mathfrak{g}_{K})$

est contenue dans $\mathfrak{D}_{K}^{19)}$ D’apr\‘es Corollaire 1 ci-dessus, on voit donc que
$n=\dim G_{K}\leqq\dim A((\uparrow_{K})\leqq\dim \mathfrak{D}_{K}\leqq n$ , d’o\‘u on a $\dim G_{K}=\dim A(\mathfrak{g}_{K})$ . Ensuite soit
$\mathfrak{g}_{K^{\prime}}$ l’alg\‘ebre de Lie de $G_{K}$. D’apr\‘es la premi\‘ere assertion, on voit que $\mathfrak{g}_{K^{\prime}}$

coincide avec l’alg\‘ebre de Lie de $A(\mathfrak{g}_{K})$ , et cette derni\‘ere alg\‘ebre avec $\mathfrak{D}_{K}$,

d’o\‘u $\mathfrak{g}_{K^{\prime}}=\mathfrak{D}_{K}\cong \mathfrak{g}_{K}$, ce qui montre notre assertion.

Universit\’e, Municipale d’Osaka.
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