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Sur ’equation intégrale

xu(D)=f O+ [ K (5, t,u®) dt.

Par Tokui SATO

(Recu le 19 mai, 1952)

1. Le théoréme d’existence de Cauchy relatif aux équations diffé-
rentielles peut s’étendre immédiatement a Péquation intégrale de Vol-
terra

w(x)=F(x)+ j:K( %t u(t)) dt,

ou f(x) et K(x,t u) sont réguliéres respectivement dans |x| <7 et
dans |x| <7, |t| <7, |u—f(x)]<p. Nous voulons étudier ici, par
une méthode analogue a celle de M. le Prof. Hukuhara pour les équa-
tions différentielles ordinaires,” le cas ou K (x, ¢, #) admet x=0 comme
un pole d’ordre 1. Dans ce cas nous pouvons écrire I’équation sous
la forme

(1) xil ) =)+ | K (w1, u(t)) dt

ou f(x) (f(0)=0) et K(x,t u) désignent des fonctions réguliéres re-
spectivement dans | x| <7 et dans |[x| <7, [t]| <7 lu—c,| <p.
THEOREME 1. S’ existe une série

(2) ux)=cot+ax+c, x°+ -

qui satisfait formellement a légquation intégrale (1), cette série a un
rayon de convergence positif et représente une solution, qui est carvacté-
risée par la propriété : u(x)—P,(x)=0(x"), ou P,,(x)zco-l-cll X+
+cCp 2", n=[In|]+1, K,(0,0, c)=nx.

Démontrons d’abord un

LEMME 1. Si linéquation intégrale

1) M. Hukuhara, Equations différentielles ordinaires, (1950), Iwanami, (en japonais),
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xu(x)gyfzu(t)dx, 0<v, 0<x,

admet une solution continue dans lintervalle I: 0 <x <r telle que
0<u(x)=o0(x"""), elle est nécessairement u (x) = 0.
En effet, si I’on pose

u(x)=x"1w(x),
Pinéquation devient

X w (x) < vj:t“‘l w(t)dt .

w (x) est continue dans 7 et w(x) — 0 pour x— 0. Si w(x)==0, w(x)
atteint son maximum W=w (x;) >0, 0<x,<7». On a donc

xy W= w (x) < yj:"tV'l wtydt <o W ("t rdt=m W,
JO
ce qui est absurde, C.Q.F.D.
Pour démontrer le théoréme 1, nous posons
u (x)=w (x)+ Py, (x).
L’équation intégrale en w (x) devient

(3) xw(x)zy(x)+j:L(x, t,w(t)) dt,

~

ou
g(x):j:K(x, t, P, (2)) dt+f (x)—x P, (x),
L(x,t,w)=K (x,t,w+ P, () — K (x,, P, (D)) .

L’équation (3) admet une solution formelle
w(x)=cp X" +c,. 271+ -

et 9(x) a x**! comme facteur.
Si n est un entier tel que l'on ait #—|A | >0, on a alors

ly(x) | < G| x [ dans | x| <7,
| L(x,t,w)| <»lw]| dans |x|<#, [t <<#, |w|<p,

en désignant par 7/, p’ des nombres positifs assez petits, et par » un
nombre tel que | A | <» <[|A[]+1.
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Soient 7z un entier tel que 7 > || et #’ un nombre positif tel que
7' <7 et LY¥V»<p, ou L=(n+1)G,.

Considérons une famille ¥ formée des fonctions régulieres dans
x| <7" et telles que | w(x)| << L|x|*. Nous faisons correspondre 3
w(x)e ¥ la fonction w (x) définie par

w(x):~i~{ g(x)+SxK(x, t, w(t)) dt } .

X 0

w (x) est alors réguliere dans | x | < 7", et satisfait a
PY3 ‘ n ”— H n
@< (Gut " L)lxk=Lixl.

w (x) appartient donc a R.
Si une suite {w, (x)} de fonctions réguliéres de ¥ converge uni-
formément a lintérieur de | x| <#”, on a

lim w, (x):Lifﬂ [ }c { g(x) + S: L (x, t, w, (t)) dt }]

—H»oc

_—_-_i{g @+ L (x1, lim w, (4)) dt | .

D’apres le théoréeme d’existence il existe une fonction w (x) telle
que lon ait

w@=—"A9@+| L(xtww)a}, w(x) e F.

La fonction # (x)=P, (x) + w (x) est donc une solution de ’équation
(1) qui est réguliere dans | x| < #".

Nous allons montrer que I’équation (3) n’admet qu’une solution
w (x) réguliére au voisinage de x=0 et telle que w (x)=0 (x*).

Supposons qu’il existe deux telles solutions w; (x) et w,(x). W (s)
=|w, (s ®)—w, (s €®) | est donc continue dans 0 <s < #"" et satisfait
a linéquation suivante

sW(s)SvﬁW(t)dt,

ou 7' est un nombre assez petit. D’aprés le lemme 1 on a
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w; (x)—w, (x) =0.

On en conclut que I'équation intégrale (1) n’admet qu’une solution % (x)
réguliére dans | x| <7" et telle que

u(x)—P,(x)=0(x").
Elle peut s’écrire
u(x)=P,(x)+w(x), (n=v),

ot w (x) est la solution réguliere de I'équation (3).
n (= ») étant arbitraire, le développement de % (x) est (2), C. Q. F. D.
Soient

fxX)=aix+a, 2+ --+a, x"+ -,
(4) K(x,t,u)= 3 b, % 17 ut

les développements en séries de puissances entiéres de f(x) et de
K (x,t,u).
Si (2) est une solution formelle, on a

60=al+ K(O, O, Co) N

(2—2) ci=2a+ 2bin+ boy, €t en général

(5) (n+1_—)‘) cn=$n (CO, Cl"":cn—l) (n=]’2,"'),

ot PR, (cp €1, Cuy) €St Un polynome en ¢ €y, 7, C,-1.  SUpPpOsoONs qu’on
a défini ¢, ¢, -, C,u—1 de maniére que (5) soient satisfaites pour »=1, 2, -,
m—1. Si A—1==m, on peut déterminer ¢, d’une seule maniere par
(5). Si a—1=m, B,.(co €', Cm-1) =+ 0, la relation (5) ne peut étre
satisfaite pour n=m. Mais sil'ona A—1=m, P,. (¢, ¢1,""*, Cm-1)=0, ON
peut donner 3 ¢,, une valeur quelconque. Les coefficients c¢,.1,-- se
determinent d’une seule maniére A I’aide des relations (5). On a donc le

THEOREME 2. Soit co=a,+ K(0,0,¢). Si A w'est pas un entier
positif, Péquation (1) admet une solution formelle et une seulle (2).
Si A est un entier, il wexiste en général aucune solution formelle (2),
mais il en existe une, elle dépend d’une constante arbitraire.

2. Considérons maintenant le cas ou P'équation (1) admet une
solution réguliére (2) et désignons-la par @ (x).

Si 'on pose
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u(x)=w(x)+o(x),

on a pour w (x) I’équation

xw@=|"{K (x,t,wO+9O)-K (1,t,90) } d.
On peut donc prendre sans perdre la généralité I’équation
(6) zu(@=|"K(z,tu®)a,
0
ou K (x,t,u) est réguliere dans |[x|<7#, [t]| <7, lu|<p, et
K(x,t,0)=0, K. (0,0,0)=n.

THEOREME 3. Si A—1 west pas 0, ni un entier positif ni un
nombre rvationnel négatif, I'équation (6) admet une solution formelle et
une seule

(7) u(x)= jEkpjk x7 z (x)F+, (Pn=1),

ou z(x)=C a1, C désignant une constante arbitraire.
En effet, soit (4) le développement en série entiére de K (x,t, u).
On a alors 4;;,=0, by, =2, et

> D ¥tz (x)k”=y i%'kbijk xf ¢ (l?;’npzm thz (8ym+t )k dt
dont le second membre est constitué des termes de la forme

(st z@pa=xiz@m(1ri+0-DE), (R=1).
On en déduit pour j+ &> 0 les relations

F+(A—1)(k—1)
J+1+(—=1)k

D=L jr (bim)

ou Bji (HPim) est un polynome en py, (I+m <j+Ek). A Paide de ces
relations on peut déterminer les p;. d’une seule maniére, ce qui établit
le théoréme.

Dans le cas ou A—1 est un entier positif, il n’existe pas en général
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une solution formelle (7). Mais si Pa_10(p1,.) devient nul, il existe
certainement une solution formelle (7).

Nous allons montrer par la méthode de M. le Prof. Hukuhara?® la
convergence de la série (7), en supposant l'existence de la solution
formelle (7), pourvu que A—1 ne soit pas nul ni nombre négatif.

Posons pour cela

Py(x,2)= 33 Djx’z¥,

1+5+k<
w (x)=u (x)— Pn (x, 2(x)), (z(x)=Cx*1).
L’équation intégrale en w (x) peut s’écrire
(8) xw@=|"L(xtz0), w®)dt,
ou

L(x,t,z,w)=K (x,t,w+Py(t 2)—Py(t, 2)

—1 o Py (t, 2) —(r—1)z o Py (t, 2) ]
ot 02z

L (x,t, 2z w) est donc réguliere au voisinage de (0,0,0,0) en x,¢,z, w et
développable en série entiere:

(10) L(x,t 2z w)= }___.;I Cijm X' 1 28!, (Coo=0, Com=N\).

6.k,

Par hypothése I'équation (8) admet une solution formelle
w(x)= > pipx’ (Cx* e,
1+5+kaN
On peut en conclure
Ci =0 (i+j+k<N).

Si donc |A ] << A, on peut prendre une constante B, de maniere que
Pon ait

|L(x,t,z,w) | < Alwi+By(xVN+[tIV+]2zV)

2) Loc. cit. 180-187.
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pour | x| <l#, |t <7, |z|<#, |w|<p', ¥ et p' désignant des nom-
bres positifs assez petits.

Désignons par % la famille des fonctions v (x,z) réguliéres dans
| x| <#", |z] <#" et satisfaisant a I'inégalité

IV (x,2) | S K(x|V+zY),

K désignant une constante dont la valeur sera déterminée plus tard.
Soit 7' un chemin joignant 0 et &=o e et dont I'équation est
f=w+alog(s/e) (0<s<o)ou x=se’ Sia—l=p+iv,on a

’ xA—l I__:sp.—vw o_vw e—w.u .

Pour que |x*!|— 0 lorsque s— 0, il suffit que w—va>0. Sous
I'hypothése ou nous nous plagons, on peut toujours déterminer « de
sorte que pu—v a > 0.

Sur le chemin 7%, |x*!| est une fonction croisante de s. Les
inégalités | &| < /', | CE 1| <#”, entrainent donc |x|<#”, |Cx*1|
<7’ pour xe /l’:. Si lon prend #’ tel que

9) 7’ < min {1,7}, 2K ¢'N < p’,
on a
|L(x,t,z,%(t2) | <Al¥ &2 |+By(x ¥+ IN+]2]V)

<(AK+Bp(tiN+lz[V)+Byl x|V

pour x,tel’y, z=Ct*"L,
Posons

7(x,C)=|, L(xtCt, ¥(t,CH)dt
et

¥ (x, 2)=w (x, zx 1),
On a alors .

190 1<[ 11+ia | {(A K+ By) (s7+ D V=) + By o™ |ds

| 1+za|{(AK+BN)( akbaliin }

+ By o1
N+ 1+ N(;w—ua)+1) N
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e
< il (ar+ e By){1ev+ ce g,

ou D=(]C|o** e )N, y=min{1l, p—v a}. Par suite si

(10) |1+ia] (AK+(N+2)By) < (Ny+1) K,
on a
(11) ¥ EOISKEN+HIEIM)  (E=C&Y

pour 0 <_|&| <", | &| <.

Pour montrer la régularité de ¥ (x,2) pour |x|<#", |z|<#",
nous considérons la fonction L (x, t,z, ¥ (2, z)) qui est réguliere pour
lx| <</, |t]1 <7, |z]<#'. Désignons par L, (x,t 2) le polynome
formé de tous les termes de degrés moindres que » dans le développe-
ment en série entiére de cette fonction et posons

L (x, t,z, V¥ (L, z))=Lm (x,t,2)+ M, (x,t,2).

On peut faire correspondre a un nombre quelconque " (0 < 7" <7’)
un nombre M tel que l'on ait

| M, (x,t,2) | < M(|xim+|tim+]z|m), (m=1,2, )

pour [ x| </, |t|<#", |z]<<#". On a alors
| Maetcomarl
£

<Mit+ial(lgmis 1 (gimriceim).

On en conclut que Pintégral X re L, (&t Ct*1)dt converge uniformé-

ment vers ¥ (¢, CE1) pour [&]<<#”, |C&1|<<#" lorsque m— oo,
Or cette intégral est un polynome en ¢ et C&*l ¥ (x,z) est donc
réguliére pour [x| <", |z|<7".

Si Pon prend d’abord N de sorte que Nvy+1>|1+:7al A, Pinéga-
lité (10) est satisfaite par un nombre assez grand K. Puis on prend

»" assez petit de sorte que Pinégalité (9) soit satisfaite. Alors v (x, z)
appartient a &, car linégalité subsiste dans | &|<#", |¢|<7»".
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On peut vérifier sans peine que la convergence uniforme de la
série {¥x (x,2)} extraite de ¥ entraine celle de la série correspondante
{\1"” (x’ Z)}.

D’apres le théoréme d’existence déja cité il existe une fonction
¥(x,2) telle que lon ait

¥ (1, 2)=v¥ (x, 2), v (x,2)e .
Posons

@ (x,2)=Py (x,2)+¥ (%, 2),
alors
u(x)=@ (x, Cx 1)

est une solution de I’équation (6).

Nous arrivons donc au théoréme suivant.

THEOREME 4. Si A—1 west pas nul ni un nombre négatif, et si
Véquation (6) admet une solution formelle (7), cette série est convergente
lorsque | x| et |z(x)| sont assez petit, et représente la solution de
Péquation (6), ou lon prend pour chemin d'intégration la courbe I,
définie ci-dessus.

21 octobre 1951.
L’université de Kobe.
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