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Sur l’equation int\’egrale

$xu(x)=f(x)+\int_{0}^{x}K(x, t, u(t))dt$ .

Par Tokui SAT\={O}

(Re\cau le 19 ma;, 1952)

1. Le th\’eor\‘eme d’existence de Cauchy relatif aux \’equations diff\’e-
rentielles peut s’etendre imm\’ediatement \‘a l’\’equation int\’egrale de Voi-
terra

$u(x)=f(x)+\int_{0}^{x}K(x, t, u(t))dt$ ,

o\‘u $f(x)$ et $K(x, t, u)$ sont r\’eguli\‘eres respectivement dans $|x|<r$ et
dans $|x|<r,$ $|t|<r,$ $|u-f(x)|<\rho$ . Nous voulons \’etudier ici, par
une m\’ethode analogue \‘a celle de M. Ie Prof. Hukuhara pour les \’equa $\cdot$

tions diff\’erentielles ordinaires,1) le cas o\‘u $K(x, t, u)$ admet $x=0$ comme
un p\^ole d’ordre 1. Dans ce cas nous pouvons \’ecrire l’\’equation sous
la forme

(1) $xu(x)=f(x)+\int_{0}^{X}K(x, t, u(t))dt$

o\‘u $f(x)(f(O)=0)$ et $K(x, t, u)$ d\’esignent des fonctions r\’eguli\‘eres re-
spectivement dans $|x|<r$ et dans $|x|<r,$ $|t|<r,$ $|u-c_{0}|<\rho$ .

TH\’EOR\‘EME 1. S’il existe une s\’erie

(2) $ u(x)=c_{0}+c_{1}x+c_{2}x^{2}+\cdots$

qui satisfait formellement \‘a l’\’equation int\’egrale (1), cette s\’erie a un
rayon de convergence $posit_{l}f$ et repr\’e sente une solution, qui est caract\’e-

ris\’ee par la propri\’et\’e: $u(x)-P_{n}(x)=0(x^{n})$ , o\‘u $ P_{n}(x)=c_{0}+c_{1}x+\cdots$

$+c_{n-1}x’-1n=[|\lambda|]+1,$ $ K_{u}^{\prime}(0,0, c_{0})=\lambda$ .
D\’emontrons d’abord un
LEMME 1. Si l’in\’equation int\’egrale

1) M. Hukuhara, Equation\S diff\’erentielles ordinaires. (1950), $I_{W}anami$ , (en japonais),
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$xu(x)\leq\nu\int_{0}^{x}u(t)dt$ . $ 0<\nu$ , $0<x$ ,

admet une solution continue dans l’intervalle $I:0<x\leq r$ telle que
$0\leq u(x)=0(x^{\nu-1})$ , elle est n\’ecessairement $u(x)\equiv 0$ .

En effet, si l’on pose

$u(x)=x^{v-1}w(x)$ ,

l’in\’equation devient

$x^{\nu}w(x)\leq\nu\int_{0}^{x_{l)!-1}}w(t)dt$ .

$w(x)$ est continue daris $I$ et $w(x)\rightarrow 0$ pour $x\rightarrow 0$ . Si $w(x)\neq 0,$ $w(x)$

atteint son maximum $W=w(x_{0})>0,0<x_{0}\leq r$. On a donc

$x_{0}^{\nu}W=x_{0}^{\nu}w(x_{0})\leq\nu\int_{0}^{Jo_{l^{\nu-1}w(t)dt<}}\nu W\int_{0^{Xo}}t^{\nu- 1}dt=x_{0}^{v}W$ ,

ce qui est absurde, C. Q. F. D.
Pour d\’emontrer le th\’eor\‘eme 1, nous posons

$u(x)=w(x)+P.(x)$ .
L’\’equation int\’egrale en $w(x)$ devient

(3) $xw(x)=(J(x)+\int_{0}^{x}L(x,$ $t,$ $w(t))dt$ ,

o\‘u

$g(x)=\int_{0}^{x}K(x,$ $t,$ $P_{n}(t))dt+f(x)-xP_{n}(x)$ ,

$L(x, t, w)=K(x,$ $t,$ $w+P_{n}(t))-K(x,$ $t,$ $P_{n}(t))$ .
L’\’equation (3) admet une solution formelle

$w(x)=c_{n}x^{n}+c_{n}1^{X^{n\vdash 1}+}$

et $g(x)$ a $x^{n+1}$ comme facteur.
Si $n$ est un entier tel que l’on ait $n-|\lambda|>0$ , on a alors

$|g(x)|\leq G_{n}|x|^{n\{I}$ dans $|x|<r^{\prime}$ ,

$|L(x, t, w)|\leq\nu|w|$ dans $|x|<r^{\prime}$ , $|t|<r^{\prime}$ , $|w|<\rho^{\prime}$ ,

en d\’esignant par $\sqrt{},$ $\rho^{\prime}$ des nombres positifs assez petits, et par $\nu$ un
nombre tel que $|\lambda|<\nu<[|\lambda|]+1$ .
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Soient $n$ un entier tel que $n>|\lambda|$ et $r^{lt}$ un nombre positif tel que
$r^{\prime\prime}\leq r^{\prime}$ et $Lr^{\prime\prime n}<\rho^{\prime}$ , o\‘u $L=(n+1)G_{n}$ .

Consid\’erons une famille $\mathfrak{F}$ form\’ee des fonctions r\’eguli\‘eres dans
$|x_{1^{1}}<r^{\prime\prime}$ et telles que $|w(x)|\leq L|x|^{n}$ . Nous faisons correspondre \‘a
$ w(x)e?\gamma$ la fonction $\overline{w}(x)$ d\’efinie par

$\overline{w}(x)=\frac{1}{x}\{g(x)+\int_{0}^{x}K(x, t, w(t))dt\}$ .

$\overline{w}(x)$ est alors r\’eguli\‘ere dans $|x_{1}^{1}<r^{\prime\prime}$ , et satisfait \‘a

$|\overline{w}(x)|\leq(G_{n}+n+1nL)|x|^{n}=L_{1}|\prime x|^{n}$ .

$\overline{w}(x)$ appartient donc \‘a $\sim(t\cdot$

Si une suite $\{w_{n}(x)\}$ de fonctions r\’eguli\‘eres de 7 converge uni-
form\’ement \‘a l’int\’erieur de $|x|<r^{;/}$ , on a

$\lim_{n\rightarrow\infty}\overline{w}_{n}(x)=\lim_{n*\infty}[- x1\{L(/(x)+\int_{0}^{x}L(x, t, w_{n}(t))dt\}]$

$=\frac{1}{x}\{/((x)+\int_{0}^{x}L(x, t, \lim_{n\rightarrow\infty}w_{n}(t))dt\}$ .

D’apr\‘es le th\’eor\‘eme d’existence il existe une fonction $w(x)$ telle
que l’on ait

$w(x)=\frac{1}{x}\{g(x)+\int_{0}^{x}L(x,$ $t,$ $w(t))dt\}$ , $w(x)\in \mathfrak{F}$ .

La fonction $u(x)=P_{n}(x)+w(x)$ est donc une solution de l’\’equation
(1) qui est r\’eguli\‘ere dans $|x|<\sqrt{}$‘.

Nous allons montrer que l’equation (3) n’admet $quune$
) solution

$w(x)$ r\’eguli\‘ere au voisinage de $x=0$ et telle que $w(x)=0(x^{\nu})$ .
Supposons qu’il existe deux telles solutions $w_{1}(x)$ et $w_{2}(x)$ . $W(s)$

$=|w_{1}(se^{i\theta})-w_{2}(se^{i\theta})|$ est donc continue dans $0<s\leq r^{\prime\prime\prime}$ et satisfait
\‘a l’in\’equation suivante

$sW(s)\leq\nu\int_{0}^{s}W(t)dt$ ,

o\‘u $r^{\prime\prime\prime}$ est un nombre assez petit. $D$‘apr\‘es le lemme 1 on a
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$w_{1}(x)-w_{2}(x)\equiv 0$ .
On en conclut que l’\’equation int\’egrale (1) n’admet qu’une solution $u(x)$

r\’eguli\‘ere dans $|x|<r^{\prime\prime}$ et telle que

$u(x)-P_{n}(x)=0(x^{\nu})$ .
Elle peut s’\’ecrire

$u(x)=P_{n}(x)+w(x)$ , $(n\geq\nu)$ ,

o\‘u $w(x)$ est la solution r\’eguli\‘ere de l’\’equation (3).
$n(\geq\nu)$ \’etant arbitraire, le d\’eveloppement de $u(x)$ est (2), C. Q. F. D.
Soient

$ f(x)=a_{1}x+a_{2}x^{2}+\cdots+a_{n}x^{n}+\cdots$ ,

(4) $K(x, t, u)=\sum b_{ijk}x^{i}t^{j}u^{k}$

les d\’eveloppements en s\’eries de puissances enti\‘eres de $f(x)$ et de
$K(x,t,u)$ .

Si (2) est une solution formelle, on a

$c_{0}=a_{1}+K(0,0, c_{0})$ ,

$(2-\lambda)c_{1}=2a_{2}+2b_{10}+b_{010}$ , et en g\’en\’eral

(5) $(n+1-\lambda)c_{n}=\mathfrak{P}_{n}(c_{0}, c_{1\prime}\cdots, c_{n- 1})$ $(n=1,2,\cdots)$ ,

o\‘u $\mathfrak{P}_{n}(c_{0}, c_{1},\cdot\cdot:, c_{n-1})$ est un polynome en $c_{0},$ $c_{1},\cdots,$ $c_{n-1}$ . Supposons qu on
a d\’efini $c_{0},$ $c_{1},\cdots,$ $c_{m-1}$ de mani\‘ere que (5) soient satisfaites pour $ n=1,2,\cdots$ ,

$m-1$ . Si $\lambda-1\neq m$ , on peut d\’eterminer $c_{m}$ d’une seule mani\‘ere par
(5). Si x-l $=m$ . $\mathfrak{P}_{m}(c_{0}, c_{1},\cdots, c_{m-1})\neq 0$ , la relation (5) ne peut \^etre

satisfaite pour $n=m$ . Mais si l’on a $\lambda-1=m,$ $\mathfrak{P}_{m}(c_{0}, c_{1},\cdots, c_{m- 1})=0$ , on
peut donner \‘a $c_{m}$ une valeur quelconque. Les coefficients $ c_{m+1}\ldots$

. se
determinent d’une seule mani\‘ere \‘a l’aide des relations (5). On a donc le

$THEOR\grave{h}ME\prime 2$ . Soit $c_{0}=a_{1}+K(0,0, c_{0})$ . Si $\lambda$ n’est pas un entier
positif, l’\’equalion (1) admet une solution formelle et une seulle (2).

Si $\lambda$ est un entier, il n’existe en g\’en\’eral aucune solution formelle (2),

mais s’il en existe une, elle d\’epend d’une constante arbitraire.
2. Consid\’erons maintenant le cas o\‘u l’\’equation (1) admet une

solution r\’eguli\‘ere (2) et d\’esignons.la par $\varphi(x)$ .
Si l’on pose
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$u(x)=w(x)+\varphi(x)$ ,

on a pour $w(x)$ l’\’equation

$xw(x)=\int_{0}^{x}\{K(x, t, w(t)+\varphi(t))-K(x, t, \varphi(t))\}dt$ .
On peut donc prendre sans perdre la g\’en\’eralit\’e l’\’equation

(6) $xu(x)=\int_{0}^{X}K(x,$ $t,$ $u(t))dt$ ,

o\‘u $K(x, t, u)$ est r\’eguli\‘ere dans $|x|<r,$ $|t|<r,$ $|u|<\rho$ , et

$K(x, t, 0)\equiv 0$ , $ K_{u}^{\prime}(0,0,0)=\lambda$ .
THE’OR\‘EME 3. Si $\lambda-1$ n’est pas $0$, ni un entier positlf ni un

nombre rationnel n\’egatif, l’\’equation (6) admet une solution formelle et
une seule

(7) $u(x)=\sum_{j.k}p_{jk}x^{j}z(x)^{k+1}$ , $(p_{\alpha)}=1)$ ,

o\‘u $z(x)=Cx^{\lambda-1},$ $C$ d\’esignant une constante arbitraire.
En effet, soit (4) le d\’eveloppement en s\’erie enti\‘ere de $K(x, t, u)$ .

On a alors $b_{ij0}=0,$ $ b_{01}=\lambda$ , et

$\sum_{j.k}p_{jk}x^{j+1}z(x)^{k+1}=\int_{i}>_{j^{\angle}.k}\neg b_{ijk}x^{i}t^{j}(\sum_{l.m}p_{lm}t^{l}z(t)^{m+1})^{k}dt$

dont le second membre est constitu\’e des termes de la forme

$\int x^{i}t^{j}z(t)^{k}dt=x^{i+j+1}z(x)^{k}/(1+j+(\lambda-1)k)$ , $(k\geq 1)$ .

On en d\’eduit pour $j+k>0$ les relations

$j+(\lambda-1)(k-1)j+1+(\lambda-1)kp_{jk}=\mathfrak{P}_{jk}(p_{lm})$ ,

o\‘u $\mathfrak{P}_{jk}(p_{lm})$ est un polynome en $p_{lm}(l+m<i+k)$ . A l’aide de ces
relations on peut d\’eterminer les $p_{jk}$ d’une seule mani\‘ere, ce qui \’etablit
le th\’eor\‘eme.

Dans le cas o\‘u $\lambda-1$ est un entier positif, il n’existe pas en g\’en\’eral
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une solution formelle (7). Mais si $\backslash \downarrow^{\backslash }\backslash \lambda-1.0(p_{lm})$ devient nul, il existe
certainement une solution formelle (7).

Nous allons montrer par la m\’ethode de M. Ie Prof. Hukuhara2) Ia
convergence de la s\’erie (7), en supposant l’existence de la solution
formelle (7), pourvu que $\lambda-1$ ne soit pas nul ni nombre n\’egatif.

Posons pour cela

$P_{N}(x, z)=\sum_{1\vdash j+k<N}p_{jk}x^{j}z^{k\}1}$ ,

$w(x)=u(x)-P_{N}(x,$ $z(x))$ , $(z(x)=Cx^{\lambda-1})$ .

L’\’equation int\’egrale en $w(x)$ peut s’\’ecrire

(8) $xw(x)=\int_{0}^{x}L(x, t, z(t), w(t))dt$ ,

o\‘u
$L(x, t, z, w)=K(x, t, w+P_{N}(t, z))-P_{N}(t, z)$

$-t^{\partial P_{N}(t,z)}\partial l-(\lambda-1)z\partial P_{N}(t, z)\partial z$

$L(x, t, z, w)$ est donc r\’eguli\‘ere au voisinage de $(0,0,0,0)$ en $x,$ $t,$ $z,$ $w$ et
d\’eveloppable en s\’erie enti\‘ere:

(10) $L(x, t, z, w)=$ $\sum_{i.j.k.l}c_{ijkl}x^{j}l^{j}z^{k}\iota v^{l}$ , $(c_{\alpha xn}=0, c_{\alpha n\iota}=\lambda)$ .

Par hypoth\’ese l’\’equation (8) admet une solution formelle

$w(x)=$ $\sum_{1\neq j\vdash k_{\leftarrow}^{\backslash }V}$

$ p_{jk}x^{j}(Cx^{\lambda-1})^{k1}\vdash$

On peut en conclure
$c_{ijk},=0$ $(i+i+k<N)$ .

Si donc $|\lambda|<A$ , on peut prendre une constante $B_{N}$ de mani\‘ere que
l’on ait

$|L(x, t, z, w)|\leq A|w|+B_{N}(|x|^{N}+|t|^{N}+|z|^{N})$

2) Loc. cit. 180-187.
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pour $|x|<r^{\prime},$ $|t|<\sqrt{},$ $|z|<r^{\prime},$ $|w|<\rho^{\prime},$ $\sqrt{}$ et $\rho^{\prime}$ d\’esignant des nom-
bres positifs assez petits.

D\’esignons par $\mathfrak{F}_{l}$ la famille des fonctions $\psi(x, z)$ r\’eguli\‘eres dans
$|x|<r^{\prime\prime},$ $|z|<\gamma^{\prime\prime}$ et satisfaisant \‘a l’in\’egalit\’e

$|\psi(x, z)|\leq K(|x|^{N}+|z|^{N})$ ,

$K$ d\’esignant une constante dont la valeur sera d\’etermin\’ee plus tard.
Soit $J_{\xi}^{v}$ un chemin joignant $0$ et $\xi=\sigma e^{j\omega}$ et dont l’\’equation est

$\theta=\omega+\alpha\log(s/\sigma)(0<s\leq\sigma)$ o\‘u $x=se^{j\theta}$ . Si $\lambda-1=\mu+i\nu$ , on a
$|x^{\lambda- 1}|=s^{\mu-\nu\alpha}\sigma^{v\alpha}e^{-\nu\omega}$

Pour que $|x^{\lambda-1}|\rightarrow 0$ lorsque $s\rightarrow 0$ , il suffit que $\mu-\nu\alpha>0$. Sous
l’hypoth\‘ese o\‘u nous nous pla\caons, on peut toujours d\’eterminer $\alpha$ de
sorte que $\mu-\nu\alpha>0$ .

Sur le chemin $I_{\xi}^{v}$ , $|x^{\lambda-1}|$ est une fonction croisante de $s$ . Les
in\’egalit\’es $|\xi|<\sqrt{}^{\prime},$ $|C\xi^{A-1}|<\sqrt{}^{\prime}$ , entrainent donc $|x|<\sqrt{}^{\prime}$ , $|Cx^{\lambda-I}|$

$<\sqrt{}^{\prime}$ pour $x\in/_{\xi}$ . Si l’on prend $\gamma^{\prime\prime}$ tel que

(9) Of‘ $<\min\{1, r^{\prime}\}$ , $2Kr^{;/N}<\rho^{\prime}$ ,

on a
$|L(x, t, z, \psi(t, z))|\leq A|\psi(t, z)|+B_{N}(|x|^{N}+|t|^{N}+|z|^{N})$

$\leq(AK+B_{N})(|t|^{N}+|z|^{N})+B_{N}|x|^{N}$

pour $x,$ $t\in l_{\xi}^{\gamma},$ $z=Ct^{\lambda-1}$ .
Posons

$\overline{\Psi}(x, C)=\int_{r_{x}}L(x, t, Ct^{\lambda-1}, \psi(t, Ct^{A-1}))dt$

et
$x\overline{\psi}(x, z)=\overline{\Psi}(x, zx^{-\lambda+1})$ .

On a alors

$|\overline{\psi}(\xi, C)|\leq\int_{0}^{\sigma}|1+i\alpha|\{(AK+B_{N})(s^{N}+Ds^{N(\mu- v\alpha)})+B_{N^{\sigma^{N}}}\}ds$

$=|1+i\alpha|\{(AK+B_{N})(_{N+^{\vdash 1}1}\sigma^{V}+D\frac{\sigma^{N(\mu-\nu\alpha)}}{N(\mu-\nu\alpha)+1})+B_{N}\sigma^{N+1}\}$
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$\leq|1+i\alpha N\gamma+1^{1}(AK+(N+2)B_{N})\{|\xi|^{V}+|C\xi^{\lambda-1}|^{N}\}|\xi|$ ,

o\‘u $D=(|C|\sigma^{\nu\alpha}e^{-\nu\omega})^{N},$ $\gamma=\min\{1, \mu-\nu\alpha\}$ . Par suite si

(10) $|1+i\alpha|$ (A $K+(N+2)B_{N}$) $\leq(N\gamma+1)K$ ,
on a

(11) $|\overline{\psi}(\xi, \zeta)|\leq K(|\xi|^{N}+|\zeta|^{N})$ $(\zeta=C\xi^{\lambda-1})$

pour $0<|\xi|<\sqrt{}^{\prime},$ $|\zeta|<\sqrt{}^{\prime}$ .
Pour montrer la r\’egularit\’e de $\overline{\psi}(x, z)$ pour $|x|<\sqrt{}^{\prime},$ $|z|<\sqrt{}^{\prime}$,

nous consid\’erons la fonction $L(x, t, z, \psi(t, z))$ qui est r\’eguli\‘ere pour
$|x|<\sqrt{}^{\prime},$ $|t|<\sqrt{}^{\prime},$ $|z|<\sqrt{}^{\prime}$ . D\’esignons par $L_{m}(x, t, z)$ le polynome
form\’e de tous les termes de degr\’es moindres que $m$ dans le d\’eveloppe-
ment en s\’erie enti\‘ere de cette fonction et posons

$L(x, t, z, \psi(t, z))=L_{m}(x, t, z)+M_{m}(x, t, z)$ .
On peut faire correspondre \‘a un nombre quelconque $r^{t//}(0<\sqrt{}^{\prime\prime}<\sqrt{}‘)$

un nombre $M$ tel que l’on ait
$|M_{m}(x, t, z)|\leq M(|x_{1^{m}}^{I}+|t|^{m}+|z|^{m})$ , $(m=1,2,\cdots)$

pour $|x|<r^{\prime\prime\prime},$ $|t|<r^{\prime\prime\prime},$ $|z|<r^{\prime\prime\prime}$ . On a alors

$|\int_{\Gamma_{\xi}}M_{m}(\xi, t, Ct^{\lambda-1})dt|$

$\leq M|1+i\alpha|$ ( $|\zeta|^{m+1}+$
1

$(|\xi|^{m}+|C\xi^{\lambda-1}|^{m})$).
$m\gamma+1$

On en conclut que l’int\’egral $\int_{\Gamma_{\xi}}L_{m}(\xi, t, Ct^{\lambda-1})dt$ converge uniform\’e $\cdot$

ment vers $\overline{\psi}(\xi, C\xi^{\lambda-1})$ pour $|\xi|<r^{\prime\prime},$ $|C\xi^{x-1}|<r^{\prime\prime}$ lorsque $ m\rightarrow\infty$ .
Or cette int\’egral est un polynome en $\xi$ et $C\xi^{\lambda-1}.$ $\overline{\psi}(x, z)$ est donc
r\’eguli\‘ere pour $|x|<r^{\prime\prime},$ $|z|<r^{\prime\prime}$ .

Si l’on prend d’abord $N$ de sorte que $N\gamma+1>|1+i\alpha|A$ , l’in\’ega-
lit\’e (10) est satisfaite par un nombre assez grand $K$. Puis on prend
$r$

“ assez petit de sorte que l’in\’egalit\’e (9) soit satisfaite. Alors $\overline{\psi}(x, z)$

appartient \‘a $\mathfrak{F}$ , car l’in\’egalit\’e (11) subsiste dans $|\xi|<r^{\prime\prime},$ $|\zeta|<r^{\prime\prime}$ .
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On peut v\’erifier sans peine que la convergence uniforme de la
s\’erie $\{\psi_{n}(x, z)\}$ extraite de $\mathfrak{F}$ entraine celle de la s\’erie correspondante
$\{\overline{\psi}_{n}(x, z)\}$ .

D’apr\‘es Ie th\’eor\‘eme d’existence d\’ej\‘a cit\’e il existe une fonction
$\psi(x, z)$ telle que l’on ait

$\psi(x, z)=\overline{\psi}(x, z)$ , $\psi(x, z)\in \mathfrak{F}$ .
Posons

$\varphi(x, z)=P_{N}(x, z)+\psi(x, z)$ ,

alors
$u(x)=\varphi(x, Cx^{\lambda-1})$

est une solution de l’\’equation (6).
Nous arrivons donc au th\’eor\‘eme suivant.
$TH\acute{E}OR\grave{b}^{\backslash }ME4$ . Si $\lambda-1$ n’est pas nul ni un nombre n\’egatif, et si

l’\’equation (6) admet une solution formelle (7), cette s\’erie est convergente
lorsque $|^{1}X|$ et $|z(x)|$ sont assez petit, et repr\’esente la solution de
l’\’equation (6), o\‘u $Pon$ prend pour chemin d’int\’egration la courbe $I_{x}^{\prime}$

d\’efinie ci-dessus.

21 octobre 1951.
L’universit\’e de Kobe.
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