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Uber kommutative Ringe, in denen jedes Ideal als
Produkt von Primidealen darstellbar ist

Keizo AsanNo

Wir verstehen in diesem Note unter dem Ring stets einen kommuta-
tiven Ring mit dem Einsement. Ein Integrititsbereich mit dem Teilerket-
tensatz, in welchem die klassische Dedekind-Noethersche Idealtheorie gilt,
heisst Dedekindsch. K. Kubo" hat bewiesen, dass ein Ring, in dem jedes
von Null- und Einhcitsideal verschiedene Ideal als Produkt von Primidealen
eindeutig darstellbar ist, ein Dedekindscher Integiititsbereich oder cin primirer
‘einreihiger Ring ist. K. Matusita® zeigtc, dass im Falle des Integritits-
bereiches die Eindeutigkeit entbehrlich ist, also dass ein Integrititsbereich,
in dem jedes Ideal sich als Produkt von Primidealen darstellen lisst, Dede-
kindsch ist. Schliesslich hat Y. Akizuki® bewiesen, dass ein Ring,
in dem jedes Ideal als Produkt von Primidealen darstellbar ist, eine direkte
Summe von endlich vielen Dedekindschen Integrititsbereichen und primiren
einreihigen Ringen ist. Wir werden in § 1 einen Beweis davon angeben.
Ein Dedekindscher Integrititsbereich wird bekanntlich durch die drei Eigen-
schaften, ndamlich die Ganzabgeschlossenheit, den Teilerkettensatz und die
Teilerlosigkeit der Primideale charakterisiert. Man kann dabei die Ganz-
abgeschloseenheit durch die von M. Sono hertiihrende Bedingung ersetzen,
dass kein Ideal zwischen p und p® fir jedes Primideal p existiert. Es gilt
sogar nach 1.S. Cohen?, dass ein Integrititsbereich mit dem Teilerkettensatz
Dedekindsch ist, wenn man nur verlangt, dass es zwischen p und p* fur
jedes teilerlose Primideal p kein Ideal gibt. Wir werden allgemein in §2
beweisen, dass ein Ring mit dem Teilerkettensatz cine direkte Summe von
endlich vielen Dedekindschen Integrititsbereichen und primiren Ringen ist,
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hinreichende Bedingung fiir die eindeutige Primfaktorzerlegung der Ideale in einem kommutativen
Ring, Proc. of Imp. Akad. Tokyo 17 (1941)
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wenn es zwisehen p und p? fir jedes teilerlose Primideal p kein Ideal gibt.
Daran anschliessend werden wir einige Charakterisierungen von solchen
Ringen angeben. Als eine unmittelbare Folgerung davon erhalten wir den
Krullschen Satz iiber Hauptidealringe.

§1. Es sei o ein (kommutativer) Ring mit dem FEinselement.

Hilfssatz 1. Ist p ein teilerloses Primideal von o wud gibt es zwischen p
and p* kein Ideal, so gibt es zwischen p und Y™ keine Ideale ausser der Po-
tenzen von P, d.e. 0/P™ ist ein primdirer cinveiluger Ring.

Beweis. Es sei 02pDp*D...0p" (p"=p™, »<m). Bedeutet p ein
in p, aber.nicht in p* entha'tenes Element, co ist p=(,p?) und folglich
pi= (2, p'*). p’/p**t ist als ein zyklischer p/p-Modul mit dem einfachen
Modul o/p isomorph. Daraus folgt, dass 0D pD... D p” eine einzige Kompo-
sitionsreihe von o/p™ bildet.

Wir nennen ein Ideal a regulidr, wenn aus ab=ac b=c folgt. Z.B. ist
ein von einem Nichtnullteiler erzeugtes Hauptideal reguldar. Ein Piodukt
von reguliien Idealen ist regulir und wenn umgekehrt ein Produkt wvon
Idealen regulir, so sind die einzelnen Faktoren regulir.

Hilfssatz 2. 7st ein regulires Ideal a als P7 odulet von Primidealen dar-
stellbar, so ist die Darstellung eindeutig.

Beweis. a=pPs...Pr=0q:qz---qs

seien zwei Zerlegungen von a. Jedes minimale Ideal unter py,..., P, Gpeeos
g, kommt ersicht'ich auf beiden Seiten vor. Es sei p;=q, ein minimales
Ideal. Dann ist p,...p,=qs.--pPs. So f01tfah1e1d erhilt man den Satz.

Satz 1. ZEin Ring o, in dem jedes Ideal als Produkt won Primidealen
darstelloar ist, ist cine direkte Summe von endbich vielen Dedekindschen Inte-
grititsbereichen und primiven einreligen Ringen, und umgekehrt.

Beweis, Es sei p ein Primideal. Ist =0 (p), so ist (@, p)?=(a% p).
Denn ist (@, p)=po, so ist es klar, sonst ist (a, p)* sowie (a5, p) ein
Produkt von p enthaltenden Primidealen :

(@ p)’=pi..p(p:Dp), (&% ) =qs---qs (4;0P),
in o=0/p ubergehend ist

(@) =Ps---P,= Q.-

wobei i das Bild von m bei dem Homomoiphismus von p auf B bedeutet.
Da die Primfaktorzerlegung von (@) in p nach Hilfssatz 2 eindeutig ist, so
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sei =5 und P,=qs, i=1,...,». Dann ist p,=q, und (a, p)’=(a’ p). Aus
(fl’ p)?=(a% ap, p°) Dp folgt

p=pn (@ ap, p) = ((a*) Np.(@p)p) = (@, (a:p) p)=(a, P)p.

Es ist demnach ap=p, wenn aDdp ist. Ist ¢ ein Nichitnullteiler von o, so
ist die Primfaktorzerlegung (¢)=p;...p, eindeutig und jedes p; ist teile.los ;
denn aus aDdp; folgt ap,=p,; a(c)=/(¢), also a=o. Jeder Primteiler von ()
stimmt daher mit einem p; tibcrein. Mithin ist jedes Primideal teilerlos, wenn
es Nichtnullteiler enthilt. Ist o insbesondere ein Integrititsbereich, so ist
jedes Prnmxdeal:{:O teilerlos.

Ist ein Pumldeal p nicht-teilerlos, so ist p-—p Wir nehmen jetzt an,
es sei p==p®>. Zwischen p und p® gibt es dann kein Ideal. Denn ist pDa
2p% a=p;...p,, so ist p,2p fiir jedes 7 und pIDp; fiir ein 2. Mindestens ein
bs €twa p,, ist gleich p. Ist p=p; fir ein 71, so ist ersichtlich a=p’
sonst ist p;Dp. (7=1) und a=pp,...p,=p. Mithin ist p/p® ein einfacher o-
Modul. p/p* ist also zyklisch und sein annullierendes Ideal p’ ist ein p
enthaltendes teilerloses Ideal. Weil aber aus p’Dp p’p=p folgt, ist p’=p
gegen die Voraussetzung, dass p nicht-teilerlos ist.

Ist p ein teilerloses Primideal von p, so gibt es ersichtlich kein Ideal
zwischen p und p® und der Restklassenring o/p° ist nach Hilfssatz 1 ein
primirer einreihiger Ring. Ist p ein nicht-teilerloses Piimideal, so ist 5=0/p
ein Integrititsbereich, in welchem jedes Ideal a=aq/p als Produkt von Prim-
idealen p,=p,/p darstellbar ist, also Dedekindsch. Jedes Primideal ist
teileilos oder idempotent. Sind p, q verschiedene Primideale und ist weder
pDq noch pCq, so ist (p, q)=o. Denn ist p oder q teilerlos, so ist es
klar, sonst sind p, q idempotent, mithin ist (p, q) auch idempotent. Weil
aber o/p Dedekindsch ist und ausser sich selbst und Null kein idempotentes
Ideal besitzt, ist (p. q)/p=0o/p, also (p, q) =o0. Es sei

©)=p,"...0,"7q;...q,

eine Darstellung von (0) als Produkt von Primidealen, dessen Primfaktoren-
anzahl 7=3p,+s minimal ist, wobei p,...,p, bzw. qy,...,q; verschiedene
teilerlose bzw. nicht-teilerlose (also idempotente) Primideale bedeuten. Ist
P:Dqy so ist p; q;=q; gegen die Minimaleigenschaft von 7. Die Ideale

e 2,7, reeansqs sind also einander teilerfremd und p ist mit der direk-

ten Summe von primiren einrethigen Ringen o/p, und Dedekindschen In-
tegrititsbereichen 0/q, isomorph :
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0= o/p"* ®...@0/p.,”” Do/q:; D...D0/q,.

Ist umgekehrt 0=p,+...+0, eine direkte Summe von Dedekindschen
Integrititsbereichen und primiren einreihigen Ringen, so wird jedes Prim-
ideal .von p in der Form

p=0;+ ...+ 0,1+ Pi+0s1y... +0,

dargestellt, wo p; ein Primideal voa .o;' ist. Da jedes Ideal q, von o, als
Produkt von Primidealen von b: darstellbar ist, ist jedes Ideal a=a,+...
+a, von p als Produkt von Primidealen von o darstellbar.

Korollar. Dafir, dass jedes von o und Null verschicdene Ideal von o als
Produkt von Primideadelen cindeutig darstellbar ist, ist notwendig und Jin-
reichend, dass v ein Dedekindscher Integrititsbercick oder ein primirer einveikiger
Ring ist.

Ein Integrititsbereich, in dem jedes Primideal==0 umkehibar ist, ist
- nach N. Nakano® Dedekindsch. Als eine Verallgemeinerung gilt der folgende

Sate 2. Es sei o etn Ring wvon den jfolgenden Ez'gensckaften’:

1. aCyp bedeutet fitr jedes Primideal p a=pd/, wo a, ' [deale sind.

2. (0) ist als ein Produket von Primidealen darstellbar.

Dann ist o eine divekte Summe von endlick viclen Dedefindsclicn ]ntegrna's-
bereichen und primirven einveiligen Ringen.

Beweis. Ist p ein teilerloses Primideal, so gibt es zwischen p und p*
kein Ideal. Denn aus pDaDdp* folgt a=pa’, a’=(a:p)dp, also ist a'=o
oder a’=p. Der Restklassenring o/p? ist ‘demnach ein primirer ein-
reihiger Ring. Ist o ein Integrititsbereich, so ist jedes von Null verschiedene
Primideal von p umkehibar und o ist Dedekindsch. Jetzt sei p ein nicht-
teilerloses Primideal. ©=p/p ist dann ein Dedekindscher Integrititsbereich.
Jedes Primideal p’ mit 0D p’ D p ist teilerlos und gilt p’p=p, denn es ist
p=p’q, p=0 (q), andererseits ist p prim und p’==0(p), folglich q==0(p),
also p=q. Weil fiir jedes Ideal a mit 0D adp

a=5l . 557', T?v:m/p;
ist, so ist a=(p. " *...p, " p) und wegen p, p=p (F=1,...) gilt ap=p.
Aus p2Dadyp® folgt a=pa’ (a'2Pp), also entweder a=p oder a=p*. Wire
p=Fp?, so wire p/p® wie beim Beweis von Satz 1 ein einfacher p-Modul,

5) N. Nakano, Uber die Umkehrbarkeit der -Ideale im Integrititsbereihe, Proc. of Imp.
Acad. Tokyo, 19(1943), S. 230-234.
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und p wire teilerlos. Es muss also p=p® sein. Jedes Primideal von v ist
teilerlos oder idempotent. Man kann also wie bei Satz 1 den Satz beweisen.

§ 2. Zunichst schicken wir einige Hilfssitze voraus.

Hilfssatz 3. [sz ein idempotentes Ideal a von o wvon cndlich vielen Ele-
menten erzeugt, so ist a4 von cincm Idempotent crzeugt.®
Beweis. Es sei a= (#y,...,%,), dann ist a=a’*= (az,...,a%,), also

Zt,=a,-]u1+(l,27{2+ -‘a . +a¢”Zl,, (aik e a) ’

l—a,, —ay.. —ap, Wl
—a, l—a —ay, |
2 22 | =1—¢ (¢ € q)
—aﬂl —-ﬂng... 1—0""!
|
und (1—e)#,=0, w,;=cu, i=1,...,n. Da a von u,,..., u, erzeugt ist, so ist

¢ das Einselement von a (als Ring betrachtet). ¢ ist ein Idempotent und
a=noe.

Dieser Satz gilt auch ohne die Existenz des Einselements von o voraus-
zusetzen. Denkt man nidmlich die Paare (w2, @), » ganz rational, a € o,
und definieit man

(m, a)+ (n, 6) =(m+n, a+b),
(m, a) (n, &) = (mn, na+mb+ ab),

so bildet die Gesamtheit von (72, a) einen Ring o’ mit Einselment, der
ein Erweiterungsring von p ist, wenn man & und (O, @) identifiziert, und
jedes Ideal von o ist ein Ideal von o'.

Hilfssatz 4. Es sci o cin Ring mit dem Tezlvr/écttensatv zmd p sct ein
teilerloses Primideal, so dass zwischen p und p* kein Ideal existiert. Dann
und nur dann enthilt p ein anderes Primideal, wenn 0D pDp*D ... (p=Ep'*h)
ist. Ist dics der Fall, so ist N, Y" nur ein einziges in p enthaltenes Primideal.

Beweis. §’ sei ein Primideal mit. pDp’, dann ist p*Dp’ (»=12,...).
Denn ist p™2 ¥/, p**'by’, so ist (p™*', p)=p™, da o/p™*' einreihig und
pmHi=kp’ ist; in p=o0/p’ betrachtet ist also p”=p"*'=p*" und p™ ist nach
Hilfssatz 2 von einem Idempotent erzeugt, was der Tatsache widerspricht,
dass o nullteileifrei ist. Wie oben kann man auch beweisen, dass p"==p"+!

6) Vol. S. Mori, Uber Ringe, in denen die grdssten Primirkomponenten jedes Ideals eindey-
tig bestimmt sind. Journ. of Scienbe of Iliroghima Univ, 1, S, 174-175,
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(n=12,...). Wir behaupten nun n;_p"=p’. Ino=p/p’ iibergehend kann
man dabei als /=0 annehmen. Es sei p ein in p, aber nicht in p® enthal-
tenes Element und sei '

(P=qN...NQ

eine unverkiirzbare Darstellung von ( p) durch grosste Primirkomponenten.
Mindestens ein q;, etwa @, ist durch p teilbar: q,Sp; das zugehorige
Piimideal p, von q, ist' dann durca p teilbar: p,Cp. Ist p;==p, so ist nach
dem voraufgehenden p,Cp% (p) €q,Sp,Cp* gegen die Voraussetzung von
#, mithin p,;=p. Es ist pCq,Cp und wegen p € q, ist g, £ p% also q,=p.
Die zugehdrigen Primimideale p,,...,p, sind mit p teileifremd, da aus p,Cp
pep,Cyp’ folgt. q=q,N...NQ, ist also mit p teilerfremd. Man erhilt dem-
nach (p)=pnqg=pq, dh. p ist (im Quotientenkdrper von p betrachtet)
umkehrbar. Wire N, p"=4=0, so gibe es ein Element ¢==0 aus Nz, p*
also

((")=‘p01=p2a2=---, Cl1Ca2C eee

gegen den Teilerkettensatz. Damit ist unsere Behauptung bewiesen.

Ist schliesslich DD_pr‘*’..., so ist ¢= Ny ., p" ein Primideal. Denn aus
az=0 (¢), 650 (0), dh. a=0 (), a0 (p*'), 4=0 (p"), 420 (p*")
folgt ' ,

(a, M) =p" (#>0), (& p")=p™ (n>m),

also as==0" (p'*™+1), d.h. a6==0 (¢).

. Satz 3. Gilt im Ring o der Tcilevkettensatz und gibt es zwischen p und
p° fiir jedes teilerlose Primideal p kein Ideal, so ist o eine dirchkte Summe von
endlich viclen D:dekindschen Integrititsbereichen und primdren cinreihigen
Ringen. .

" Beweis. Ist (0) ein P.imideal, d.h. ist o ein Integrititsbereich, so ist
jedes von Null verschiedene Primideal teilerlos und o ist Dedekindsch oder
ein Korper. Ist (0) ein primires Ideal, aber nicht ein Piimideal, so ist
o ein primirer Ring, d.h. das zugehoérige Primideal p vou (0) nilpotent:
p?=0 (p>1), und der Restklassenring o/p ist ein Koérper. Wir nehmen
jetzt an, es gebe ein Ideal a mit oD a>yp. Fir ein Element ¢=5=0 aus p
ist -

4= (D Cp =0 ().
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Denn wire c=ac (a € a), so wire (1—a)c=0, also 1—a € p, mithin

a=1—p, pep, a(l4+p+...+p)=1¢€aq,

also wiare a=o0. Wir behaupten, dass q ein primires Ideal ist.

q=¢:N...NGq, : 1)

sei eine unverkiirzbare Darstellung von q durch grésste Primirkomponenten,
dessen zugehorigenn Primideale pg,...,p. sind. Mindestens ein p;, etwa p,,
ist durch p teilbar: p,Cp. Da aber 0=pPCyh,, pCp, i=1,....7, ist, gilt p
=p,. Wire »>1, so wire p,2p (#31), also ¢,2p/Dp 2 q,° und die
Darstellung (1) wiirde verkiirzbar sein. Damit ist »=1 und q ist ein pri-
mires Ideal mit dem zugehorigen Primideal p. Aus

a(e) =0(a),  ()=0(q)

folgt somit a=0(p). Es ergibt sich also ein Widerspruch.

Sind P, q verschiedene Primideale, von denen eines das andere nicht
enthilt, so ist (p, q)=o. Denn ist (p, q)=Fo, so gibt es ein teilerloses
Primideal p, mit 0Dp,2 (p, q). Da p, nach Hilfssatz 3 nur ‘ein einziges
Primideal enthilt, so ist p=q gegen die Voraussetzung. Bedeutet

0)=qg,N...N ¢

eine unverkiirbare Darstellung von (0) durch grésste Primirkomponenten,
so sind die zugehsiigen Primideale p,,...,p, einander teilerfremd. Denn wire
p;Cp; so wire q;:Sp,Cp; €4q;. qu-..,q- sind also einander teilerfremd und
es ist :

0=0/9,D---® 0/4,-

Der Ring o0/q, geniigt der Voraussetzung des Satzes und sein Nullideal ist
primir. Er ist also ein primirer Ring oder ein Integrititsbereich. Damit
ist der Satz bewiesen.

Es sei p ein teilerloses Primideal mit p==p*’. Wie leicht gezeigt wird,
sind die folgenden Bedingungen einander #dquivalent :®

7) Bedeutet p/ ein maximales p; enthaltendes Ideal, so enthilt p/ nach Hilfssatz 4 nur
ein einziges Primideal, also p/=p;und p®; Op (2=1,2,--).
8) Vgl die in 4) zitierle Arbeit yon Colen,
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Es gibt zwischen p und p® kein Ideal.
p/p? ist ein zyklischer o-Modul.
Aus p2adyp® folgt a=pa’. :
4, Die Ideale zwischen p und p*> (p, p® eingeschlossen) sind total
geordnet (in Bezug auf 2). | |
b. Fir drei Ideale a,b,¢, p2a,b,¢2p?

e

an(,c)=(anb, anc)
6. Fur drei Ideale a, b, ¢, p2a, b, cCp%

a: (bne)=C(a:b, a:c)

Satz 4. Ein Ring mit dem Teilerkettensatz ist cine divekte Summe von end-
lick vielen Dodekindschen Intogrititsbereicken und primaren einveiligen Ringen,
wenn fir jedes teilerlose Primideal p cine dev oben erwilinten Bedingungen gilt.

‘Man erhilt ohne Miihe : ’

Satz 6. Gilt im Ring o der T czle)r/{ettmsatz, so sind die folgenden
Bedingungen einander dquivalent :

1. 0 ist eine direkte Summe von cndlich vielen Dedekindsclen Integritits-
Oereiclen und primdren einveiligen Ringen.

2. Es gibt zwischen p und p* fur jedes teilerlose Przf;zzczial p kein Ideal.

3. Fur jedes teilerlose Primideal p ist p/v* ein zyklischer o-Modil.

4. Jeder Restklassenrving o/a ist cin [{(zuﬁtz'dea/ring, wenn in itlon der
Vielfachenkettensatz gilt.

5. Aus aCb folgt a=be, wo a, b, ¢ [a’eale bedeuten.

6. Die zu cinem teilevlosen Primideal gehorigen primiren Ideale sind
total geordnet.

7. Fur drei Ideale a, b, ¢

an (b, ¢)=(anb, anc)
8. Fir drei Ideale a, b, ¢

a: (bnc)=(aﬁb, a:c)

Im Hauptidealring gilt natiirlich der Teilerkettensatz. Man erhilt nach
Satz b (Bedingung 3) sofort den Krullschen Satz.”
Korollar 1.  Ein Hauptidealring ist eine dirvekte Summe von endliclk vielen

9) W. Krull, Die verschiedenen Arten der Hauptidealringe, Sitzungsberichte der Heider-
berg. Akad. 6(1924).
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Hauptidealintegritatsbereickhen und primdren einveihigen Ringen.

Korollar 2. Gilt im Ring o der Teilerkeltensats und ist jedes maximale
1deal cin Hauptideal, so ist o cin Hauptidealying.® '

Beweis. Nach Satz b ist p eine direkte Summe von endlich vielen
Dedekindschen Integrititsbereichen und primiren einreihigen Ringen: o=
0,+...+0, Jedes von Null verschiedene Primideal p, von p; ist teilerlos,
also ein Hauptideal. Da jedes Ideal a;==0 von o, ein Produkt von Prim-
idealen ist, ist a; ein Hauptideal. Demnach ist o ein Hauptidealring.

10) 1. Kaplansky, Elementary divisors and ‘modulés, Transactions of the Amer. math. Soc.
66(1949), S. 486, o
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