QUELQUES PROPOSITIONS EQUIVALENTES
A L’HYPOTHESE DU CONTINU.®

Ear
Tamotsu Tsuchikura.

§ 1. Dans ce § nous diémontrerons l'équivalence entre I'hypothcse H
(Z,=2%%) et la suivante

Proposition P: 1l existe une. suite infinje de fonctions d’une variable
réelle f,(x), fo(x), fi:(x),---- telle que '

(i) lim f,(x)=0 pour tout x&S (3 désignant ’ensemble de tous les nom
bres reéﬁ?)j

(ii) cette convergence n’est pas uniforme sur tout ensemble ind‘nombr-
able, ’

(iii) pour tout couple de deux nombres réels x, ' qui appartiennent 3 un
certain ensemble K de puissance du continu, I'un au moins de deux limites
supdérieures N
lim sup | faCx) [fa(xD],  Him sup (2 /()]
est finieD.

1. Nous prouverons d’abord le lemme suivant (sans faire usage de
T’hypotheése H).

~ Lemme. Etant donn‘e une famille d‘nombrable de suites formées de
nombres réels qui convergent vers zero, il existe une suite de nombres réels
qui converge plue lentement® que chacune de ces suites donnces.

Demonstration. Soient I',={a®}, (lim a™ =0, m=1, 2, 3,----) les suites
donndes. Nous allons définir de nouvellégwsuites An={b0Y, (m=1, 2,3, )
par linduction. Posons

A ={0Y = 40 Tl | Ine
et supposons que toutes les suites A;={b{°},, (¢=1,2,-- - -, k) ont ¢té définies. Soit
b+ =max ('\/W’ \/@, cenn, \/W ,V/sz/), (n=1,2, ---).

*) Received April 8th, 1947,
15 Cf. W. Sierpinski, Hypothese du contina, Warszawa-Lwow 1934, p. 52, Proposition
- Cg.
2) Pcur deux suites {an} et {bn} formées de nombres réels qui tendent vers zéro, si
Him an/bu=0, nous dirons que {an} converge vers zéro plus rapidement que i{bq}, ou

encore que 1by} converge plus lentzment que {an}.
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Les suites An (m=1, 2,--..) {tant ainsi définies, on voit sans peine que
lim =0 (m=1,2, ---.), et I'on a pour 1<j<m
B> /b <beh> /N/bng =59 —0 (lorsque m— o),

c.-a-d. la suite A, converge plus lentement que toutes les suites A; (j=1, 2,
--, m), et de méme que I',.

Maintenant, par le méthode bien connu de du Bois-Reymond et Hadamard,
on peut construire une suite de nombres réels qui converge plus lentement
que toutes les suites A, (m=1, 2, ---.), donc a plus forte raison que toutes
les suites I',, (m=1, 2, --.. ), c.qfd.

2. H—P. Admettons I'hypothése H. L’ensemble F de toutes les suites
formc¢es de nombres rationnels qui tendent vers zéro, est de puissance Z,%*'=
2%0—%7 . 1l existe donc une suite transfinie
@ 'y, Iy oo, Ty, Doy, veeey, Ty e e (@<Q)
formée de toutes les suites de F.

Nous définirons par I'induction transfinie une nouvelle suite transfinie
2 A, Aoy Az oo Doy Dasry 0y Day oo (a<Q),
comme il suit. ’

Soit d’abotd A, une suite quelconque qui eonvege vers zéro plus lentement
que I',, et supposons que nous avons déja défini pour un nombre ordinal
a<(), toutes les suites As, B<a. D’aprés le lemme il existe une suite A, qui
converge vers zéro plus lentement que toutes les suites Aq, B<a et que 1',.

La suite transfinie (2) est ainsi définie.

Il est 3 remarquer que pour chaque suite 1", de F, l'ensemble de toutes
les suites de (2) qui convergent plus rapidement que 1, est au plus d¢nom-
brable.

En vertu de I'hypothése H, il existe une suite transfinie

K1y Koy Xz s Ky Fesis cc s Xy et (a<Q)
formée de tous les nombres réels.

Posons pour tout nombre réel x=14
€)) filax)=le n-i‘me terme de As, (n=1, 2,3, ----).

On a alors ¢videmment que lim f,(x)=0 pour tout x¢ S. Et pour tout
couple de deux nombres réels J;l;wxu’ et a’=uap (sans aucune exception), si
a >3, la définition (3) entraine

1im |fu(4)/fuC1a) | =0.

Les propriétés (i) et (iii) sont ainsi vérfiées en posant K=S.
Il s’agit donc de prouver la propriété (ii). Supposons par contre qu’elle
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converge vers zéro uniformément sur un ensemble indénombrable E. 1l
existe alors pour tout nombre naturel p, un nombre naturel N, tel que
[fu(x)| <1/p* pour n>N, et x¢E |
(ot N, est determiné indépendantement de x, et I'on peut supposer que N,<
N,<----, Np—oo quand p—0).
Posons pour p=1,2,3, -- .-,
se=1/p si Np.y =n>N,, ets,=1 sin<N,.
Pour tout €0, il existe un nombre naturel p tel que 1/p<é&, on a donc
si Nyvw =n>N,=N,,
R
c.-a-d. la suite {s,} ¢ F converge plus lentement que toutes les suites {f,(x)}

IA

pour xé& k£,

(x¢E, E étant indénombrable) qui appartiennent a la suite transfinie (2).

Donc, d’apres le remarque plus haut, une contradiction a lieu. Par con-
séquent la suite if,(x)} converge non-uniformémement sur tout ensemble
indénombrable.

L’implication H—P est ainsi é&tablie.

3. P—H. Admettons la proposition P-et soit ECK un ensemble quel-
conque de puissance 2% ;.

Nous brouverons d’abord que pour tout nombre iz, ¢ K, il existe un

nombre & =&, E tel que

“4) Hmsup [/uCx) [Ful&) | <oo.
En effet, supposons ;)ar impossible que pour tout £¢E,
Km sup |fulx)[fu(E) | =co
c.-3-d. d’apres la propri(;(» (i)
limsup |fu(®)/fulw) | <o,  pour E<E.
Il en résulte que pou/r certains nombres naturels Mg et N;
[fu(E) [ falz) | <M, pour n<N¢. '

L’ensemble E étant indénombrable et celui de tous les couples de deux
nombres naturels étant dénombrable, il existe un couple de deux nombres
naturels M’, N’ tel que l'inégalité

[fu(E[FuC2) | <M,  pour n>N’
a lieu pour une infinité indénombrable de nombres £« E.

Soit E, leur ensemble. D’autre part pour tout nombre €>0. il existe un
nombre naturel N” tel que

. & .
[fn(xo) i < M pour n>N".
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On a par conséquent

7)) = ey | <b- e

pour > max (N, N”) et £¢ E,, c-a-d. la suite {f.(x)} converge uniformd-
ment sur I'ensemble indnombrable E,, ce qui contredit notre propriété (ii).

Il correspond donc a tout nombre réel x,¢K un élément &, & E tel que
la condition (4) est remplie.

Si Z.<2-Y, d’apres ce qui précede, il existe un élément & ¢ E qui corres-
pond & un nombre indénombrable d’éléments de K. En effet, si tout € ¢ E
-correspond a un nombre au plus dénombrable d’élements de K, I'ensemble E
itant de puissance zl, l'ensemble K est de puissance au plus Z,Z%,=%1<2%0,
contrairement a 1'égalité K=2%0,

Soit A l'ensemble indénombrable de tous les éléments de K auxquels
correspond le nombre £ ‘

Le méme réisonnement que nous avons vu plus haut entramne l'existence
d’un sous-ensemble indénombrable de A sur lequel la suite if.(x)} converge
uniformément. Ce qui contredit la propriété (ii), on en conclut que Z,=2%"
par conséquent que 2%°=9,. L’équivalence entre H et P est ainsi démontrée.

§ 2. Nous dirons que deux points sont séparés par la suite d’ensembles
{E.}, lorsque l'un d’eux est contenu dans liminf E, et lautre est dehors de
limsup E,. Ceci posé, nous allons prouver que 'hypothese H équivaut a la
proposition suivante:

Proposition : Il existe une double suite d’ensembles {B;} telle que

S:BH,B;_}_ ...... '+BIL_+_......,
S=B}+Bi+------ 4Bl ,
(D) ,
S:B;’+B‘_§+ ...... 4 B4 ,

(IT) les ensembles d’'une méme ligne sont disjoints,
(III) quelle que soit la suite de nombres naturels k,, k,, ----ki, ---- et n, le
produit fI (B{+Bi+-- - +B;) est au plus dénombrable,
av) deu)l:})oints distincts arbitraires d'un certain ensemble K; de puissance
du continu, peuvent éitre séparés par la suite d’énsembles de la forme
{BH‘BQJF -+ B

1. Comme on voit dans la démonstration H—P du § précédent, la
condition (iii) de P peut é&tre remplacée par la condition suivante:

8) Cf. Sierpinski, loc. cit., p. 53, Proposition Ci;.
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(iii") pour deux nombres arbitraires x, 4’ distincts qui appartiennent a un
certain ensemble K de puissance du continu, 'un de deux limites

1332, [fCx) fuCa') ' et }gg [faCa ) [fa(x) |
est zéro.

Soit P’ la proposition ainsi obtenue. Les propositions H et P’ sont
équivalentes. '

Remarquons ensuite que la condition (IV) de ) peut étre remplacée par
la condition (IV') ci-dessous, sans perdre l'équivalence avec ()-— —désignons
par ' la proposition ainsi d¢duite.
av’, pour deux points distincts arbitraires x, a1’ &€ K;, si =z ¢ II B;.
et 1 ¢ H B pona alors ou bien k;>k/, ou bien k/>k; pour presquehltous
les mdlces i

Nous montrerons l’équivalence entre (IV) et (IV’) sous les conditions
(D et (ID).

En admettant par exemple le premier cas de (IV’), on voit d’aprés (II)
que #’ ¢ lim inf (B +----+B;,) et x ¢ limsup’ (B +-- "+B;v’¢)’ donc la
condition (IV) est vérifice.

Réciproquement, si (IV) est remplie pour deux points z sII B‘ et 1’ ¢ II1
B;,, (on peut écrire dans cette forme selon (I)), nous pouvons poser par
exemple

% & limsup (B{+----+B;,)
et
1’ & iminf (B{+----+8).

Il résulte donc en vertu de (II) que &/ < h; et k;>h;, c.-a-d, k;>k/ pour
tous les indices 7 4 partir du certain rang, on en conclut la condition (av’).
D’aprés ces remarques il suffit de démontrer deux implications P’—»Q’ et
Q’-—»H.
2. P —>Q Admettons P’. Pour deux indices ¢ et k, posons
Bi=E (|fu(2)| <1/i  pour tout m>k et |fi(x)|=1/.
Evidemment les condition (I) et (II) sont remplies. Si I'ensemble
N= zﬁn(BH“ -+ BL)
est ind‘nombrable, on a d’aprés la définition de B,
(fu(2)| <1/i, m>k. (i=n, n+1,---)
pour tout x ¢ N, ce qui prouve que la suite {f,(x)} converge uniformément
sur N contrairement a la propriété (ii) de P’. Nous avons donc la propriété
(IID).
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Pour deux points z, 2’ ¢ K, posons x & HB i et &' ¢ H B ' (les suites
{k:} et {k,} sont bien déterminée d’apres (I) et I ), et supposons que
(5) hm ft(l )/f;z(x) 0

Supposons par contre que &/ = k; pour une infinité d’indices 7, il résulte
d’aprés les in‘galites [fu(x) | <1/i (m>k) et | fir (') | =1/i, que

[ frr(2)) ‘> 1/_17

Sy 1 T 11T

ce qui contredit I'égalite (5) (parce que comme on voit dans la construction

pour une infinit® d'inices 7,

de {f.(x)}, on peut supposer que k’— oo lorsque i— o). Il en résulte que
ki>Fk’ pour presque tous les indices i.

La condition (IV’) est ainsi prouvée en posant K,=K.

3. Q—H. Admettons la proposition Q- D’aprés les ‘contitions (I) et (ID.
il existe pour tout nombre x¢S, une suite bien déterminée d’'indices k:(x)

telle que x ¢ H Bi .

Soit N K; un ensemble quelconque de . puissance I';, et posons

M: 2 2 H (Bll'l‘Bt‘_;’*‘ J‘Bk(r))i

2eN n=1 i=n
dont la puissance est au plus ¥&; Z,=2, par la propriéts (III).
Si £,<2%0, 'ensemble K;—M n’est pas vide (puisque K,=2%°). Soit x, un
£l¢ment de K,— M. Comme
1M = E liminf (B{+B8{+ - --+B] ),
on conclut par (II) que % (x,)>k; (x) pour une infinité d’indices ¢ (pour tout
1&eN), donc selon (IV’) pour presque tous les indices i (x ¢ N), c.-a-d. pour
tout x & N
vé liminf (B{+Bi+-- - + By
ou
NC liminf (Bi+Bi+ - +Bj.)-
En vertu de (III) 'ensemble du membre droit “tant au plus dénombrable,
et N=%,, on a une contradiction, donc ¥, = 2%°.
On a ainsi Ihypothése H.
§ 3. Nous prouverons maintenant que I'hypothése H équivaut a la proposi-
‘tion suivante:
 Proposition R: Il existe une suite double de fonctions d'une variable
réelle ¢*(x) (m=1, 2,----, n=1, 2, -...) telle que

(1°) lim (llm Pm(x))=0 pour tout z ¢ S,
M—=Pp o N—y
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(2°) quelle que soient la suite -infinie croissante de nombres naturels
m<m,< ----, et la suite infinie d’indices n,, #., ----, I'{galité hm Pk (%)=0
ne peut avoir lieu que tout au plus pour une infinit? df nombrable de
valeurs de 1. -
(3°) pour les deux points arbitraires x et x" dun certain ensemble K, de
puissance du continu, si Iim P (D)= 0 et si lim om (x) 0, on a ou bien
lim qr)"” (x’) 0 ou bein hm 9?),;'% ()= =0. 9., "
- Pour établir 1'é quweﬁe_r)l:e entre H et R,il suffit de prouver que P'—R et
R—H. '

1. PP—R. Admettant P, posons pour tout m=1,2, ----, n=1, 2, ---- et
xeS, »

em(x)=0 si |fp(x)]| <1/m - pour tout p>n,
et [fux)|{=1/m

et ¢™(x)=1 dans le cas contraire.

On voit facilement que les propristis (1°) et (2°) sont remplies™.
Nous d'duirons la propri‘té (3°).

Pour tout indice m et s¢35, soit na(x) le plus petit indice » tel que
®"(x)=0. Supposons pour deux nombres x, " ¢ K que 11m fn(x) [fa(x’)=0. Si

on a n,.(x)>n.(x’) pour une infinit¢é d’'indices m, il rcsulte que
{c::;:;((f)) > }772 =1 pour une infinité d’indices i,

ce qui contredit I'égalité lim [f.(x)/fu(¥’)|=0 (car on peut supposer que
#(x)— oo lorsque m—»oo)j’f)‘r? conclut donc que #m(x’) = nn(z) pour presque

tous les m. Il en r'sulte d’aprés la définition de #n.(x'), que si @™ (2)—0
"
(m—cc), on a l'inégalité #',,>nn(2") pour presque tous les m. Par conséquent

#Wwm>n,n(2) pour presque tous les indices m, c-a-d. lim (p’" _0.

M—> oo

En posant K,=K, la propriété (3) est :tablie.

2. R H. Admettons la p1:oposition R. Soit M -Z K, un ensemble
quelcnque de puissance > ; et posons M=K,—N. On peut correspondre a tout
nombre x &S, une suite mm(xﬂm telle que 71,, (.)(4)——>0 lersque m— co.

Si %,<240 on a l'é gaht M=2%0, Pour tout vy ¢ M, il existe en vertu de
la propriété (2°), un nombre x, ¢ N pour lequel I'“galit: ”}I_D)'l P af2)=0
ne se présente pas.

On a donc d’aprés la propriété (3°)

4) Cf. Sierpinski, loc. eit., 3. 33, Proposition Ci,.
©5) Voir, ibid,, p. 54, Démonstration Cy=Cig.



76 T. TSUCHIKURA

lim ¢» . (y)=0.
\ Hi— co Pl
L’ensemble M {tant de puissance 2%’ et N de puissance ¥%;, il existe
d’aprés l'inégalité %, <2%% un nombre x,e N tel que I'égalité lim P , ()
M—Pp 0o L]
=0 se présente pour une infinité indénombrable de xz &M, ce qui est aussi
incompatible avec (2°). Nous avons donc %;=>2%° c.-a-d. Z,=2%".

L’équivalence entre H et R est ainsi établie, c.q.f.d.

Université de Tohoku, Sendai.





