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Les reseaux plans dans un espace projectif ordinaire ont ete etudies
par bien des geometres depuis longtemps. Nous nous occupons de generali-
ser. dans cet article, ses proprieties importantes au cas de reseaux plans
plonges dans un espace a connexion projective a deux dimensions.

1. Soit E-> un espace a connexion projective a deux dimensions, dont
le point courant est determine par un systeme de coordonnees (x1, x2).
Attachons, avec M. Cartan, a chaque point Ao de cet espace le repere
naturel [Aj, Al7 A J . 1 ) Alors, le deplacement infiniment petit du repere
est donne par
( 1 ) dAΛ - Π*pdx»Aβ (Πξp - SI, Π,*, = 0),
et Γespace defini par ce repere s'appelle Γespace projectif tangent en Ao.
Nous conviendrons, dans cet article, de designer par (X, β,y, les indices
admetΐant 0,1,2; par p, q, r, s, t les indices admettant 1, 2.

Considerons dans E2 un reseau plan defini par les courbes parametri-
ques de
(2 ) xr = xr(u\ u'X
posons d'ailleurs

ev = | ^ 1 , e° = 0, e« = δ*

Alors, ev est un vecteur contrevariant et e* peut etre considere comme un
β

vecteur analytique contrevariant. Ses derivees covariantes sont definies
par la voie habituelle et en designant par Ds le symboίe de la differen-
tiation covariante par rapport a us, on peut ecrire
( 3 ) (ΆA - Dfrje* - R«m&eve\

β γ 3 1 2

R*PΊ etant le tenseur de courbure et de torsion de Γespace.

2. Supposons d'ores et deja que a = eιez — eιeι ne soit pas nul les

trois points e^A*, eΛAΛ, e^A* dans Γespace projectif tangent en Ao, etant
0 1 2

lineairement independants, peuvent etre pris comme les sommets du repere
fundamental du reseau considere. On a done

mse" = e*,

^ 4 ^ j Dse* = Mr,e
Λ + Pr\e<*.

\ r i) ' T

Si Γon effectue le changement de coordonnees
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O i l

les coefficients P^ subissent les transformations

P% = Pj.s +Bl^s logv.

Pour le changement de paramεtres

(6) ΰ1 = £>(Vj), «a = ^C^.)5 ^'ψ1' * 0
qui conserve le reseau (2), on a

p ^ p* pi - φ' pi

Nous savons done que les formes differentielles

sont les invariants du reseau plan dans un espace a connexion projective.
Nous appellerons Velement liήeaire projectif d'un reseau plan2) dans Γespace
considere la derniere forme de (7).

3. Developpons la courbe du2 = 0 issue de Ao sur Γespace projectif
tangent en Ao. Soient (z1, zz) les coordonnees non homogenes f relatives
au repere fundamental) d'un point pris sur ce developpement dans le voisi-
nage de Aπ. Nous avons d'apres (4)

L'equation du developpement de la courbe du1 = 0 issue de Ao s'obtient en
permutant les deux indices 1 et 2 dans Γ equation ("8).

Considerons une cubique rationnelle C dans Γespace projectif tangent
en Ao, possedant un point double en Ao, et telle que chaque branche ait en
AQ un, contact du second ordre avec Γun des developpements mentionnes
tout a Γheure. L'equation de C s'ecrit

β, 7 etant arbitraires. Ses trois points d'inflexion sont situes sur une droite

7 donnee par
1 + βz1 + yz* = 0.

Soit maintenant Ar un point quelconque dans Γespace projectif tangent en
Ao, infiniment voisin de Ao. Designons par P le point ^intersection de la
droite AQA' avec la droite 7; par Q Γintersection de Ao A' avec la cubique C,
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different de Ao. Nous avons alors

oύ [τf\ designe une expression au moins du ^-ieme ordre en du\ du1.
Nous avons ainsi le theoreme suivant:

E I. Soit C une cubique rationnelle dans Γespace projectif
tangent en Ao, possedant un point double en Ao, et telle que chaque branche
ait en Ao un contact du second ordre avec le developpement dune courbe du
reseau. Soit Af un point dans Γespace projectif tangent en Ao, infiniment
voisin de Ao. Όesignons, de plus, par P le point d'intersection de la droite
A0A' avec la droite passant par trois points dinflexion de la cubique C par
Q Γintersection de A0A' avec C lui-meme, different de Ao. Alors, les deux
tiers de la par tie principals du rapport anharmonique (A0PA'Q) deviennent
Γelement lineaire projectif du reseau plan.

On voit facilement que P(χ = 0 (P*, = 0.) seulrnent dans le cas ou du1 = 0
(jdu1 = 0) sont les geodesiques de Γespace. Nous appellerons d'ores et deja
le reseau geodesique un reseau dont toutes ses courbes sont des geodesiques
de Γespace.

Soit ensuite Ao' (Ao") un point pris sur le developpement de la courbe
du--Q (duι = Q) issue de Ao, dans le voisinage de Ao. Designons par T^T.,)
le point eaAΛ (e°ύAcύ . La tangente au point Ao' au developpement de dύz = 0

1 2

issue de Ao et la droite TxTλ s.e coupent en le point PΎ donne par
(1 + LΓ\)e«AΛ -h (P^du1 + ϊ21)e"A#.

1 2

Tandis que, le point d'intersection P > de la tangente au point A()" au
developpement de du1 = 0 issue de Ao avec T{Γλ est donne par

u* + l2Ί)e*A* + (1 +
1

Par consequent,
du* + L3j.

Nous pouvons done enoncer ce resultat:

THEOREME II. Soit TλΎλ ΐarete du repere fundamental du reseau en
Ao, qui ne passe pas Ao. Soit Ao' un point pris sur le developpement de la
courbe du1 = 0 issue de A^, dans le voisinage de AΌ soit encore Pλ le point
dJintersect ion de la tangente au point Ao' a ce developpement avec la droite
TχT-2. En echangβant les indices 1 et 2, definissons les points Ao" et P2 de
la nieme maniere quon definit Ao' et Pi. Alors, la partie principale du
rapport anharmonique ίTλT>PxPz) est egμle a PnPl> du]du1.

4. En derivant la relation \e*\ = a, on a
y
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On obtient de plus, en vertu de *'3) et (A), les relations suivantes

(10) M12 - M-n - afiow

'12) Ph-Pli^ RLe1 - Rluβ\ "

5. Nous allons ensuite generaliser la notion du transf orme de Laplace.

Designons par t1 la tangente au point Ao a la courbe du1 = 0; t{ se depla-

cera a une droite tγ par un deplacement inίiniment petit du point Ao dans

le sens du parametre u2. Nous pouvons admettre comme le transf orme de

Laplace dans le sens du parametre uι le point d'intersection de tλ avec tΓ

On a ainsi le transforme de Laplace defini par

C16.) e^Ά* - P't 2e*AΛ.
1 0

D'autre part, la limite du point d'intersection de tλ avec la tangente

au point

au developpment de la courbe du2 — 0 issue de ce point est donne par

(17) e*AΛ - Pl,e*AΛ.
1 0

Nous Γappellerons le pseudo-transformc de Laplace dans le sens du para-

metre uι.

De meme, nous pouvons definir le transforme de Laplace et le pseudo-

transforme de Laplace sur la tangente au point Ao au developpement de la

courbe du1 — 0 : c'est-a-dire,

(18) e*AΛ - PkeΛA%

et

(19) e*A« - P{2?«AX.

Les quatre points (16), (17), (18.) et (19.) ainsi obtenus forment un quad-

rangle complet. Tout son cote qui ne passe pas par le point Ao peut etre

considere comme la droite de Laplace. Nous avons ainsi quatre droites

de Laplace en chaque point du reseau. Pour que toutes ces quatre droites

soient en coincidence, il faut et il suffit qu'on ait

P'h - PL Pk - Plz

Nous pouvons done enoncer, en tenant compte de la relation (11) et

de (12), la proposition suivante:
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THEOREME III. Pour un reseau plan dans un espace a connexion projectiυe
a deux dimensions, il y a, en chaque point, quatre droites de Laplace. La
condition necessaire et suffisante pour que toutes ces quatre droites de
Laplace soient en coincidence est que Γespace est sans torsion.

"6. Posons maintenant

(20.) h = Ma+PkPii-^!

(21) * = MU + Py» - - | 5 ' .
//, k jouissent de la propriete cfinvariance par rapport a Ja transformation
(5); de plus deux formes differentielles quadratiques hduιduz et kduιduΛ

sont invariantes par rapport au changement de parametres (β) conservant
le reseau. Nous appellerons done les invariants de Laplace-Darboux du
reseau (2) ces quantites h, k.

Soft Ao un point pris sur le developpement de la courbe du2 = 0 issue
du point Ao, dans le voisinage de Ao. Designons par Lz le transforme de
Laplace (16.) L> se deplacera a L2

r quand on donne a uι au point Ao un
accroissement infinitesimal du*. En negligeant les quantites infinitesimales
d'ordre superieur au premier, les quatre points AQ, Ao, L>, L2 sont situes
sur la tangente au point A{) a la courbe duz = 0, et la partie principale
du rapport anharmonique (Ao L2 Ao LίJ devient kduιdu2. De meme, on peut
interpreter geometriquement la forme differentielle hdu^du1.

7. Attachons a Ao, dans l'espace projectif tangent en ce point, une
droite / passant par deux points e^Ax — Xe^A* et eΛAΛ — μe*AΛ. Si Γon

1 0 2 0

donne a Ao un deplacement infinitesimal, son developpement deviendra
Ao H- dA0 et / se deplacera a / + SI. Pour que la droite joignant les points
Ao, AO + dA0 passe par Γintersection de la droite I avec la droite / + SI,
il faut et il suffit qu'on ait

(Xdu1 + μduO (\£uι

* ~ Mιsδu° - \P[βus - μPlSή

) = 0.^^Su MMSU \Pi,Su μPl

Cette relation, etant bilineaire entre (du1, duz) et (Su1. 8u2), definit une
projectivite.

Nous dirons que la correspondance entre le point Ao et la droite / est
polaire si cette projectivite est une involution. La condition de la corres-
pondance polaire est ainsi

& i | = CMJa - M2J.) + x(Pi, - P}Λ1) + KPL - PV-

En vertu des relations (11), (12); (Ί4) et (15), nous pouvons enoncer
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comme il suit:

THEOREME IV. Supposons que la correspondance entre le point Ao et la
droite passant par les points eΛAΛ — Xe*Aa et e*AΛ — μe*AΛ soit polaire.

1 0 '2 0

Alors la forme de Pfaff Xdu1 + μdu1 est une differentielle exacte settlement
dans le cas oh Γespace considere satisfait aux conditions suiυantes :

1° Γespace est sans torsion
2° le tenseur Rprs est nul.

Si Γon pose en particulier

\ = Ά, μ= Plv
la relation (22.) devient h = k, et nous avons la proposition suivante:

THEOREME V. Pour que la corresponίance entre un point Ao et la
droite de Laplace qui joint les transformes de Laplace (16.) et (18) soit polaire,
il faut et il suffit que les invariants de Laplace-Darboux h et k soient egaux.

8. Nous pouvons aussi generaliser le theoreme classique de Koenigs3)

et celui de Green^ rapportes aux reseaux a invariants egaux.
Soit C2 (Cj.) le lieu du transforme de Laplace Z/XL) dans Γespace pro-

jectif tangent en Ao, quand A{) se deplace sur la courbe du1 = 0(du~ = 0.).
Les equations de Cz s'ecrivent

- ? 5 +Mr)u

ξ°, ξ1, ξι etant les coordonnees homogenes d'un point de CΛ par rapport
au repere fondamental. En echangeant les indices l e t 2, et en utilisant h
a la place de k, on peut ecrire les equations de C\. Par consequent, la
conique ayant en L2 un contact du second ordre avec Cλ et en Lλ un contact
du premier ordre avec d est donnee par

(ξ° + P ^ 1 + Ptiry - Zkξψ.
Tandis que ϊa conique qui a en Lτ un contact du second ordre avec C\ et
en Lz un contact du premier ordre avec Cz est deίinie par

On deduit de la la proposition suivante

THEOREME VI. Considerons un reseau plan dans un espace a connexion
projectiυe a deux dimensions. Definissons les transformes de LΊplace L2, Lx

et les courbes C>, CΛ, comme nous avons mentionne au-dessus. Alors, la
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condition necessaire et suffisante pour que le reseau soit a invariants egaux,
h = k, est qu'il existe une conique ayant en L2 un contact du second ordre
avec Cz et en Lλ un contact du second ordre avec d .

9. Nous appellerons la tangente cΓun reseau plan a un point Ao chaque
droite passant par Ao dans Γespace projectif tangent en ce point. Nous
dirons d'ailleurs que deux tangentes a Ao sont conjuguees si elles sont
conjuguees harmoniques par rapport auK taugentes aux courbes du reseau,
qui passent par Ao.

Cela pose, le reseau congrument associe au reseau donne est defϊni comme
il suit: si un point se deplace le long dune courbe du reseau associe, la
tangente conjuguee a ce point passe par le point de contact de la droite de
Laplace joignant les points (16) et (18), avec son enveloppe. Alors, Γequa-
tion differentielle du reseau congrument associe s'ecrire

('23.) \MU- - | 0 3 -

Nous pouvons ainsi gεneraliser le theoreme de Green:

VII. Un reseau plan dans un espace a connexion projective
a deux dimensions, avec iri reseau congrument associe proprement dit est a
invariants egiux si et seulement si les tangentes auxcourbes du reseau con-
grument associe a chaque point sont conjuguees par rapport au reseau donne.

Si Γ'on considere dans un plan projectif ordinaire un reseau dont toutes
les courbes sont des droites, son reseau congrαment associe se superpose
le reseau donne, et il ny a pas le reseau congrument associe proprement
dit. Nous ne pouvons pas enoncer le theoreme de Green pour tel reseau.

Or, dans un espace a connexion projective a deux dimensions, bien
qu'il soit sans torsion, nous pouvons enoncer en general ce theoreme pour le
reseau geodesique. Supposons en effet que Γespace soit sans torsion et que
le reseau soit geodesique. D'apres les relations (14; et ("15), Γequation (23)
devient alors

eHRf13β
L - R}ue

LXduιyι - (h - k)duιduι

1 1 1

+ e\ - Rh.e1 -f R}vf-χduιy - O
2 2 2

Si Γon pose en particulier xr = ur, on voit que le reseau congrument
associe se superpose le reseau considere seulement dans le cas on

/S« - RL = o.
En vertu de la propriete bien connu du tenseur, nous pouvons en deduire le
theoreme suivant:

THEOREME VIII. Considerons un reseau geodesique dans un espace sans
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torsion. Pour que le reseau congrument associe se superpose le reseau con-
sider e, il faut et il suffit qu'on ait

RlVΆ ™ RϊLZ = 0, Riu — RχI2 = 0.

D'apres ce theoreme et le theoreme IV, on obtiendra une nouvel le inter-
pretation d'un espace a connexion protective normale a deux dimensions de
M. Cartan.
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