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Les réseaux plans dans un espace projectif ordinaire ont été étudiés
par bien des géométres depuis longtemps. Nous nous occupons de générali-
ser, dans cet article, ses propriétés importantes au cas de réseaux plans
plongés dans un espace 2 connexion projective a deux dimensions.

N

1. Soit E£. un espace & connexion projective a deux dimensions, dont
le point courant est déterminé par un systéme de coordonnées (x!, x%).
Attachons, avec M. Cartan, a chaque point A, de cet espace le repére
naturel [A,, A,, A.]. Alors, le déplacement infiniment petit du repére

est donné par

(1) dAy = 112,dx"Ag (g, = &3, 1), = 0).
et l'espace défini par ce repére s’appelle l'espace projectif tangent en A,.
Nous conviendrons, dans cet article, de désigner par «, 3,v, ---- les indices

admettant 0,1,2; par p. q, 7, s, t les indices admettant 1, 2.
Considérons dans E, un réseau plan défini par les courbes paramétri-
ques de
(2) X = x(u', u*),
posons d'ailleurs
ox?
f” = ur ,
Alors, e? est un vecteur contrevariant et e* peut étre considéré comme un
P B

e’ =0, e*=25%
r 0

vecteur analytique contrevariant, Ses dérivées covariantes sont définies
par la voie habituelle et en désignant par D, le symbole de la différen-
tiation covariante par rapport a4 #°, on peut écrire
(3) (D.D, — DJD::.)gm = R% eye;pg'l,

YU
3
R?, étant le tenseur de courbure et de torsion de l'espace.

2. Supposons d'ores et déja que a = e'e* — e%! ne soit pas nul; les
12 12
trois points e*4,, e*A., e*A, dans l'espace projectif tangent en A, étant
0 1 2
linéairement indépendants, peuvent étre pris comme les sommets du repére
fondamental du réseau considéré. On a donc
IDxem = ewv
1l s
(4) ® = M.g¥ 1. Ptgs
- D.e” = M,.e* + P'e®.
» ] r

Si l'on effectue le changement de coordonnées
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(5) 2P = (%, %),
ou
, _ olah x®)
3 = L
()" = Zxixty 0
les coéfficients P, subissent les transformations
= 5]
Pﬁs = .Pfs -+ Sf ;du* log V.
Pour le changement de paramétres
(6) u = p(ut), w=Y(u?), V¥ +0

qui conserve le réseau (2), on a

pre Yo g P

11 (g) _)z P]l’ I)z.’ (.\l,. .).t P...!

Nous savons donc que les formes différentielles

¢ P} Pldu'du?,

L1 5, \ .

| g PaPL{Py(dw'y + Pi(dw?),

-1 Pi(du')* + PL(du*)?

t3 du*du?
sont les invariants du réseau plan dans un espace 4 connexion projective.
Nous appellerons lelement linzairve projectif d’'un réseau plan® dans l'espace
considéré la derniére forme de (7).

3. Développons la courbe du* =0 issue de A, sur l'espace projectif
tangent en A,. Soient (z', z*) les coordonnées non homogénes (relatives
au repére fondamental) d’'un point pris sur ce développement dans le voisi-
nage de A,. Nous avons d’aprés (4)

1 {_apﬁ

(8) 2 = "é'Plﬁ (@) + 6 Sul -+ P?l(Pgl - 2P;1)}(z1)3 + o

L’équation du développement de la courbe du' = 0 issue de A, s’obtient en
permutant les deux indices 1 et 2 dans I’équation (8).

Considérons une cubique rationnelle C dans l’espace projectif tangent
en A,, possédant un point double en A,, et telle que chaque branche ait en
A un. contact du second ordre avec l'un des développements mentionnés
tout 4 I'heure. L’équation de C s’écrit

222 (14 B2 +yz?) = %P;-’l(zlf + %sz(zz)",
B, v étant arbitraires. Ses trois points d’inflexion sont situés sur une droite
! donnée par
1+ Bzt +wy22=0.
Soit maintenant A’ un point quelconque dans I’espace projectif tangent en

A,, infiniment voisin de A,. Désignons par P le point d’intersection de la
droite A,A’ avec la droite /; par @ l'intersection de A, A’ avec la cubique C,
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diffiérent de A,. Nous avons alors

2 143 1 233
(APAQ) = Pl )t By | 1o

ou [#] désigne une expression au moins du n-iéme ordre en du', du®.
Nous avons ainsi le théoréme suivant:

TuaboreME 1. Soit C ume cubique rationnelle dans lespace projectif
tangent en A,, possedant un point double en A,, et telle que chaque branche
ait en A, un contact du second ordre avec le developpement dune courbe du
reséau. Soit A’ un point dans Uespace projectif tangent en A,, infiniment
voisin de A,. Désignons, de plus, par P le point d'intersection de la droite
A\A’ avec la droite passant par trois points dinfiexion de la cubique C; par
Q lintersection de A A’ avec C lui-meme, différent de A,. Alors, les deux
tiers de la partie principale du rapport anharmonique (APA’Q) deviennent
Vélément lincaire projectif du réseaun plan.

On voit facilement que P} = 0 (P}, = 0) seulment dans le cas on du* = 0
(du' = 0) sont les géodésiques de l'espace. Nous appellerons d'ores et déja

le réseawn géodésique un réseau dont toutes ses courbes sont des géodésiques
de l'espace.

Soit ensuite Ay (A,”’) un point pris sur le développement de la courbe
du?=0 (du'=0) issue de A,, dans le voisinage de A, Désignons par T.(T.)
le point e*A, (e*A, . La tangente au point A, au développement de du* = 0

1 2
issue de A, et la droite T, T, se coupent en le point P; donné par
1+ [15)eA, + (Phdu* + [2])e*A,.
1 2
Tandis que, le point d'intersection P, de la tangente au point A, au
développement de du' = 0 issue de A, avec T,T., est donné par
(Podu? + [2])e*Ax + (1 + [1])e*A..
1 o
Par conséquent,
(T1T2P1P1_) = Pﬁpézdu’du" -+ [3].
Nous pouvons donc énoncer ce résultat :

THEOREME II. Soit T,T. lar3te du repere fondamental du réseau en
Ay, qui ne passe pas A,. Soit Ay un point pris sur le développement de la
courbe du® = 0 issue de A,, dans le voisinage de A,; soit encore P, le point
d’intersection de la tangente au point Ay a ce développement avec la droite
T.T.. En échangeant les indices 1 et 2, définissons les points A, et P, de
la meme maniére quon définit Ay et P,. Alors, la partie principale du
rapport anharmonique (T\T.P.P,) est égale & PPl du'du.

4. En dérivant la relation Je*| =a, on a
Y

9 P = »——aouflog a.
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On obtient de plus, en vertu de (3) et (4), les relations suivantes

(10,) My, — M, = aRgl‘.”
a1 PL— Py = — Rﬁmgl + nglze_’z,
“12) Pi, — Pi = Rﬁuf’l - Rguzf"),
i M, oM, . .
(13) ol M.\ PLM.— PLM. = a¢'R,

oP}, _ oP. e .
4y S~ D 4 PLPL = PP - My = €C = Riel + Rine®),
- oP} _ oP: . . - .
(15) a;{zl - a?; + PLP;, — PLP; + My = fl(fo‘:lel - Rzlmf‘-)'

5. Nous allons ensuite généraliser la notion du transformé de Laplace.
Désignons par #, la tangente au point A, a la courbe du* = 0; ¢, se dépla-
cera i une droite #; par un déplacement infiniment petit du peint A, dans
le sens du paramétre #*. Nous pouvons admettre comme /e transformé de
Laplace dans le sens du paramétre #' le point d’intersection de #; avec t.
On a ainsi le transformé de Laplace défini par
(16 e;“Am Pf:%“A,m.

D'autre part, la limite du point d’intersection de #; avec la tangente
au point

aAU 2 1 a‘f’A[) . 2\2 R
Ay + a;;_—u =+ 5 (Bu?): (u?)* + .
au développment de la courbe du* = 0 issue de ce point est donné par
7) " Ay — PherA,.
1 0

Nous l'appellerons le psewdo-transformé de Laplace dans le sens du para-
métre #'.

De méme, nous pouvons définiv le transformé de Laplace et le pseudo-
transformé de Laplace sur la tangente au point A, au développement de la
courbe du' == 0: C'est-a-dire,

(18) e*A, — PlLeA,
2 0

et

(19) e*A, — PL2*Ax.

Les quatre points (16),(17),(18) et (19) ainsi obtenus forment un quad-
rangle complet. Tout son cété qui ne passe pas par le point A, peut étre
considéré comme la droite de Laplace. Nous avons ainsi quatre droites
de Laplace en chaque point du réseau. Pour que toutes ces quatre droites
soient en concidence, il faut et il suffit gquon ait

Pi. = Pi. P‘fu'—‘ (@

Nous pouvons donc ¢énoncer, en tenant compte de la relation (11) et
de (12), la proposition suivante:
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TrEOREME III.  Pour un réseau plan dans un espace a commexion projective
@ deux dimensions, il y a,en chaque point, quatre droites de Laplace. La
condition nécessaire et suffisante pour que toutes ces quatve droites de
Leplace soient en coi ncidence est que Uespace est sans torsion.

‘6. Posons maintenant

-~ pl
(20) h=Ma+ PLPy — PP
(21) k=My+ PP, — 20

I, k jouissent de la propriété d’invariance par rapport 3 Ja transformation
(5); de plus deux formes différentielles quadratiques hdwu'du® et kdu'du*
sont invariantes par rapport au changement de paramétres (6) conservant
le réseau. Nous appellerons donc les invariants de Laplace-Darboux du
réseau (2) ces quantités h, k.

Soft A, un point pris sur le développement de la courbe du® = () issue
du point A,, dans le voisinage de A,. Désignons par L, le transformé de
Laplace (16); L, se déplacera a L, quand on donne 4 #* au point A, un
accroissement infinitésimal du*. En négligeant les quantités infinitésimales
d’ordre supérieur au premier, les quatre points A, A, L. L, sont situés
sur la tangente au point A, a la courbe du®’= 0, et la partie principale
du rapport anharmonique (A4, L, A, L;) devient kdu'du*. De méme, on peut
interpréter géométriquement la forme différentielle hdwu'du:.

7. Attachons a4 Ay, dans l'espace projectif tangent en ce point, une
droite ! passant par deux points e*A, — \e®A, et e*A, — pe*A,. Silon
1 0 2 0

donne a A, un déplacement infinitésimal, son développement deviendra
Ay + dA, et I se déplacera a I+ 6l. Pour que la droite joignant les points
A,, Ay -+ dA, passe par lintersection de la droite I avec la droite ! + 8/,
il faut et il suffit qu'on ait

O\d* + ndu*) O\Su' + udu?)

+ dut (2N dur — Mjdu — APLSw — pPidu)

Cette relation, étant bilinéaire entre (du', du®) et (du'. du*), définit une
projectivité,

Nous dirons que la correspondance entre le point A, et la droite / est
bolaire si cette projectivité est une involution. La condition de la corres-
pondance polaire est ainsi
- oN e) . . - 9 )

22) out _aZ—l =(M;:— M) + 7\,(P112 - PL) + u( P, - P;:l)
En vertu des relations (11), (12); (14) et (15), nous pouvons énoncer
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comme il suit:

TuEOREME IV, Supposons que la correspondance entre le point A, et la
drotte passant par les points e‘”A,, Xe“Aw et e"A,, — ue"Am soit polaire.

Alors la forme de Pfaff adu' + udu‘ est une dszerentzelle exacte seulement
dans le cas ox Uespace considéré satisfait aux conditions suivantes :
1° lespace est sans torsion;

2° le tenseur R}, est nul.

Si l'on pose en particulier
A = P, w= P, o
la relation (22) devient % = k, et nous avons la proposition suivante :

THEOREME V. Pour que la correspsmdance entre un point A, et la
droite de Laplace qui joint les tvansformés de Laplace (16) et (18) soit polaire,
il faut et il suffit que les invariants de Laplace-Darboux h et k soient égaux.

8. Nous pouvons aussi généraliser le théoréme classique de Koenigs®
et celui de Green" rapportés aux réseaux a invariants égaux.

Soit C, (C,) le lieu du transformé de Laplace L.,L,) dans l'espace pro-
jectif tangent en A,, quand A, se déplace sur la courbe du' = 0(du* = 0).
Les équations de C, s’écrivent

8= — ) —|—< Duiz + Mlz>uz
| + %{ - (ggfﬂ? + O'Z.)‘i]:z + P}ZMIZ}(.MZ)Z R SELEE
{ =14 Piu? ;‘{ BP'_, 1y i('uz_)'-’ ..

R o

£ g1, E* étant les coordonnées homogénes d'un point de C, par rapport
au repére fondamental. En échangeant les indices 1 et 2, et en utilisant £
a la place de %k, on peut écrire les équations de C,. Par conséquent, la
conique ayant en L, un contact du second ordre avec C, et en L, un contact
du premier ordre avec C, est donnée par

(E°+ PLE' + PhE*) = 2RE'E.
Tandis que ia conique qui a en L, un contact du second ordre avec C, et
en L, un contact du premier ordre avec C, est définie par

(8 + Phf' + PR = 2hE'E,
On déduit de 1a la proposition suivante :

THeorR:ME VI, Considérons un véseau plan dans un espace ¢ connexion
projective & deux dimensions. Définissons les transformés de Laplace L, L,
ct les courbes C,, C,, comme nous avons mentionné au-dessus. Alors, la
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condition nécessaire et suffisante pour que le réseau soit a invariants égaunx,
h =k, est qu'il existe une conique ayant en L, un contact du second ordre
avec C, et en L, un contact du second ordre avec C,.

X

9. Nous appellerons la tangente d’'un réseau plan a un point A, chaque
droile passant par A, dans l'espace projectif tangent en ce point. Nous
dirons d’ailleurs que deux tangentes a A, sont conjuguées si elles sont
conjuguées harmoniques par rapport aux taugentes aux courbes du réseau,
qui passent par A,. )

Cela posé, le réseau congrument associé au réseau donné est défini comme
il suit: si un point se déplace le long d'une courbe du réseau associé, la
tangente conjuguée a ce point passe par le point de contact de la droite de
Laplace joignant les points (16) et (18), avec son enveloppe. Alors, I'équa-
tion différentielle du réseau congriment associ€ s’écrire

@) AMy— 2y PPy Py P{,IP‘;}} (du Y — Ch — k)du'du?
M. aPi'l + PLp2 “PL)? P pL ] “di?)? = 0
- 2T oy s — (Fy)* + Py, :-.‘ﬂ ur=u.

Nous pouvons ainsi généraliser le théoréme de Green:

TueorEME VII. Un véseau plan dans un espace & connexion projective
a deux dimensions, avec 1't réseau congrunent associé proprement dit est a
invariants éguux si et seulement si les tangentes auxcourbes du réseau con-
grument associé a chaque point sont conjuguées par rappori au réseair donné.

Si l'on considére dans un plan projectif ordinaire un réseau dont toutes
les courbes sont des droites, son réseau congriment associé se superpose
le réseau donné, et il n'y a pas le réseau congrument associé proprement
dit. Nous ne pouvons pas énoncer le théordme de Green pour tel réseau.

Or, dans un espace a connexion projective a deux dimensions, bien
qu’il soit sans torsion, nous pouvons énoncer en général ce théorame pour le
réseau géodésique. Supposons en effet que l'espace soit sans torsion et que
le réseau soit géodésique. D’apréas les relations (14) et (15). l'équation (23)
devient alors ’

e'( Ri,e' — R}lgf'i,)(’du")" — (h — k)du'du?

1 1
+ i‘( — R}‘}zg‘ + Rip€)(du?)* = 0-
Si lon pose en particulier x" = %", on voit que le réseau congriment
associé se superpose le réseau considéré seulement dans le cas ot
Ri')lz = R%l: =0.
En vertu de la propriété bien connu du tenseur, nous pouvons en déduire le
théoréme suivant :

TuEorEME VIII.  Considérons un réseau géodésique dans un espace sans
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torsion. Pour que le réseau congrument associé se superpose le réseau con-
sidére, il faut et il suffit qu'on ait
2 — 1 2
Ry = Ry =0, Rlllﬂ — Ri: = 0.

D’aprés ce théoréme et le théoréme IV, on obtiendra une nouvel le inter-
prétation d’'un espace a connexion projective normale 2 deux dimensions de
M. Cartan.
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