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1. Einfihrung. Bis jetzt werden viele Klassifikationssitze der Ab-
bildungsklassen durch die algebraische Struktur der Riume untersucht. Aber
im Allgemeinen sind die Probleme der Abbildungen auf die nicht-einfach-
zusammenhingenden Riume viel komplizierter als auf die einfach-zusam-
menhingenden Riume. Die Ursache dazu ist dass wir {iber die Operation
der Fundamentalgruppe auf die absoluten oder relativen Homotopiegruppen
nachdenken miissen [9]. Der ungerade dimensionale reelle projektive Raum
ist ein Beispiel, welcher nicht-zusammenhéngend ist, und doch den Klas-
sifikationssatz durch nur die Cohomologieeigenschaften fihig macht.

In dieser Schrift wollen wir es beweisen, dass fiir ungerades », die Ab-
bildungsklassen vom #z-dimensionalen Komplexe auf denselben dimensionalen
reellen projektiven Raum eineindeutig mit den Elementen der direkten
Summe der 1-dimensionalen Cohomologiegruppe des Komplexes, welche als
der Koeffizientenbereich die Gruppe der Ordnung 2 hat, und der »n-dimen-
sionalen ganzzahligen Cohomologiegruppe des Komplexes, korrespondieren.
Die Korrespondenz wird durch den sogenannten induzierten Homomorphismus
gegeben.

In §7 zeigen wir dass der obige Satz nicht entsteht fiir den geraden
dimensionalen Fall. Auch kénnen wir eine Gruppenoperation in die solchen
Abbildungsklassen in der analoger Weise wie [10] fiir den ungeraden dimen-
sionalen Fall einfithren, aber wir wollen es nicht zeigen hier. Durch diese
Worten, kénnen wir sagen dass wir die Gruppenoperation in die Homo-
topieklassen in natiirlicher Weise fiir den geraden Fall nicht einfithren
konnen.

In §8 zeigen wir dass fiir die Abbildung von einem 3-dimensionalen
Sphire auf die reelle projektive Ebene die Hopfsche Invariante eingefiihrt
werden kann. Und diese Invariante vollstindig die Homotopieklassen durch
die ganzen Zahlen bestimmt.

Friiher, untersuchte P.Olum [7] aus dem allgemeineren Standpunkte
und gewinnte viele interessante Resultaten, aber unserer Gesichtpunkt ist
nicht derselbe.

2. Formeln fir die Addition der relativen Homotopiegruppen.
Seien

T"+1=<Uo,....,vn+1), T”=(u0,....,u,,) (nzz)
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die orientierten Simplexe mit den fixen Ordnungen der Eckpunkte in dieser
Folge, und seien

T (1=0,1,....,n+1), T (i=0,1,....,n)
ihre orientierten Randsimplexe welche die Gegensimplexe der Eckpunkte v,
und #; sind, und seien die folgende Randoperationen giiltig:

n+1 n
2.1) Tri= e Ty, Tr= 267 Tp (&, &7 = =1).
i=0 i=0

Ferner, sei T"+'* das k-dimensionale Geriist von T"*!, d. h. die Menge
der allen Simplexe von T”+! welche hochstens k-dimensional sind.

Nun sei 7 das orientierte Simplex des Intervalls[0,1]. und konstruieren
wir den Produktkomplex 7"x 1, welcher der Zellenkomplex aus den orien-
tierten Simplexen der Gestalten 7%x0und 7*x1, und den orientierten Zellen
T*x1 ist, dabei bezeichnen wir mit 7% das willkiirliche ‘Simplex von T™.
Wir bezeichnen mit (7" x I)* das k-dimensionale Geriist von T"x 7, d. h. die
Menge der Zellen von T"xI welche hochstens %-dimensional sind.

Nun, sei Y ein topologischer Raum, Y, seine abgeschlossene Unter-
menge, ¥y, € Y, der Basispunkt der allen Homotopiegruppen und werden die
folgenden Abbildungen gegeben:

f . (]"n+]1 Tn+1,n—1’ Tn+1,0)_)(Y’ YO: yo)l)
F:(TrxI;,(T*"x D', (T*xI)°)>(Y, Yo, yo)-
Dann bestimmen die partiellen Abbildungen?®

fITE, fIT? G=12,....,n+1)

F|T*x0,F|T"x1,F|Ti*xXI,F|T'xI (i=12,....,n)
eindeutig die Elemente von 7,(Y,Y,)

AT, c(T™) (=1,2,....,n+1)

ci(T*x0) cr(TPx 1), cr(Tr*xD,cr(TPx1I) (1=1,2,...,n)
mit den Basispunkten
vy, 005 Uy X0, %9 %1, %, x0,71,%x0
der Vorbilde in dieser Folge.

Nun bezeichnen wir die Elemente von z,(Y), welche durch f und F
dargestellt werden, mit a,(T"*!) und ar(T"xI) deren Basispunkte v, und
uyx0 sind. Sei
2.2) I (Y)Y, Yo)
der Homomorphismus, welcher durch die identische Abbildung (Y,¥,%:)>
(Y, Yy,) induziert wird. Dann gewinnen wir den folgenden Hilfssatz -

D fi(X, Ay, )oY LYy ), (DX, .5 YiDTYy>. .. ) bezeichnet die kon-
tinuierliche Abbildung mit den Eigenschaften f(X;)CV, (i=1,2,).

2) Fiir /: X9V, ist |4 (4D>X) die Abbildung, welche den Definitionsbereich von
f nur auf die Untermenge .4 von .\" beschrinkt.
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Hirssatz 1. Sind w, wy, und wr die Elemente der Fundamentalgruppe
m(Y,) von Y,, welche durch die partiellen Abbildungen

fvwws, Flougux0,FluyxT
gegeben werden. Dann gewinnen wir fir n = 2
Goar(T3) = Equ - ¢ (T3) + E£7(T3) + Ecr(T3) + Ec(T3) (87 = &)
2.3) far(T:xD) = wr-ci(T*x1) + Ecr(T1X1) — cr(T*%0)
+ &g - cr(Tix D) + Excr(TIXxT) (&1 =g),

dabei sind die Summen der rechten nicht kommutativ. Fir n >2 gewinnen

wiy
n+1

Gaa (T™Y) = Elw - c(T0) + & (TT),

=0

(24) (—1)"01(T1)XI)=Z{}1-(,‘F(T"XI)‘“CF(T"’XO)

+ (= DME wo - cr(TE'xI) + 2 en(TI1x 1)),
i=1

Dabei, bezeichnen wir mit » die Operation von n(Y,) auf 7 (Y,Y)».

Die Formeln (2.3); und (2.4), wurden in [2] benutzt. Der Beweis von
(2.4) wird in analoger Weise wie [4; § 17 gewinnt.

3. Homotopie- und Homologieeigenschaften des reellen projektiven
Raumes. In einem Hilbertschen Raum mit den Koordinaten (x,x,..... )
wird eine #-dimensionale orientierte Sphire S* mit den folgenden
Bedingungen gegeben:

2x=1; =0 fir i >n

1=0
Dabei, definieren wir induktiv die Orientierung von S? folgendermassen :
Seien E} (%, = 0) und E7? (x, < 0) zwei Zellen von S?, dann definieren wir die
Randopertaionen mit den folgenden Formeln : Ef = —E;' = S*~1. Nun, wenn
wir die Koordinaten der Punkte auf S” schreiben wollen, benutzen wir nur
die ersten # -+ 1 Koordinatenachsen.

Nun, definieren wir fiir die Punkte auf die nicht-orientierte S” die
folgende Aquivalenzrelation :

(Xgy oo ey Xn)=(—= Xy, ..., — Xp).

3) Werden eine Homotopie [': (F*x [, Enx I, 2gX 0 29X (Y, Yo,y0) (20 € 13]'1)
zwischen zwei Abbildungen f und ¢ von einem orientierten Zelle I gegeben: f£(z,0)
=f(x), #(x,1)=y(x). Sind die Elemente von z.(}, }) welche durch f und ¢ reprisentiert
werden, ¢ und ¢;; und ist das Element 7,(Y) welches durch ¥ (zoX I) reprisentiert wird,
w. Dann definieren wir wec;=¢y Wenn diese Operation trivial fiir jedes Element w der
Fundamentalgruppe von Y ist, sagen wir dass }™ n-einfuch relativ zu ¥y ist. Das Gleiche
kann auch fiir die absoluten Gruppen definiert werden (siehe z.B (9; Part II)).
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Als solcher Faktorraum gewinnen wir den n-dimensionalen reellen projektiven

Raum P*, und bezeichnen wir die Koordinaten von P” als [%..... , %], Sei
vy S"> P (n>1)

die kanonische Abibldung der obigen Aquivalenzrelation, dann freilich gilt

v,,IS"' = Vi (n > k >1)

Nun untersuchen wir die Homotopiegruppen von P». Von hier an,
nehmen wir P’ =[1,0,....,0] € P" als der Basispunkt auf, wenn die Homo-
topiegruppen von P* behandelt werden. Die folgenden Isomorphismen sind
wohl bekannt :

_JJ (zyklische Gruppe unendlicher Ordnung) fiir » =1,
~1J. (zvklische Gruppe der Ordnung 2) fiir n > 1,

(St P*) fir 2 >1,
dabei wird (3.1), durch », induziert.

3.1) m(P™)

Ni4chst, konstruieren wir die folgende exakte Reihe der Homotopie-
gruppen® :

(3.2) s> (P f‘imc(P‘) ﬁ (P, P) —a—f Toi(P)>.... (n>1>0).
Dann, gewinnen wir den folgenden Hilfssatz:

HiLrssatz 2. j, (B= 2,3,....) sind Isomorphismzn,

BeEwels. Aus der Exaktheit von (3.2), ist es genug dass es bewiesen
wird dass i, trivial ist. Fir I=1 ist es klar. Fiir I >1 und fiir jede
Abbildung f: St->P' gibt es eine Abbildung f:S°>S' mit v.f =7 w.z.b.w.

HiLrssaTz 3. 7u(P?, P""Y) = jumo(P") @ Gprena(P"1) TJ @ J flir n > 2,9
wobei O, : wn (P~ )>ma(P", P*~Y) ein Isomorphismus ist, und @ die direkle
Summe ist.

Bewers. Aus der Exaktheit von (3.2) und aus dem Hilfssatze 2, ist es
genug, dass wir den gewiinschten Isomorphismus ¢, mit 9,4, = Identitit,
konstruieren konnen. Nun definieren wir ein Element ¢, € =,(P”, P*~') mit
der Abbildung »,|E?, und man setze @.b, = ¢, fur das Erzeugende 6, von
u-1 (P*1). Dann ist der linear erweiterte ¢, der gewiinschte Isomorphismus,
w.z.b.w.

Nun setzen wir es voraus dass #» ungerade ist. Sei H(P"), oder H (P”,
P~-') die absolute oder relative singulire Homologiegruppe. Dann gewinnen
wir das folgende Diagramm :

4) i, ist der Homomorpihsmus der Homotopiegruppen, welcher durch die identische
Abbildung (P!, PH-(P, 1) induziert wird. j, wurde in (2.2) definiert. 3 ist der
Homomorphismus welcher durch die Randoperation induziert wird. Die Reihe von (3.2)
ist exakt, d.h. der Kern eines Homomorphismus ist gleich zu dem Bilde des vorigen
Homomorphismus. Uberdies sind alle Homomorphismen die Operatorhomomorphismen
fiir die Operation von z;(P!) (z.B.(9; Part II)).

5) Im Falle n=2 gilt die gleiche Zerlegung(12). Aber es ist nicht notig hier.
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7P % 7P, P
3.3) ,u'l 1/.&

o> Hy(Pr1) SH(PY)I2 H(P?, P1) > H,o(PP)>.. ..,
dabei, sind p nnd y’ die natiirlichen Homomorphismen. Freilich gilt die
Kommutativitit 7/ u'= w7, in (3.3), und ist die Reihe der Homologiegruppen
unten exakt. Also aus H,(P*)~H,_(P*1)x~0 folgt dass j, ein Isomor-
phismus aufist. Sei Z,und P die Erzeugenden der Homologiegruppe H,(P")
=] von P"und der Kettengruppe H,(P’, P*»-})] von P*. Dann ist P} ein
Zyklus welcher Z; reprisentiert. Dann weil S* der zweiblitterige Uberlage-
rungsraum von P” ist, muss
.9 moo = Py = j,Z,, pas= 22,
sein fiir das Erzeugende @, von 7,(P"). Also ist &’ ein Isomorphismus von
7n (P") auf 2H,(P")». Freilich gilt fir c¢& =z,(P" P*') und fiir das
Erzeugende w von 7,(P"-!) die folgende Relation
3.5) ww.c) = u(c).

4. Normierte Abbildung vom Komplexe auf P". K sei ein
geometrischer lokal-erdlicher Komplex, und L sei seiner Unterkomplex,
K" sei das k-dimensionale Geriist von K, d.h. die Menge aller Simplexe
von K, welche hichstens A-dimensional sind, und man setze K* = K*|L.
Nun, wollen wir die kontinuierliche Abbildung f: K->P" die normierte
Abbildung nennen, falls die folgende Bedingung erfiillt wird :

[ (K» Kr=l ... Kp)>(P* P* 1 ....,P°%.

Es sei K"xI ein Zellenkomplex mit der simplizialen Unterkomplex
K*"x0K"x1, und mit der Menge der Zellen der Form T*xI fiir das
Simplex 7% in K. Dann, fiir die Homotopie kénnen wir auch die normierte
Homotopz‘e definieren.

HiLrssATZ 4. Jede Fkontinuierliche Abbildung f:K->P", welche auf L
normiert ist, kann zur normierten Abbildung f’': K->P" deformiert werden.
Dabei dndert das Bild von L nicht wahrend der Homotopie™. Das dhnliche
Resultat gilt auch fiir die Homotopie.

Der Beweis wird leicht induktiv gewinnt mit Hilfe des Homotopieer-
weiterungssatzes [1;S. 5017, wenn wir den folgenden Hilfssatz beweisen
konnen :

HiLrssaTZ 5. E* (k> 1) sei eine orientierte k-dimensionale Zelle wund
2, € E* sei ein fixer Punkt. Wird eine kontinuierliche Abbildung

6) 2Hn(Pn) ist die Untergruppe von [in(P?), welche aus den Elementen der
Gestalten 2a(¢ € Hu(P?)) bestehen.

7) Diese Tatsache wird gesagt dass j und f* homotop relativ 2u L. sind, und
geschrieben als f'~f rel. L.
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f:(E* Et, z)>(P" P*, P (n > k)

gegeben, gibt es eine Abbildung f' folgendermassen :

f =frel. E¥, f(E*)c Pt

Bewels. Es ist klar dass es eine Abbildung // folgendermassen gibt:
I (B EY, z2)>(PY, P, P f|ES = f|E¥,

dabei, ist E! eine orientierte Zelle, welcher Rand mit dem von E* identisch
ist: E%*=E* Dann reprisentiert die Abbildung, welche durch f und f*
definiert wird, von der orientierten Sphire S¥=E* — E% auf P" das Element
von m(P*)X0 (3.1), w.z.b.w.

Nun offenbar gelten die folgenden Isomorphismen

HYP», Jy=], H® (P*, J)=] fiir ungerades #.

Dabei sind die linken Seiten die Cohomologiegruppen von P” mit den
Koeffizientenbereichen J, und J. Die erzeugenden Cozyklen A' und A" dieser
Gruppen werden durch die Funktionen

APH =1, APH=1
dargestellt. Dabei ist P} ein singulires Simplex von P! welches durch die
Abbildung

vi(t) = [cos =t, sinxt,0,....,0] o0O=t=0
dargestellt wird. Es reprisentiert also auch das Erzeugende von m(P*) (kB > 1).

Fiir die normierte Abbildung f: K- P ist
4.1) FRA(TY) = AV f(TY)
das Element von z,(P*), welches durch die Abbildung f| T* dargestellt wird,
wenn J, mit z,(P") identifiziert wird. Dabei haben wir mit f(7*) das singulire
Simplex bezeichnet. Freilich ist f* Al ein Cozyklus, weil f von K* abbildet.

Nun, setzen wir es voraus dass # ungerade ist. Es sei 7%= (vy,....,¥n)
(n >2) ein Simplex von K in einer Folge der Eckpunkte. Wenn eine
normierte Abbildung f: K->P"* gegeben wird, geniigt das singuldre Simplex
AT nimlich das Element der Kettengruppe H.(P*, P*-!), welche durch
die Abbildung f| T gegeben wird, die Relation f(T") = uc,(T"). Also gilt
4.2) SHAYT™) = A"f(T™) = A"uc(T™)
fiir jede Ordnung der Eckpunke von T* (3.4).

Aus (4.1) und (4.2), fiir die normierte :Abbildung f: K-> P" werden die
Elemente f*A! und f*A" der Cokettengruppen CXK, J.) und CX,]J)
bestimmt. Das Gleiche entsteht fiir die normierte Homotopie F:KXI->P"
mit Hilfe der orientierten Zellen T%x0, T%x1 und T~ x [ statt T* (k = 1. n).

5. Erweiterungssatz der Abbildungen vom Komplexe auf P".

HILFSSATZ 6. Fiir ungerades n >2, wird jede normierte Abbildung
£ K*>P" zur Abbildung von K"+ erweitert, dann und nur dann ist f*A®
ein Cozyklus.
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Bewers. Fir jedes (n -+ 1)-dimensionale Simplex T"*!= (vy,....,04+1)
von K, in welchem eine Ordnung der Eckpunkte in dieser Folge gegeben
wird, und dessen Rand durch (2.1); gegeben wird, gewinnen wir dieselbige
Gleichung wie (2.4),. Also gewinnen wir aus (3.5) die folgende Relation:

n+1
BT = pjua (T = 3 etpc (TP).
1=0
Folglich aus (4.2) entsteht
n+1
6.1) AR as(T) = S Ef AT = SFANT)
i=0
dabei ist 8 die Corandoperation. Weil j, und «' Isomorphismen sind, ist
a,(T**') gleich null dann und nur dann ist die linke Seite von (5.1) gleich
null, also dann und nur dann ist f*A” ein Cozyklus, w.z.b.w.

HILFSSATZ 7. Sei n > 2 ungerade, und seien T" und T** die orientierten
Simplexe und werden die Abbildungen f und F gegeben :

f: (Tn,n-—z’ Tn,O)_)(Pn—Z’ PO), F: ((Tn—l X I)n—-z’ (Tn—l X 1)0)—)(Pn_2, P))1
welche auf T3—)P2, (T”xl)—)P‘ erweitert werden konnen fir n =3. Dann
Siir jede ganze Zahl k gibt es Abbildungen

L (T?, TH>(P#, Pr=Y), Fo(Tr1x1I, (T xI))>(P*, P*-1)
Jolgendermassen
f/l Tn,n-—z =f’ F"(Tn-l XI)”—Z — F;
(T = F'(T**xI)=Fk P},

Beweis. Es ist hinreichend dass wir fiir f den Hilfssatz beweisen
konnen, denn fir F konnen wir es dhnlich beweisen. Nun, aus der
Voraussetzung gibt es eine Erweiterung /" : T"->P"-1 yon f. Wenn eine fixe
Ordnung der Eckpunkte von T" gegeben wird, und wenn 7" durch 2.1),
gegeben wird, gewinnen wir gleiche Gleichung wie (2.3), und (2.4), fiir
ap (T*)und ¢y (7777 statt a,(T"+*) und c,(T7), dabei seien a,(T") und ¢y (T;-Y)
die Elemente von zn-i(P") und z,-,(P*-!, P*~%), welche durch f” und
f7|Tr! dargestellt werden. Nun definieren wir eine Abbildung s’ folgender-
massen :

TPl ST = | T ¢=01L.....n—1
(T ) = (T2 + facol — E'ay (T™) + EX1kb,). ©

Dann gewinnen wir aus (5.2) leicht die Gleichung ju-1a;(T") = ju-1kby. Also
gilt a(T") = kb, aus dem Hilfssatze 2. Wenn wir f° von T” erweitern

wollen, konstruieren wir als ¢»(T ") = k¢, mit Hilfe des Hilfssatzes 3. Dann
ist die erweiterte /' die gewiinschte Abbildung :

(5.2)

8) m.(P%, P ist Abelsch (siche Fussnote 5)). Aber in dieser Gleichung setzen wir
.es nicht voraus.
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(T = pe(T") = kucy = kP, (seihe (3.4)),
w.z.b.w.

SATg 1. (Erweiterungssatz), Fiir ungerades n > 2, wird die normierte

Abbildung f:L>P* zu K*+' erweitert, dann und nur dann werden die
Cozyklen f*A! und f*A* in L zu den Cozyklen in K erweiteri.

BeEweis. Die Aussage “nur dann” folgt leicht. Umgekehrt setzen wir es
voraus, dass f*A! und f*A™ zur den Cozyklen 4! und 4* in K erweitert
werden. Dann kénnen wir eine normierte Abbildung f: K*>P* f|L= f
folgendermassen definieren :

(5.3) A = A, fxA" = A7

Denn erstens definieren wir f(K") = P?; und dann definieren wir 7 : K'>P*
(f1L = f) so dass das Element der Fundametalgruppe = (P"), welches
durch f| T (T* < K — L) dargestellt wird, 4}T?)ist(siehe (6.1)). Dann wird
f zur Abbildung von K* erweitert aus der Tatsache dass 4' ein Cozyklus
ist, und weil 9, (% > 2)der exakten Reihe (3.2) auf fir n= k= 1+ 1 ist, also
gewinnen wir (5.3) mit Hilfe des Hilfssatzes 7. Folglich aus dem Hilfssatze 6
wird f zur Abbildung von K”*+!' erweitert, w.z.b.w.

6. Klassifikationssatz. Wesentlich, folgt der Klassifikationssatz aus
dem Erweiterungssatze. Aber wir beweisen es mit direkter Methode fiir
dieselbe simpliziale Zerlegung wie K. In diesem Paragraphen, setzen wir
K" = K voraus.

HiLrssatz 8. Sind f, g : K-> P* zwei normierte Abbildungen, gilt f~g dann
und nur dann
(6.1) FFAlong¥AL,  fFAR gFA”,

Dabei bezeichnen wir mit « die Cohomologie.

BeEwEls. Aus dem Whitneyschen 'Satze [13] (das gilt offenbar fiir jeden
simplizialen Komplex), gelten (6.1) dann und nur dann werden die Cozyklen
FRAIX0 + g*A x 0 und f*A"x0 + g*Arx1 in Kx0U K x1 zur Cozyklen in Kx1I
erweitert. Dabei ist z. B. f¥Alx0 die Cokette von Kx0, welche nur auf
T'x0 den Wert f*AYT') nimmt. Die obige Aussage ist ganz #hnlich wie
der Satz 1, und wird dhnlich bewiesen mit Hilfe der resten Aussagen in
den Hilfssitzen 1 und 7, w.z. b. w.

Aus den Hilfssitzen 7 und 8, gewinnen wir leicht das haupte Ziel in
diesem Paragraphen:

Satz 2. (Klassifikationssatz). Fir ungerades n > 2, korrespondieren die
Menge der allen Abbildungsklassen von einem n-dimensionalen Komplexe K
auf P" eineindeutig mit den Elementen der Gruppe

9) Aus der E;c;.k_t}:eff--zer Cohomologiereiche ist diese Aussage gleichgiiltig mit
“dann und nur darn sind § f*Al und 5 f*A® cohomolog null in K—L” (3].
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H\K,].)® HYK, ]).
Genauer sind die normierten Abbildungen f,g: K-> P" homotop dann und nur
dann geben

(6.2) ¥, 9% H(P",],) ® HP",J)>HK, J.) ® H"K, J)
denselben Homomorphismus. Dabei haben wir z. B. als
Kat, B°) = (f*a, f*3"), a'<€ HY(P" J.), B*< HP", ])

bezeichnet.

BEMERKUNG. Friiher erweiterte C.H.Dowker [37] den Hopfschen Satz
fiir den Fall, wo ein para-kompakter normaler Raum in S” abgebildet wird.
Aber sein Beweis beruht wesentlich auf den Tatsache dass die Klasse der
simplizialen Abbildung von einem simplizialen Komplexe auf S” vollstindig
durch die Cohomologieklasse des Bildes des Erzeugenden der n-dimensionalen
Cohomologiegruppe von S”, durch den sogenannten induzierten Homomor-
phismus, bestimmt wird. Diese Tatsache ist auch giiltig in ein bischen
komplizierter Form in unserem Falle. Also wird unserer Satz 1 zum Falle,
in welchem ein para-kompakter normaler Raum X mit dim X<#»# +1 und
seine abgeschlossene Teilmenge X, statt K und L erscheinen, erweitert.
Auch wird der Satz 2 zum Falle, in welchem ein para-kompakter normaler
Raum X mit dim X < » statt K erschien, erweitert. Der Beweis ist ganz
dhnlich wie [3].

7. Einfachheit des reellen projektiven Raumes.

HiLrssATz 9. Fiir jedes Element a € m,(P"), und fiir das Erzeugende w
von =,(P%) gilt die folgende Gleichung:

w.a =(— 1)**la.

Bewels. Sei @) € 7, (P") das Erzeugende von =, (P”) welches durch v,

reprasentiert wird, und sei
| (&) 0
» (&)

|

T (&
eine (# + 1)-reihige quadratische Matrize, dabei sind (&) und () die
folgenden Matrizen :

(7.1) ¢ = o=t=<1),

| coswmt —sinxzt

(&) =|

sinz ¢ cosxt
(ne) = (&:) fiir ungerades #
=1 fiir gerades #.

Setze man Yy = vu:i-;, dann fiir 2, = (1,0,....,0) € S* schreibt ¥r(z)) (0<¢
< 1) freilich das Erzeugende w von =,(P"), und reprisentiert ¥ = v, : S*>P»
das Element a,. Andererseits
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’\ll‘o(xo,. X)) =L —%,...., — Xn—1, ( — 1)"x,]
=[%0,....,%n-1,( — 1)**1x,7 fiir (%,....,%,) € S™

Also muss w-a; = ( — 1)"*+'gq, sein, w.z.b.w.

SAatz 3. Die Homotopieklassen der Abbildungen S"->P™ korrespondieren
eineindeutig mit den Elementen der Gruppe n.(P")==] filr ungerades n. Fiir
gerades n, sind die Abbildungen der Elemente a und a von =.(P*) homotop,
dann und nur dann a = +a'. Also korrespondieren solche Homotopicklassen
eineindeutig mit den Zahlen 0,1,2, .. ..

BEMERKUNG. Die Voraussetzung tiber die Dimensionszahl in den Sitzen
1 und 2 ist wesentlich. Z.B.nehmen wir die Abbildungen f:S*->P* fiir
gerades #n. In diesem Falle gelten HY(S” J,)=0 und H%P" J)=], aber es
ist leicht dass (6,2) trivial ist fiir jede abbildung /. Also aus dem Satze 3
gilt der Klassifikationssatz nicht fiir gerades 7%,

8. Hopfsche Invariante.

HiLrssaTz 10. P3 ist 3-einfach.

BewEls. Sei f/: S?->S? eine Abbildung. Sei a das Element von zs(P3),
welches durch f = »,f gegeben wird. Alles Element von zy(P?) wird durch
solche Abbildung f induziert (3.1).

Nun werde f folgendermassen gegeben :

(%) = (fo(®), [1(%), f«(%)) fir x € S,

und setzen wir es voraus dass f (1,0,0,0) = (1,0,0). Wenn wir eine Homotopie
k= v: $1c f (0 <t =<1)(siehe (7.1)) von S* auf P? konstruieren, reprisentiert
offenbar «, das Element ¢ und reprisentiert

ro(x) = L —fo(x), — f1(x), f2x)]
das Element w -a, weil x(z,) das Erzeugende w von =;(P?) schreibt. Aber
aus den Untersuchungen von H.Hopf [6] und L.Pontrjagin [8], sind
Gof = f:S35S? und g:S3->S? mit

9(x) = (fu%), fulx), —fi(a)) fir x€ S°
homotop mit dem Bilde von z, ungeindert. Also sind «; = v.¢f = f und
vsg = v f = ry homotop mit dem Bilde von z, ungeindert, also gilt
w.a=a, W.z2.b.w.

Es gibt fiir jeden Punkt y auf P* genau zwei Urbildpunkte y. und y-
auf S* durch »,. Es ist bekannt dass es genau zwei Abbildungen f, £:S3> S
mit v, f= v, f=f. Wenn wir sowohl f als auch », und f als die simplizialen
Abbildungen betrachten, gibt es zwei 1-dimensionale Urbildzyklen Z! und

Z! in 8 durch 7 von y, und y- fiir jeden Punkt y, welcher ein innerer

10) Mit Hilfe des Satzes 3, lehrt eine einfache Betrachtung dass der Klassifikationssatz
fiir die Cohomologiegruppen des lokalen Koeffizientenbereiches [9; Part III) vollstindig
wie Satz 2 nicht entsteht.
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Punkt eines Simplexes von P? ist. Dann, koénnen wir die Verschlingszahl
vA¥) von Z! und Z! in S° definieren. Dabei werden die Orientierungen von
ZY und Z' durch die Orientierungen von S°® und S* bestimmt. Wenn wir

andere 7: S*-»S* mit v, 7: f aufnehmen, dann missen Z1 und Z!' die
Plitze vertauschen,

SaTz 4. Die Abbildungsklassen von S°* auf P* korrespondieren eineindeutig
mit den ganzen Zahlen. Die Korrespondenz wird durch f->yAy) bestimmd.

Beweis. Aus dem Hilfssatze 10 wird es leicht bewiesen dass », eine
eineindeutige Zuordnung zwischen den Homotopieklassen von S* auf S? und
den von S* auf P? induziert. Also gilt der Satz aus [6]und [8], w.z.b.w.

Ganz dhnlich wie oben konnen wir die Hopfsche Invariante fiir jede
Abbildung von S¥*-! auf P» definieren. Aber in den iibrigen Fillen konnen
‘wir die Homotopieklassen nicht durch diese Invarianten bestimmen.

KOROLLAR 2. P ist m-einfach fiir jedes n +2=2m=1, m%n (n=2).
Der Beweis folgt aus dem Hilfssatze 10 und aus den folgenden Tatsachen:

Zns A P™) = 7pei(P™) = w( P X ], fir n > 2.
«(Siehe [5] und [117).
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