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Introduction

Dans ce travail, je donne les démonstrations des résultats des deux articles
de H.Cartan du colloque de topologie algébrique de Bruxelles de 1950 :

1. Notions d’algebre différentielle.

2. Transgression dans un groupe de Lie.

On considére une opération d’une algébre de Lie L avec une connexion :
par exemple celle construite 4 partir d’un espace fibré principal ou plus particu-
liérement d’un espace homogéne (chapitre 3). Deux problémes sont a résoudre:
trouver H(E) a partir de 'algébre des éléments basiques Bz, de l'algébre de
Lie L et d’'une connexion (chapitre 5) et trouver H(Bzr) & partir de H(E), de
l'algebre de Lie L et de quelquechose de plus (chapitre 6). Les deux problémes
sont résolus par l'intermédiaire de la théorie de Hirsch-Koszul (chapitre 1) dans
les cas ou deux homomorphismes naturels sont des isomorphismes (homomor-
phismes fondamentaux du premier et du deuxiéme problémes). Ces exigences nous
amenent a faire des hypothéses de réductivité pour ’algébre de Lie L (chapitre
4). Dans ’exemple d’un espace homogéne, on peut obtenir des résultats trés précis
concernant la solution du deuxiéme probléme et démontrer en particulier une
formule généralisée de Hirsch (chapitre 2).

Je remercie Monsieur Chevalley de son aide.

Chapitre 1. La théorie de Hirsch-Koszul.
1. Algebres graduées anticommutatives. Toutes les structures que nous

rencontrerons au cours de ce travail seront définies, sauf mention spéciale, sur
un corps U commutatif et de caractéristique nulle.

Une algébre graduée E est un espace vectoriel gradué, c’est-a-dire la somme
directe d’espaces E” (p entier quelconque), muni d’une multiplication bilinéaire
et associative. On postule en outre les conditions suivantes :

1.1. si p est strictement négatif, U'espace vectoriel EP est nul,

1.2. le produit EP-E" est contenu dans EP*°.

Dans ce travail, E* désignera toujours l'idéal de E égal a > E”.
>0
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Une algébre graduée est dite anticommutative si la condition suivante est
satisfaite :

1.3. si a et b sont des éléments de E” et de E, alors ab et (—1)"" b-a
sont égaux.

Un morphisme d’une algébre graduée (anticommutative) E dans une algébre
graduée (anticommutative) F est un homomorphisme de E dans F pour les
structures d’algébres, qui applique E* dans F*.

On peut définir le produit tensoriel de deux algébres graduées anticommu-

tatives E et F, noté G = EQF. L’espace vectoriel G” est le suivant:G” = >

a+r=p
E‘QF’. La multiplication est définie par linéarité a partir de la définition
restreinte suivante :

14. sie €&, f et f sont des éléments respectivement de E*, E°, F" et F°,
alors

(eRN(€RS) = (—1)"(e-e QS
L’algébre graduée G est anticommutative.

Remarquons le cas trivial, ot le produit de deux éléments est toujours nul.
Ainsi un espace vectoriel gradué est un exemple d’algébre graduée anticom-
mutative.

Soient E et F' deux algébres graduées et f un homomorphisme de l’espace
vectoriel de E dans celui de F; ’homomorphisme f est dit de degré p, s'il
applique E? dans F?*? pour tout g. Un espace vectoriel gradué E (ou une algébre
graduée) est dit presque fini, si les espaces vectoriels E” sont tous de dimension
finie.

Une algébre graduée anticommutative E est dite sous-algébre graduée
anticommutative de 'algébre graduée anticommutative F, si et seulement si
I’ensemble des éléments de E est un sous-ensemble de I’ensemble des éléments
de F' et l'injection du premier ensemble dans le second, un morphisme d’algébres
graduées anticommutatives.

Soit E une sous-algeébre graduée anticommutative de F. Une dérivation de
E dans F est un homomorphisme f de Iespace vectoriel de E dans celui de F,
de degré pair, satisfaisant la condition suivante :

1.5. si a et b sont deux éléments de E, alors fla-b) est égal a
f@)b + a:f(b).

Si E et F sont égaux, on parle de dérivation de E.

Soient f une dérivation de E dans F de degré p et f une dérivation de E’
dans F' de degré p. A partir de f et de £, on peut définir une dérivation de
degré p de EQE" dans FQQF', notée f+f, par la formule suivante:
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16 (ff )Na@b)=fla)Qb+a®f ()
Une antidérivation de E dans F est un homomorphisme ¢ de l'espace

vectoriel de E dans celui de F, de degré impair, satisfaisant la condition sui-
vante :

1.7. si a et b sont des éléments de E* et de E, alors g(a-b) est égal a
9(a)b + (—1)"(a-g(b)).
Si E et F sont égaux, on parle d’antidérivation de E.
Soient ¢ une antidérivation de E dans F de degré p et ¢" une antidérivation

de E” dans F' de degré p. A partir de ¢ et de ¢, on peut définir une antidéri-
vation de degré p de EQ) E’ dans FQ F’, notée gxg’, par la formule:

1.8. si a et b sont des éléments de E™ et de E', alors (gxg')a & b) est égal
ag@a)@b+ (-1 (a & g'(®)).
Pour vérifier la condition 1.7, il suffit de le faire pour une paire d’éléments,

a®b et cQd, avec a,b,c et dappartenant a E’, E*, E' et E’* respectivement.
Enoncons le lemme suivant dont la démonstration est triviale:

LEMME 1.9. Si f et g sont des dérivations de E, alors fog—ycof est une
dérivation de E. Si f et g sont des antidérivations de E, alors fog + gof est
une dérivation de E. Si f est une dérivation et g une antidérivation de E,
alors go f—f og est une antidérivation de E. Enfin si f est une antidérivation
de E, alors f* égal & fof est une dérivation de E.

On peut démontrer aussi immédiatement le résultat suivant:

LEMME 1.10. Si E est une algébre graduée anticommutative engendrée
par un sous-ensemble F d’éléments homogénes de E, deux dérivations ou deux
antidérivations ou deux morphismes de E dans G sont égaux si et seulement
si ces applications coincident sur F. D’autre part si f est un morphisme de E
dans G, g une dérivation(antidérivation)de E et h une dérivation (antidérivation)
de G, alors fog—h of est nul sur E, si et seulement s’il Uest sur F.

Un espace vectoriel gradué E est dit pair (ou impair), si E® est nul pour
tout p impair (ou pair). D’autre part si E est un espace vectoriel gradué, V(X)
est Pespace vectoriel E gradué de la maniére suivante: V'*\(E) = E’.

1l est temps d’illustrer ces définitions par quelques exemples. Considérons un
espace vectoriel gradué impair E de dimension finie v avec une base homogéne :
Xy, Loy, X,. Considérons aussi I'algébre extérieure C(E) de E. Graduons-la ; elle
a pour base les éléments x, Az, A - Ny, avec j; <j, < oo < Jn; C™(E) est le
sous-espace de C(E) engendré par les éléments de la base pour lesquels la
somme des degrés des x; est égale 4 m. La condition 1.3 se vérifie aisément
en remarquant que le degré de x;, A x; A - A z;, a la méme parité que n,
car chaque x; est de degré impair. La graduation ne dépend pas de la base
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choisie.
Soit maintenant un espace vectoriel gradué pair F de dimension finie w
avec une base homogéne y,,7y,, ¥, Considérons aussi l'algébre symétrique

X(F) de F. Graduons-la; elle a pour base les éléments y;eyi,. - .y; avec j;=
o= =0 ; X™(F) est le sous-espace de X(F) engendré par les éléments de la
base pour lesquels la somme des degrés des v, est égale a m, La condition 1.3
se vérifie aisément en remarquant que le degré de y; -y, - .y;, est toujours pair,
puisque chaque y; est de degré pair. La graduation ne dépend pas de la base
choisie.

Remarquons que si £ n’est pas impair ou F pas pair les algébres C(E) ou
X(F) peuvent étre graduées de la méme maniére. Ces algébres ne sont plus
anticommutatives. Si £ est impair et si F' est pair, il est aussi intéressant de con-
sidérer I'algebre graduée anticommutative C(E) & X(F). Identifions selon 'usage

C(E) avec ((E) @1 et X(F) avec 1 @ X(F). La somme directe E + F s’identifie
donc a EQ1+1&F.

LEMME 1.11. Tout homomorphisme de Uespace vectoriel gradué E + F ou
E est impair et F pair dans une suralgébre graduée anticommutative unitaire
B de C(E) @ X(F), de degré pair (ou impair) est la restriction d'une et d'une seule
dérivation (ou antidérivation) de C(E) Q X(F) dans B. Tout homomorphisme de
degré 0 de E + F dans une algeébre graduée anticommutative unitaire G est la

restriction d'un et d'un seul morphisme de C(E)Q X(F) dans G.

L’unicité est due au lemme 1.10. Je me contente d’indiquer la dérivation ou
I'antidérivation g dans le premier cas; ’homomorphisme f donné est de degré
p. Pour j, <j, <. <jm et kg =k, =...=k, application g envoie I’élément
iy AN X, \ oo v A X3, & Yi*Vige « +Yi, sur I'élément suivant de B:

Z ArZLj 2Ly °xj,_,f‘(xj,) *Ljrar® * " Ljn Vit Vieg® + *View

I=srsm

+ Z An+1L5,°Ljg* » X3, Vi Yiea® * *Viey—1 SV Vet + + *Vh

1<s=n
avec a, égal a (—1)"@",
Une algébre différentielle est une paire (E,d), ou E est une algebre
graduée anticommutative et d une antidérivation de degré + 1 de E avec la
condition suivante

1.12. Dlapplication d* est nulle.

Un morphisme f d’une algébre différentielle (E, d) dans une algébre
différentielle (E, d’) est un morphisme d’algébres graduées anticommutatives de
E dans E' tel que fod et d’of soient égaux.

On peut définir le produit tensoriel de deux algébres différentielles (E, d) et
(E,d): cest la paire (EQ E’, dxd’). Le cas particulier ol d’est nul, nous permet
de définir le produit tensoriel d’une algébre différentielle et d’une algébre gra-
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duée anticommutative. Dans le cas d’une multiplication triviale, on a la notion
d’espace vectoriel différentielles.

2. Algebres différentielle filtrées. Une algébre différentielle filtrée est un
triplet (E, dg, Rg) ou (E, ds) est une algébre différentielle et Rz une suite dé-
croissante d’idéaux R, de l’algébre E:

E=R DR, D..-DOR,DRpy1---
avec les conditions suivantes :

2.1. le produit R, R, est contenu dans R,.,

2.2. la différentielle dg applique R, dans R,

2.3. lidéal R, est un sous-espace homogéne de E

2.4. lintersection de R, et de E° est nulle si q est strictement inférieur

a p.

Appelons T, le quotient de ’espace vectoriel gradué R, par l’espace vec-
toriel gradué R;;:.. Notons b, ’homomorphisme naturel d’espaces vectoriels
gradués de degré 0 de R, sur T%,. Soit T la somme directe des espaces vectoriels
gradués T,. L’espace T est bigradué, d’une part par la graduation des espaces
T, (on parle de graduation totale, notée en indice supérieur), d’autre part par
les sous-espaces vectoriels Ty (on parle de graduation filtrante, notée en indice
inférieur).

Considérons lapplication bilinéaire suivante de 7, X 7, dans Tp.q: &
chaque élément de 7T, ou de 7T, faisons correspondre un représentant dans
R, ou R,, puis multiplions-les dans E; I'image par b,,, de 1’élément de R,.,
trouvé est le résultat de 'applications. Ces applications se prolongent d’une seule
maniére en une application bilinéaire de 7" x T dans 7. Grace a cette application,
T est muni d’une structure d’algébre graduée pour les deux graduations, anti-
commutative pour la graduation totale.

Un raisonnement analogue, a4 partir de la condition 2.2,nous permet d’intro-
duire une différentielle dr dans 7T, pour la graduation totale. Pour la gra-
duation filtrante, on a le résultat suivant: dr est de degré O et b, est un mor-
phisme de I’espace vectoriel différentiel (R,, dz) sur ’espace vectoriel différentiel
(Ty, dr). Non seulement 1’algébre de cohomologie de T, notée K, est une algébre
graduée anticommutative pour la graduation totale, mais encore la structure
d’espace vectoriel bigradué de T donne a K une structure d’espace vectoriel
bigradué. On désigne par K, et K? les sous-espaces de K des éléments de
degré filtrant p et de degré total q respectivement. L’intersection de K, et de
K’ est notée Kj.

On reconnait en 7" et en K les algébres numérotées 0 et 1 de la théorie
spectrale. Le but des pages qui suivent est de construire dans certains cas une
différentielle dr sur I'algébre K(ou encore sur l'espace vectoriel gradué de K)
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telle que l'algébre de cohomologie H(K, dx)soit isomorphe & I’algébre de cohomo-
logie H(E, ds)(ou respectivement que l'espace vectoriel gradué de cohomologie
H(K, dx) soit isomorphe a l'espace vectoriel gradué de ’algébre de cohomologie
H(E, ds)). Le role essentiel va étre joué par la sous-algébre de E dont la défi-
nition suit.

Appelons Z, l'espace vectoriel des éléments de R, que dr applique dans
R,.1 et D, 'espace vectoriel engendré par de(R,) et R,... Ce sont deux sous-
espaces homogénes de E: appelons Z} et D} les intersections de Z, et de D,
avec E°. L’homorphisme b, applique Z, sur le sous-espace des cocycles de T,
Il en découle un homorphisme a, de degré 0 pour la graduation totale de Z,
sur K, : le noyau en est D,.

La condition 2.4 indique en particulier que l'intersection de E’™! et de R,
est nulle. Par conséquent D} est toujours nul; 'homomorphisme a, induit un
isomorphisme de Z3 sur Kb Notons B? le sous-espace Zde E”. La somme
directe des B” est un sous-espace homogéne de E, appelons-le B. Les isomor-
phismes de B? sur K} permettent de construire un monomorphisme naturel j
d’espaces vectoriels gradués de B dans K. Puisque le produit Z,-Z, est contenu
dans Z,., le sous-espace B de E est une sous-algébre graduée anticommutative
de E. Le monomorphisme j est un morphisme d’algébres graduées anticommu-
tatives (pour K, il s’agit de la graduation totale). Il permet de donner a K une
structure de B-module 4 droite intéressante. D’autre part la différentielle dg
applique Z, dans Zy,;, on a donc le résultat suivant:

2.5. la différentielle dr applique B* dans B"'.

3. Les N-inversions. Soit N un sous-espace vectoriel de K, homogéne
pour les deux graduations, sous-B-module de K pour la structure de B-module
4 droite de K, définie dans le paragraphe précédent.

Une N-inversion de E est une application 2 de N dans E satisfaisant aux
conditions suivantes :

3.1. lapplication k est un B-homomor phisme

3.2. lapplication k est un homomorphisme de degré 0 de N dans E (il s'agit
de la graduation totale de N)

3.3. lapplication dgok applique N dans k(N)

3.4. Ulintersection N, de N et de K, est appliquée dans Z, par k et sur
celle-ci, a,ok est égal & Pinjection de cette intersection dans K,.

Si N est égal & K, on parle d’inversion de E. L’inversion est dite mul-
tiplicative si k est un morphisme d’algébres graduées de K dans E.
Voici un lemme qui va nous permettre d’exploiter cette notion.

LEMME 35. Si k est une N-inversion de E, k' (D,) est égal @ >_ N,.

as>p



COHOMOLOGIE DES ALGEBRES DIFFERENTIELLES 269

En effet £ applique N, dans Z; qui est contenu dans D, si p est strictement
inférieur 4 ¢. D’autre part soit  un élément non nul de N que % applique

dans D,. Ecrivons x sous la forme ) x;, avec x; appartenant 3 N; et z, non
i=m

nul: ainsi k(x) appartient a Z,, et a,°k applique = sur x, Puisque x, n’est
pas nul, a,ck n’applique pas x dans D,. Par conséquent D, n’est pas contenu
dans D,, autrement dit m est strictement supérieur a4 p, ce qu’il fallait dé-
montrer.

LEMME 3.6. Une N-inversion est toujours un monomorphisme.

En effet le noyau d’une N-inversion £ est contenu dans l'intersection des
sous-espaces £(D,) de N, donc dans O d’aprés le lemme 3.5.

LEMME 3.7. Si k est une N-inversion de E, il existe une et une seule
différentielle dy de Uespace vectoriel gradué N avec la propriété suivante: k
est un morphisme de (N, dy) dans (E, dg).

C’est trivial puisque 2 est un monomorphisme.

LEMME 3.8. Si k est une N-inversion de E, la différentielle dy induite

applique pour tout p Uespace vectoriel )" N, dans Uespace wectoriel > N,.

i=p i>p
En effet si 7 est supérieur ou égal a p, 'espace vectoriel (kody)(IN;) qui est
contenu dans d4R;) est un sous-espace de D,. Le lemme 3.5 permet de conclure.

Ainsi dv applique N dans le sous-espace Y _ N;. La projection py de N sur

i>0
N, est donc un morphisme de (N, dy) sur (N, 0). Il en découle un morphisme
p% d’espaces vectoriels gradués de H(IN, dx) dans N,.
Dorénavant nous utiliserons du lemme 3.5 que le corollaire suivant:

LEMME 3.9. Si k est une N-inversion de E, pour tout p, Uintersection de
E(N) et de dR,) est contenue dans Ryp...

En effet cette intersection est 'image par k de 2 (d{R,)) qui est contenue

dans 2 Y(D,). Elle est donc contenue dans l'image par # de la somme ) N,.
a>p

Cette image est contenue dans Ry,
Remarquons que si 2 est une inversion multiplicative, la différentielle dx
qui s’en déduit est une différentielle pour la structure d’algeébre graduée de K.

4. Les inversions. Il s’agit essentiellement de démontrer le théoréme
suivant:

THEOREME 4.1. Soit %k une inversion (respectivement une inversion mul-

tiplicative) d’une algébre différentielle filtrée (E,dr, R5). Appelons dx la diffé-
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rentiélle de K déduite de cette inversion. Linversion k détermine un iso-
morphisme k* d'espaces vectoriels gradués (respectivement d’algébres graduées
anticommutatives) de H(K, dx) sur H(E, ds).

Je vais démontrer ce théoréme a 1’aide du lemme 3.9 et du lemme évident
suivant.

LEMME 4.2. Soit (F,d) un espace vectoriel différentiel et soit G un sous-
espace stable de F. L'injection de G dans F détermine un isomorphisme des
espaces de cohomologie H(G,d) et H(F,d) si et seulement si la condition sui-
vante est satisfaite: tout élément de I dont le cobord appartient ¢ G est la
somme d'un élément de G et d'un cobord de F.

Soit £ un élément de R, dont le cobord appartient & A(K). Le lemme 3.9
démontre que dx(x) appartient 4 R,.,. Par conséquent x est un élément de
Z, et (koa,)(x) — x un élément de D,. Autrement dit x est la somme d’un
élément de k(K), d’'un cobord et d’'un élément de R,,;. Le cobord de ce dernier
élément appartient a A(K). En répétant l'opération & partir de p nul, on dé-
montre que tout élément de E dont le cobord appartient a k(K) est la somme
d’un élément de A(K), d’un cobord et d’un élément de R,.

Si I'élément x est homogéne de degré p, la décomposition peut se faire en
degré p et si g est strictement supérieur 4 p, ’élément de R, de la décompo-
sition est nul. Si ’élément x n’est pas homogéne, on décompose chacune de ses
composantes comme ci-dessus. Ainsi tout élément de E dont le cobord appar-
tient 4 A(K) est la somme d’'un cobord et d’un élément de 4(K); le lemme 4.2
permet de conclure.

Nous savons que la différentielle dz applique B dans B. Le monomorphisme
j de B dans K est donc un morphisme d’espaces vectoriels différentiels de
(B, ds) dans (K, d;). Puisque l'application koj est égale a l'injection de B dans
E, le théoréme suivant est évident.

THEOREME 4.3. Soit k une inversion d'une algébre différentielle filtrée
(E, ds, R5) (respectivement une inversion multiplicative). Le monomorphisme
naturel j de B dans K détermine un morphisme j* d’espaces vectoriels graduées
(respectivement d’algébres graduées anticommutatives) de H(B, ds) dans H(K,dx).
Le morphisme composé k*oj* est égal a celui de H(B,ds) dans H(E, dz) da
a linjection de B dans E.

Les cocycles de l'algébre différentielle (E, ds) sont des éléments de Z, et
les cobords sont des éléments de D,. Il existe donc un morphisme naturel ¢
d’algébres graduées anticommutatives de H(E, dz) dans K,. Rappelons que nous
avons défini un morphisme p§ de H(K, dx) dans K, dans le paragraphe pré-
cédent. Le théoréme suivant découle de la condition 3.4.

THEOREME 4.4. Soit %k une inversion d’une algebre différentielle filtrée
(E, ds, RE). Il existe un homomorphisme naturel q de H(E,ds) dans K,.
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L’homomorphisme composé qok* de H(K, dx) dans K, est égal a I’homomor-
phisme di a la projection de K sur K,.

5. Algébres de Chevalley. Abordons le probléme de lexistence d’une
inversion pour une algébre différentielle filtrée ; dans ce but, faisons la sup-
position suivante: (condition F)

5.1. il existe un sous-espace vectoriel F de K,, homogéne et de dimension
Sfinie ; les injections canoniques de F et de B dans K déterminent un isomor-

phisme de FQ B sur K (élément f Qb a pour image le produit des images
de f et de b).

Le sous-espace F'&) B? est appliqué par cet isomorphisme sur K,. Complétons
la condition F' de la maniére suivante: (condition de Chevalley)

5.2. le sous-espace F de K, est une sous-algébre de K ; il contient un sous-
espace vectoriel gradué impair P dont linjection dans F se prolonge en un
isomorphisme de 'algébre extérieure graduée C(P) sur Ualgébre F ; tout élément
de P est I'image par a, d'un élément de Z, que dr applique dans B; Ualgebre
E posséde une unité.

1l existe donc un homomorphisme s, de degré 0 de I’espace vectoriel gradué
P dans Vespace vectoriel gradué Z, avec les propriétés suivantes: 1’application
a,osp est égale a l'injection de P dans K, et I'image de P par I'application dzosp
est contenue dans B;appelons wp cette application. Les éléments de P sont
dits transgressifs et 'application wp est une transgression.

THEOREME 5.3. Toute algébre de Chevalley posséde au moins une inversion
maultiplicative. Pour une transgression wp donnée, 'inversion peut étre choisie
telle que la différentielle correspondant de K jouisse de la propriété suivante :
la restriction de dx au sous-espace P de K est égale a [I’homomorphisme com-
posé de la transgression choisie wp de P dans B et de 'homomorphisme natu-

rel j de B dans K.

Soit donc sp un homomorphisme de la condition de Chevalley, dont dérive
la transgression wp choisie. Appelons 2 'unique morphisme d’algébres graduées
anticommutatives de K dans E jouissant des propriétés suivantes: la restriction
de 2 a Pest égale 4 'homomorphisme s» et I'application koj est égale a I'injection
de B dans E. Les conditions 3.1 et 3.2 sont vérifiées immédiatement; il suffit
de controler les conditions 3.3 et 3.4 sur P et sur j(B).

La restriction de kodx a P est égale a celle de dgok, C’est-a-dire & dwosr ou
encore a wp. Une transgression wp est toujours égale a ’homomorphisme ko jo
wp. Par conséquent la restriction de dx a P est égale a l’application composé
jowp. Le théoréme est ainsi démontré.

6. Algébres de Hirsch-Koszul. Cette fois la condition F est & compléter
de la maniére suivante (condition de Hirsch-Koszul):
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6.1. tout élément du sous-espace F de K, est U'image par a, d'un élément
de Z, que la différentielle ds applique dans R,.

Désignons par M, le sous-B-module de K engendré par les éléments homo-
génes de F de degré total strictement inférieur 4 ¢q. Une g-inversion est une
Mg-inversion : on la notera k,. Les éléments de I' de degré total ¢ forment
un sous-espace FY de F.

LEMME 6.2. Si¢ k, est une q-inversion d'une algébre de Hirsch-Koszul,
alors pour tout p, chaque élément de F* est 'image par a, d'un élément de Z,
que la différentielle dy applique dans le sous-espace vectoriel de E engendré
par k(M,) et par R, .

On démontre ce lemme par induction sur p. La condition 6.1 démontre le
lemme pour p inférieur ou égal a 2. Supposons p supérieur ou égal a 2 et fai-
sons le passage de p a4 p + 1.

Soient x un élément de F? et y un élément de Z, que a, applique sur x
et dr, dans le sous-espace vectoriel de E engendré par k(M,) et par R} ;:ddy)=u
+ v. Les éléments d«v) et — d{u) sont égaux. En vertu de la condition 3.3,
Pélément dx(v) appartient a lintersection de k(M,) et de dw(R,). D’aprés le
lemme 3.9, ’élément dx(v) est donc un élément de R,.;. Autrement dit v est
un élément de Z%™.

D’autre part en vertu de la condition F, l’espacé vectoriel K% est isomorphe
a l'espace vectoriel F**'~? & BP. L’espace vectoriel K%’ est donc contenu dans
M,, puisque p est supérieur ou égal & 2. Or a,(v) appartient a4 K%*; c’est donc
un élément de M,.

L’élément a,(k(a,(r)) — v) est nul. Ainsi k,a,(v)) — v appartient a D%
Il est donc possible d’écrire v sous la forme suivante: v = h + di(m) + n avec
h appartenant a k,(M,), m 4 R,et n & Riil. Par conséquent y — m est un élé-
ment de Z, que dr applique dans le sous-espace de E engendré par k(M,) et
par Ritl et que a, applique sur x. En effet a,(m) est nul, puisque m est un
élément de R,. Le lemme est ainsi démontré.

LEMME 6.3. Si kq est une g-inversion d'une algébre de Hirsch-Koszul,
alors chaque élément de F° est 'image par a, d'un élément de Z§ que la dif-
Sérentielle du applique dans k(M,).

Pour le démontrer, il suffit d’appliquer le lemme 6.2 en choisissant p égal
a4 ¢ + 2. On obtient sans autre le résultat ci-dessus, puisque R}I; est nul et que
I’élément de Z, peut étre choisi de degré q.

LEMME 6.4. Toute q-inversion d'une algébre de Hirsch-Koszul est la res-
triction ¢ M, d'une q + l-inversion.

Soient f,f5, -, fn les éléments d’une base de F' et ¢, ¢,,---,gm des éléments
de Zi que dx applique dans k(M,) et a, sur f,,fs, - ,fm respectivement (&, étant



COHOMOLOGIE DES ALGEBRES DIFFERENTIELLES 273

‘ne g-inversion).

Ceci étant, soit k;,, 'unique B-homomorphisme de M,,, dans E, qui ap-
plique les éléments f; sur les éléments g¢; et dont la restriction a M, est égale
a kg 1l est aisé de vérifier les propriétés de ¢ + 1-inversion.

THEOREME 6.5. Toute algébre de Hirsch-Koszul posséde au moins une
inversion.

Puisque M, est nul, il existe toujours une O-inversion. D’aprés le lemme 6.4,
il existe donc une g-inversion pour tout ¢. Enfin si ¢ est strictement supérieur
aux degrés des composantes homogénes F? non nulles de F, M, est égal a K
et une g-inversion est une inversion. Le théoréme est ainsi démontré.

7. Un cas particulier. Soit (E,dz) une algébre différentielle avec une unité.
Supposons que l'espace vectoriel gradué de E est la somme directe de sous-
espaces homogénes E, avec p positif ou nul. Par conséquent I'espace de E est
bigradué. La graduation d’algebre différentielle est dite totale et celle donnée
par les E, est dite filtrante. Supposons en outre les conditions suivantes sa-
tisfaites :

7.1. le produit E,-E, est contenu dans E,.,,

7.2. Pintersection E} de EP et de E, est nulle si p est strictement inférieur
agq,

7.3. la différentielle dr applique E, dans Uespace Y E,,

q=p

7.4. la différentielle dx applique Ej dans Uespace Y E,.

a>p

THEOREME 7.5. Soit (E, ds) une algébre différentielle satisfaisant aux

conditions 7.1-74. Appelons Ry la suite des idéaux R, égaux a)_ E,. Alorsle

9=p
triplet (E, ds, Rz) est une algébre différentielle filtrée. L’algébre bigraduée T est
isomorphe a Ualgébre bigraduée E. La différentielle dr correspond a la diffé-
rentielle corrigée de E définie de la maniére suivante: si x est un élément de
E,, dix) est la composante homogéne de degré filtrant p de dfx). Lalgébre
K est isomorphe & Ualgébre H(E, dy) et Palgébre K, est isomorphe a I’ algébre
H(E,, dy). Enfin Ualgébre B est égale & la sous-algébre Y Ej de E.
=0
Pour le démontrer, il suffit de considérer toutes les définitions dans ce cas
particulier. On démontre de méme le théoréme suivant:

THEOREME 7.6. Soit (E,ds) une algébre différentielle satisfaisant auzx
conditions 7.1-7.4. Filtrons-la par la suite Re. Si 'homomorphisme naturel de
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H(E,,ds) ® >_ Eb dans H(E, ds) est un isomorphisme, la condition F est satis-

p=0
faite. Si Uespace vectoriel E, est nul et si la dimension de H(E,, ds) est finie,
la condition de Hirsch-Koszul est satisfaite. Si Ualgébre H(E,, ds) contient un
sous-space homogéne impair P de dimension finie dont Uinjection se prolonge
en un isomorphisme de Ualgébre extérieure C(P) sur algébre H(E,, dx) et dont
chaque élément homogéne de degré p (pour tout p) a un représentant dans E,
que la différentielle applique dans Uespace vectoriel engendré par Eyf} et par

dx (Z Ei>, alors la condition de Chevalley est satisfaite.

>0
Chapitre 2. Cohomologie des X-modules U-gradués.

8. Définitions. Soit V' un espace vectoriel gradué de dimension finie v pour
lequel V, est nul. Considérons l’algébre symétrique graduée X(V). Un X(V)-
module U-gradué est un X(V)-module M qui est gradué pour la structure in-
duite d’espace vectoriel avec la condition :

8.1. le sous-espace VM’ est contenu dans M'+’.

Une X(V)-algébre U-graduée est une X(V)-algébre qui est une U-algébre gra-
duée anticommutative pour la structure induite de U-algébre avec la condition
8.1. Il est possible de munir X(V) d’une structure de X(V)-algébre U-graduée
naturelle, en utilisant comme opération externe de X(V)-algébre l'opération
interne de X(V).

Soit E un espace vectoriel gradué de dimension finie v. Considérons I’espace
vectoriel gradué V(E) pour lequel V**Y(E) et E' sont égaux pour tout i. Au
cours de ce travail, au lieu d’écrire X(V(E)), nous écrirons X(E). Soit M un
X(E)-module U-gradué. Considérons ’application suivante dx de ’espace vectoriel
gradué C(E) @ M dans lui-méme (espace vectoriel C(E) est celui de I'algébre
extérieure de E, gradué a partir de la graduation de E):

8.2. si ey, ey - e, sont des éléments de E, si m appartient a M, alors

dules, Nes N\« Ne,Qm) est égal a > (—1)* e, Nes A-vbg A+ Ae,X
1<isn
e;*m.

11 est aisé de vérifier que (C(E) & M, dx) est un espace vectoriel différentiel.
Remarquons que si E est un espace vectoriel impair et M une X(E)-al-
gebre U-graduée, alors dy est une différentielle de l'algébre graduée anticom-

mutative C(E) & M.

Dans tous les cas, on peut munir I'espace vectoriel gradué C(E) & M d’une
autre graduation intéressante, indiquée par un indice inférieur, en introduisant
sur E la graduation ou E et E, sont égaux et sur M celle o M et M, sont
égaux. Pour cette graduation, l'application dy est de degré — 1. Puisque
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C(E) @ M est bigradué, nous obtenons un espace vectoriel de cohomologie
bigradué¢ H(M). Remarquons en outre:
8.3. si r est strictement supérieur a la dimension de E, alors Pespace vec-

toriel H{M) est nul.

D’autre part (C(E) Q@ M), est égal 3 1Q M et (C(E)Q M),, 4 EQ M, que duw
applique sur 1 & E-M, qui est égal 2 1 & X*(E)-M. Par conséquent,

8.4. lespace vectoriel Hy(M) est isomorphe au quotient M/X*(E).M.

Soient E* et E” deux espaces vectoriels gradués de dimensions finies et M’ et
M ,un X(E")-modules et un X(E")-module U-gradués. Appelons E la somme directe
gradués de E et de E". 1l existe un isomorphisme naturel des espaces vectoriels
bigradués C(E) et C(E )& C(E”) et un isomorphisme naturel des algébres graduées
X(E) et X(E)QX(E ") (dans cette derniére la multiplication est définie classiquement
et non pas comme le premier chapitre pourrait le faire croire: (a @ )+ (c & d)
est égal 4 a« & b-d). Grice a cet isomorphisme il est possible de donner a
'espace vectoriel gradué M égal & M’ Q) M’ une structure intéressante de X(E)-
module U-gradué: par définition on aura (x' @z )(m' Q@m”) égal a '-m'Q z"'-m”.
Grace aux isomorphismes mentionnés, il est aisé de vérifier que les espaces
vectoriels différentiels suivants sont isomorphes : (/g (E) & M, du) et (C(E))
QR M, dw)R (CENQ M, dw,). Désignons par M & M, le X(E)-module U-

gradué M. Pour la cohomologie, on démontre immédiatement le lemme suivant:

LEMME 8.5. Si M est un X(E )-module U-gradué et M, un X(E/'\)-module
U-gradué, alors pour tout couple (p,q),les espaces vectoriels HIM Q M") et
> HA(M)Q He(M') sont isomorphes.

p'+p''=p
+q'"=q
Tout espace vectoriel gradué M peut étre considéré comme un X(E)-module
U-gradué avec E nul. La différentielle dx est alors nulle. Donc S/l\ M est un
espace vectoriel gradué et N, un X(E)-module U-gradué, alors M @ N est aussi

un X(E)-module U-gradué et pour tout couple (p,q), les espaces vectoriels
Hy (M @N) et . M? & H{'(N) sont isomorphes.
P +prr=p
Considérons maintenant X(E), X(E") et X(E”) comme des X(E), X(E') et
X(E")-modules U-gradués respectivement. Pour ces structures, X(E) et X(E") &
X(E") sont isomorphes. D’autre part, si F' est un espace vectoriel de dimension
1, les HY(X(F)) sont tous nuls, excepté Hy(X(F)) qui est de dimension 1. Une

démonstration simple utilisant ces remarques et le lemme 8.5 démontre par
induction sur la dimension de E, le lemme suivant:

LEMME 8.6. Les espaces vectoriels H: (X(E)) sont tous nuls, excepté
H) (X(E)) qui est de dimension 1.

9. Premiers résultats. Voici un théoréme qui va nous permettre de dé-



276 M. ANDRE

duire quelques premiers résultats de ce chapitre.

THEOREME 9.1. Soit une suite exacte de X(E)-modules U-gradués 0 —
P—Q——>R——0; on peut définir pour tout entier s une suite de la forme
suivante. 0— HY(P)—...—>H!_(P) —H:_(Q)—H:_(R)— H;*} «(P) —
« o o ——Hi(R)—>0.

En effet on a la suite suivante exacte d’espaces vectoriels différentiels et

bigradués :

0——(C(E) & P, dr)—(C(E) & Q, do)—(C(E) & R, dr)—>0.
La suite exacte de cohomologie donne le résultat énoncé, puisque les différent-
ielles sont de degré + 1 pour la graduation supérieure et — 1 pour la graduation
inférieure.

Soit M un sous-espace vectoriel homogéne supplémentaire de X' (E)-M
dans M. L’espace vectoriel M’ est donc isomorphe & l'espace vectoriel H, (M)
Considérons ’homomorphisme naturel du X(E)-module U-gradué X(E) ®M
dans M et appelons M~ le X(E)-module U-gradué noyau de cet homomorphisme.
Nous obtenons une suite exacte de X(E)-modules U-gradués: 0—— M"
X (E)®M ——>M—>0. Les lemmes 8.5 et 8.6 et le théoréme 9.1 nous donnent
alors les résultats suivants pour la cohomologie de M".

LEMME 9.2. Pour tout q strictement positif et pour tout p les espaces
vectoriels HY(M) et H:*Y(M") sont isomor phes.

Ce lemme et le fait que les espaces H,.(M) sont tous nuls pour strictement
supérieur a la dimension de E permettent des démonstrations par induction,
comme nous le verrons (théorémes 9.4 et 9.6). D’autre part le choix de M ne
se fait pas d’'une maniére biunivoque. A ce propos voici un lemme:

LEMME 9.3. Soit f un morphisme de X(E)-modules U-gradués de M dans
N, déterminant un monomorphisme f* de H(M) dans H(N). On peut choisir
M et N’ de telle maniére que f applique M’ dans N

Choisissons M. Ceci étant, puisque f* est un monomorphisme, I'intersection
de fIM') et de X*(E)-N est nulle. Il est donc toujours possible de choisir N'
contenant f{M’). En fait, il suffit de supposer que f* induit un monomorphisme
de Hy(M) dans Hy(N).

THEOREME 9.4. Soit f un morphisme de X(E)-modules U-gradués de M
dans N, determinant un isomorphisme f* de H(M) sur H(N). L’homomor phisme
S est alors un isomorphisme.

On le démontre par induction sur p, pour les X(E)-modules U-gradués M
dont les espaces H,(M) sont nuls si r est strictement supérieur a p. Le théoréme
est démontré par le cas ou p est égal a4 la dimension de E. Si pestégala —1,
les espaces M et N sont nuls et I'isomorphisme est trivial.
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Le passage de p— 1 a p se fait par lintermédiaire des X(E)-modules
U-gradués M~ et N”. En utilisant des espaces M’ et N donnés par le lemme
9.3, on peut construire un homomorphisme ¢ de M~ dans N'. La suite exacte
de cohomologie du théoréme 9.1 démontre que ’homomorphisme ¢* est lui aussi
un isomorphisme. L’hypothése inductive démontre donc que ¢ est un isomor-
phisme. Par suite I’homomorphisme f est aussi un isomorphisme.

Supposons maintenant I'espace vectoriel de M presque fini, autrement dit
les M” sont tous de dimension finie. Si P est un espace vectoriel gradué fini,
on désigne par P(x) la série formelle, dite de Poincaré, dont le coefficient de
x” est égal a la dimension de P?. Considérons la série formelle suivante (v est
la dimension de 'espace E):

95. Ulxy) = 2 y"H.(M) ().

0szsv
THEOREME 9.6. Si M est un X(E)-module U-gradué presque fini, les séries
H(M)(x) et U(x,1) sont égales et les séries M(x) et X(E)(x)-U(x, — x) sont égales.

La premiére égalité est immédiate. On démontre la deuxiéme par induction
pour les X(E)-modules U-gradués presque finis dont les espaces H.(M) sont nuls
si z est strictement supérieur 4 p. Le théoréme est démontré par le cas ou p est égal
4 la dimension de E. Si p est égal 4 — 1, espace M est nul et ’égalité est triviale.

Le passage de p — 1 a p se fait par lintermédiaire du X(E)-module U-
gradué presque fini M. D’aprés I'hypothése inductive, les séries M'(x) et
X(EXx)U"(x, — x) sont égales. D’aprés le lemme 9.2, les séries Ulx,y) — H,
(M)(x) et y/x-U"(x,y) sont égales. Enfin les séries M (x) + M(x) et X(E)(x)-

Hy(M)(x) sont égales. La conclusion est alors immédiate.

10. Les X-algebres U-graduées. La fin de ce chapitre va étre consacrée
a létude des X(FE)-algebres U-graduées unitaires, £ étant un espace vectoriel
gradué impair. Soit M une telle algébre; nous supposerons en outre que la
dimension de M° est égale & 1. Nous savons que (C(E)Q M, dx) est une
algébre différentielle.

Appelons x» ’homomorphisme de X(E) dans M qui a x fait correspondre
x+1. Puisque la différentielle dy est nulle sur 1 & M, Plinjection de M dans
C(E)Q M détermine un homomorphisme yy de M dans H(M) qui est égal a
H(C(E) @ M, dw). Enfin puisque dx applique C(E) Q@ M dans C(E) X M~ et
que M est de dimension 1, la projection py de C(E) @ M sur C(E) détermine
un homomorphisme z» de H(M) dans C(E). L’application z» est de degré 0
pour les deux graduations. Les applications xu, yu, 2» sont des homomorphismes
pour les structures d’algébres.

Nous appliquerons les résultats de ce chapitre aux algébres de Chevalley
grice au théoréme suivant, dont la démonstration n’est que la transcription des
résultats des paragraphes 4 et 5. Ultilisons les notations de ces paragraphes.
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THEOREME 10.1. Soit (E, ds, Rr) une algébre de Chevalley. Supposons que
la sous-algébre F de K est isomorphe a K,. Soit w wune transgression de P
dans B. La dimension de B° est alors égale a 1 et U'homomorphisme w se
prolonge en un homomorphisme de X(P) dans B, qui donne & B une structure
de X(P)-algebre U-graduée unitaire. Si la différentielle dy est nulle sur lal-
gebre B, alors il existe un isomorphisme b de l'algébre de cohomologie de la
X(P)-algebre U-graduée (avec la graduation supérieure) sur algébre graduée
H(E, dy), tel que I’homomorphisme de B dans H(E,ds) di a Uinjection de B
dans E soit égal au composé boys et tel que I’homomorphisme composé de
LPhomomorphisme naturel q de H(E, dz) dans K, et de Uisomorphisme de K,
sur C(P) soit égal au composé zpob~.

Revenons maintenant 4 la théorie générale. Voici un corollaire du théoréme
9.4.

THEOREME 10.2. Si M est une X(E)-algébre U-graduée unitaire ayant
une cohomologie triviale (HY(M) est nul exepté HyM) qui est de dimension 1),
alors 'homomorphisme xx est un isomorphisme de X(E) sur M.

En effet 'homomorphisme x» est un morphisme de X(E)- algébres U-gra-
duées. Il détermine un homomorphisme x% de H(X(E)) dans H(M). La classe de
I'unité étant appliquée sur la classe de I'unité, cet homomorphisme est un iso-
morphisme. Le théoréme 9.4 en déduit 'isomorphisme.

Nous allons étudier la suite suivante :

I Yu M
X(E)—M—H(M)—C(E).

THEOREME 10.3. Le noyau Jy de yu est égal a X*(E). M et limage de
yu est égale a Hy(M).

En effet les cocycles de (C(E) & M), sont les éléments de 1 & M; par
conséquent yy est un épimorphisme de M sur Hy(M). La démonstration de la
formule 8.4 en donne le noyau.

THEOREME 10.4. Limage Cy de HM) dans C(E) par I’homomorphisme
zZn a une structure d’algeébre extérieure. L’injection dans Cx de Uintersection de
Cu et de E se prolonge en isomorphisme de algébre extérieure de cette in-
tersection sur Chy.

Munissons le corps de base U d’une structure de X(E)-algébre U-graduée

triviale et considérons la suite exacte suivante de X(FE)-algébres U-graduées :
0—M* M U 0. Il en découle une suite exacte de cohomologie:

Zn
.. H(M) C(E) H(M+*)—. ... L’image Cy est donc le noyau de
’homomorphisme suivant de C(E) dans H(M):a un élément x de C(E) cor-
respond la classe dans H(M™*) du cocycle du(x @ 1). Appelons k cette appli-
cation.
L’algebre extérieure en question est contenue dans Cy. Démontrons que Cy
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v est contenue. Pour les degrés O et 1, la proposition est évidente. Le passage
de p— 1 a p se fera grice au lemme évident suivant:

LEMME 10.5. Soient x un élément de E, vy et = deux éléments de la sous-
algébre de C(E) engendrée par un supplémentaire de Uespace vectoriel engendré
par x dans E. Si Uélément x \ y + z appartient au noyau de h, Uélément y
appartient au noyau de h.

Soit une base de E: e, e,,- - -, telle que l'intersection de E et de Cx soit
engendrée par les éléments e,.y,- - +,,. Soit p supérieur ou égal 4 2 et faisons
le passage de p — 1 a p. Ecrivons un élément ¢ de C,(E) appartenant au noyau
de h sous la forme suivante:

c= Z C(jl’j2" . "jp)ejl Neyw/N\ oo A €j, -

1SHS. Sh<v
On peut écrire cet élément sous la forme suivante pour tout &:
C = € /\( Z ic(jl,' ¢ '::jﬂ) kyji* 1 'sz—l). €, /\' . '/\ ej,;—|)

1€ H<e e <k< e <Jp— SV

+ ( Z C(gl’ 92,' . ',gp)'e!h /\' . ’/\ e.'/p))

1=0;< 0. <k<an e <gp<v
Le lemme 10.5 et ’hypothése inductive démontrent 4 partir de cette forme, que
dans la premiére fagon d’écrire ¢ on peut supposer j, strictement supérieur a
m. Cette conclusion, le lemme 10.5 et I’hypothése inductive & nouveau dé-
montrent que j, lui-méme peut étre supposé strictement supérieur a m, ce
que nous voulions démontrer.

11. Un théoreéme de réduction. Soit & nouveau une X(E)-algébre U-graduée
unitaire M. Remarquons que linjection de M dans C(E) @ M donne a C(E) ®
M et & H(M) des structures naturelles de M-modules.

D’autre part soit £ un élément de E de degré s. Cet élément engendre
un espace vectoriel E dans E. Soit E’ un espace vectoriel homogéne de dimension
v — 1 supplémentaire de E” dans E. L’injection naturelle de X(E) dans X(E)
~ permet de donner & M une structure de X(E )-algébre U-graduée. Quant a
I'injection de C(E') dans C(E), elle induit un M-homomorphisme du M-module
différentiel (C(E) Q@ M, dy) dans le M-module différentiel (C(E) & M, dx). Le
quotient est égal au produit tensoriel de (E',0) et de (C(E)&Q M, dy). On
obtient donc une suite exacte de cohomologie :

700 L~ ran
A Ja
H )

Pour la graduation inférieure, ces homiomorphismes p, g et  sont de degré 0,—1
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et 0 et pour la graduation supérieure 0, —s et s+ 1. Ce sont tous des
M-homomorphismes et p et » sont des homomorphismes pour les structures
multiplicatives. L’homomorphisme 7 est donc nul, si 'image de l'unité est nulle,
autrement dit si la différentielle dx applique £ @ 1 dans X*(E')-M. Nous avons
donc démontré le lemme suivant:

LEMME 11.1. Si x est un élément de E que xn applique dans X(E')-M,
alors il existe des suites exactes de M-modules du type suivant :
0 — H'YM) — HyM) — H3= (M) — 0.

La condition du lemme est en particulier satisfaite pour un élément appar-
tenant a l'intersection de E et de Cx En effet xx applique x dans X*(E)-M*
qui est égal & X*'(E')-M* en degré s. En appliquant le lemme 11.1 un nombre
suffisant de fois, on démontre le théoréme suivant:

N THEOREME 11.2. Soit M une X(E)-algeébre U-graduée unitaire. /z\‘lppelons
E Pintersection de E et de Cy et E un supplémentaire homogéne de E dans E.
Considérons également la structure de X(E)-algébre U-graduée de M. L’homo-
morphisme naturel de H(M) dans H(M) est alors un monomorphisme qui
peut étre prolongé en un isomorphisme d'espaces vectoriels bigraduées de H(M)
Q Cu sur HM).

Puisque les espaces vectoriels H,(M) et Hy(M) sont isomorphes, il est in-

téressant de savoir quand les espaces vectoriels H(M) et H,(M) sont isomorphes,
pour pouvoir utiliser les résultats du théoréme 9.6. Désignons par Culx,y) la
série formelle Ou le coefficient de x™y" est égal a la dimension de (Cu)n.

THEOREME 11.3. Soit M une X(E)-algébre U-graduée unitaire. Si Uidéal
de H(M) engendré par y,{(M*) est égal au noyau de zu, les espaces wvectoriels
bigradués Hy(M) & Cx et H(M) sont isomorphes. Si M est une algébre presque
Sinie, cette condition est également nécessaire et, si elle a lieu, les séries sui-
vantes sont égales :

HM)(x) = [M(z)/ X(E)x)] + [Cilx,1)/Cilz, — x)].
On démontre la suffisance de la condition de la maniére suivante. D’aprés
le théoréme précédent, il suffit de démontrer que les espaces vectoriels H(M)
et H,(M) sont isomorphes. Le noyau de zx contient toujours 'image de H,(M);
par suite les espaces vectoriels bigradués Hy(M)-FH(M) et H*(M) sont égaux.
Mais si p est strictement positif, les espaces H;(M) et H,(M) sont égaux; par

conséquent (M) est nul.

Les formules du théoréme 9.6 démontrent directement la formule du thé-
oreme 11.3. Quant a la nécessité de la condition, on la constate de la facon
qui suit. Le lemme 11.1 démontre que I'espace vectoriel M*+H M)+ M*-H2=3(M)
est isomorphe & un sous-espace de M*-H?(M). Par conséquent l'ideal de
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H(M) engendré par I'image de M* a une série qui majore la série M*-H(M)(x,y)
Cu(x, y), Cest-a-dire la série Hy (M)(x)-H,(M)(x)-Cw{x, y)ou encore la série
Hi(M)(x)EH §(M)(x)-Culzx, y). D’autre part cet idéal est contenu dans le noyau,
dont la série est égale a Hy(M)(x)Cx (x,y) — Cilx,y), c’est-a-dire aH; (M)

(x)Culx,y). Par conséquent l'idéal en question est égal au noyau.

REMARQUE. En fait on peut démontrer que 'isomorphisme du théoréme
11.2 peut étre un homomorphisme d’algébres et qu’alors la condition du thé-
oréme 11.3 est toujours nécessaire.

12. Un cas particulier. Supposons maintenant que M a une structure
d’algébre de polyndmes X(F), la dimension de F étant finie. Cette algébre est
donc presque finie et les résultats du paragraphe précédent lui sont applicables.
Rappelons en premier lieu, un lemme ne faisant pas intervenir cette structure
d’algébre de polyndmes et démontré dans le livre Cartan-Eilenberg, Homological
Algebra a la page 151.

LEMME 12.1. Soient un X(E)-module U-gradué M et une base de ['espace
vectoriel E: e, e, « -6, tels que la condition suivante soit satisfaite: appelons
M® e sous-espace vectoriel de M somme des sous-espaces e;*M pour j inférieur
ou égal a k; alors pour tout k, si e,m appartient & MY, Pélément m vy
appartient aussi. Sous cette hypotheése, Uespace vectoriel H(M) est alors égal
a son sous-espace Hy(M).

Voici maintenant trois lemmes de géométrie algébrique.

LEMME 12.2. Soit G un idéal d’'une algébre de polynémes M. Si pour
les structures induites d’espaces vectoriels de M et de G, Uespace quotient M/G
est de dimension finie, alors la dimension algeébrique de G dans M est nulle.

1l suffit de considérer le cas o G est un idéal premier. Puisque M/G est
de dimension finie, tout élément de cet anneau est algébrique sur le corps de
base U, par conséquent le corps des quotients de 'anneau M/G est algébrique
sur U, autrement dit la dimension algébrique de G dans M est nulle.

LEMME 12.3. Soit G un idéal d’une algébre de polynémes M a n variables,
engendré par p éléments g, ¢y, « +,gp. Supposons la dimension algébrique de G
dans M nulle. Alors p est supérieur ou égal & n, et si p est égal a n, il
existe p générateurs de G, hy, hy,- - -,h,, combinaisons linéaires des g,, tels que
pour tout r Uidéal de M engendré par hi, h,,. - -,h, soit purement de dimension
algébrique p — r.

On connait le résultat suivant (van der Waerden, Moderne Algebra, volume
II, premiere édition, page 80, deuxiéme, page 71): si I est un idéal de M
différent de M engendré par r éléments =z, 2,,- - -,2, de dimension algébrique
d=n —r, alors I est purement de dimension algébrique n — r et il existe r
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éléments combinaisons linéaires des z;, qui engendrent I, ¢, £,,- - - £, tels que pour
tout j I'idéal engendré par #,¢,,- .. dans M soit de dimension algébrique
inférieure ou égale 4 n — j. La premiére partie de ce résultat apparait sous
forme de théoréme, la seconde apparait dans la démonstration de ce théoréme.
Appliquons la premiére partie du résultat a 1idéal engendré par iz, t,,- - -t;.
Cet idéal est donc purement de dimension algébrique z — j. Le résultat complété
de cette maniére nous donne la démonstration de la deuxiéme partie du lemme.
D’autre part si p est inférieur ou égal 4 m, la dimension algébrique de G dans
M doit étre égale a n — p,n et p sont alors égaux, ce qui démontre la premiére
partie du lemme.

LEMME 12.4. Soient G un idéal d’une algébre de polynémes M, purement
de dimension algébrique k et h un élément de G. Si [lidéal engendré par G
et h est de dimension algébrique strictement inférieure a k, alors pour tout
élément m de M, si h-m appartient a G, m appartient a G.

En effet G est l'intersection d’idéaux primaires I, associés a des idéaux
premiers I; de dimension algébrique 2. Aucun I; ne peut contenir I'idéal engendré
par G et h, autrement dit A n’appartient pas a I;. Puisque I'idéal I, est primaire
et que hem appartient a I,., ’élément m apparteint & I, Par conséquent m est
un élément de G.

THEOREME 12.5. Soient deux espaces vectoriels gradués impairs E et F
de dimensions finies e et f et une structure de X(E)-algebre U-graduée pour X(F)
= M. Appelons é la dimension de Uintersection de E et de Cy. Supposons la
dimension de HyM) finie. Alors e — f est supérieur ou égal a é et légalité a
lieu si et seulement si le noyau de zu est égal a lUidéal de H(M) engendré
par yM(M +).

Utilisons un espace E comme dans le paragraphe 11 et appliquons les
lemmes précédents avec G égal & X*'(E)-M. Les lemmes 12.2 et 12.3 démon-
trent que e—é est supérieur ou égal a4 f. Les lemmes 12.2, 12.3, 124 et 12.1
démontrent que dans le cas de 1'égalité, H(M) est égal & H,(M), cette condition
étant équivalente a la condition du théoréme. (théoréme 11.3)

Supposons inversément cette condition satisfaite. Nous pouvons utiliser la
formule du théoréme 11.3. Toutes les séries convergent pour z entre 0 et 1.
Pour x tendant vers 1, le produit de la série de droite par (1 — x)™ s-etend vers
une limite non nulle. Puisque H(M)(x) est un polyndme & coefficients positifs

ou nuls, (1 — z)""* *doit tendre vers une limite non nulle. Par conséquent f + ¢
— e est nul, ce qu’il fallait démontrer.

Chap;tre 3. Opérations et connexions.

13. Opérations. Une opération d’'une algébre de Lie L est une paire (E/t),
ou E est une algébre graduée anticommutative et ¢ un homomorphisme de
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Palgébre de Lie L dans l'algébre de Lie des dérivations de E de degré O (voir le
lemme 1.9).

Un morphisme de la représentation (E/t) de L dans la représentation (E/
t') de L est un morphisme f de 'algébre graduée E dans l’algébre graduée E’
tel que

13.1. pour tout élément x de L, fot(x) et t(x)o f soient égaux.

On peut définir le produit tensoriel de deux représentations d’une algébre
de Lie, (E/t) et (E'/t'): c’est la paire (E® E'/txt) ou (txt)(x) et t(x)*t'(x) sont
égaux. Le cas particulier out ¢’ est nul, nous permet de définir le produit tensoriel
d’une représentation et d’une algébre graduée anticommutative.

Une représentation différentielle d’une algébre de Lie est un triplet (E, d/t),
ou (E,d) est une algébre différentielle et (E/¢) une représentation de L avec en
outre la condition suivante:

13.2. pour tout élément x de L, dot(x) et t(x)od sont égaux.

Un morphisme d’une représentation différentielle (E, d/t) dans une re-
présentation (E',d’/t’) de la méme algébre de Lie est un morphisme f de E dans
E’, qui est un morphisme d’algébres différentielles de (E,d) dans (E',d’) et un
morphisme de représentations de (E/t) dans (E'/¢t).

On peut définir le produit tensoriel de deux représentations différentielles
d’une algébre de Lie, (E,d/t) et (E,d'/t). Cest le triplet (EQ E', d«d’/txt"). Le
cas particulier ot d et ¢ sont nuls permet de définir le produit tensoriel d’une
représentation différentielle et d’une algébre graduée anticommutative.

Une opération d’une algébre de Lie L est un quadruplet (E, d/t,7), ou (E, d)
est une algébre différentielle, # une loi qui & chaque x de L fait correspondre
une dérivation #(x) de E de degré O et ¢ une loi qui & chaque x de L fait cor-
respondre une antidérivation #(x) de E de degré — 1, avec les conditions sui-
vantes :

13.3. les lois t et i sont des homomorphismes de [Uespace vectoriel de L
dans Uespace vectoriel des homomorphismes de Uespace wvectoriel de E dans
lui-méme,

13.4. les dérivations t(x) et i(x)od + doi(x) sont égales,

13.5. la dérivation i(x)oi(x) est nulle,

13.6. les antidérivations i([x,y)) et i(x)ot(y) — t(y)oi(x) sont égales.

Remarquons que cette structure pourrait étre définie en n’utilisant que la
loi Z. Le triplet (E, d/t) est une représentation différentielle. Un morphisme d’une
opération de L (E, d/t,i) dans une opération de L (E',d’/t’,i’) est un morphisme
S de l'algébre différentielle (E, d) dans I’algébre différentielle (E', d’) tel que

13.7. les applications foi(x) et i'(x)o f soient égales.
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On peut définir le produit tensoriel de deux opérations de L, (E,d/t i) et
(E,d/t,i"): Cest le quadruplet (EQ E’ dxd'/t«t’,ixi"), ot (1% )Nx) et i(x)*i'(x)
sont égaux. Le cas particulier ou les applications d',t" et 7" sont nulles permet
de définir le produit tensoriel d’une opération et d’une algébre graduée an-
ticommutative.

Remarquons que, puisque le carré de i(x + y) est nul

13.8. lapplication i(x)oi(y) + i(y)oi(x) est nulle.

Soit (E, d/t,7) une opération de L. Les éléments de E annulés par toutes
les dérivations #(x), appelés invariants forment une sous-algébre de E, stable
par d:Iz. Les éléments de E annulés par toutes les antidérivations #(x) forment,
eux aussi, une sous-algébre Xz de E. Les éléments de l'intersection de Xz et
de I dits basiques, forment également une sous-algébre de E, stable par d: Bg.
Les injections de Bg dans Ix et de Ir dans E définissent deux homomorphismes
d’algébres graduées anticommutatives : H(Bg) — H(Izy) — H(E).

Remarquons encore que tout espace vectoriel gradué E, ou E” est nul si p
est strictement négatif, a une structure d’algébre graduée anticommutative, si on
définit la multiplication par I’égalité a-b = 0. Cette remarque permet de définir
sans autre les représentations, les représentations différentielles et les opérations
dans le cas vectoriel : chaque fois ’espace vectoriel doit étre muni de la mul-
tiplication triviale.

14. L’opération fondamentale. Dorénavant 1’algébre de Lie L sera toujours
de dimension finie. Considérons maintenant ’espace vectoriel de 'algébre de Lie
L gradué par légalité L = L'. L’algébre extérieure C(L) est l'algébre des
chaines de L. Soit x un élément de L, définissons les endomorphismes suivants
de lespace vectoriel de C(L) pour x,, &y, - -,x, appartenant a L:

iC(L)(x)(xl} Loy » "xn) =X /\ Xy /\ XIq /\ ... /\ Xy

tC(L)(x)(xh Zgye o 0 Tp) = Z TN N\ e Ajar N, ] A oo o Ay

1sjsn

dC(L)(xI’ Tgye o ’»xn) = Z (_1)j+k+1 [xi,xj] /\ X, /\ XIq /\- . -/\ let /\. .o

1Sj<k<n

Na; N Ny
L’homomorphisme #;; (x) est une dérivation de degré 0. Donnons & 1’espace
vectoriel de C(L) une nouvelle graduation: soit p la dimension de lespace
vectoriel de L et posons Cyu_m (L) = C™(L). Introduisons la multiplication triviale
sur ce nouvel espace vectoriel gradué, ou le produit de deux éléments est tou-
jours nul, dans ce cas (C(L), dew,/torytou) est une opération de L. Pour la
démonstration, je renvoie a la thése de Koszul (pages 10-13). Sauf exception, il
s’agira dorénavant pour C(L) de la premiére structure d’algébre graduée anti-
commutative.

Soit L* l’espace vectoriel dual de L, gradué par 1’égalité L*' = L¥*. L’algebre
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graduée anticommutative C(L¥) est 'algébre des cochaines de L appelée A(L).
Notons par <I*,/ > la fonction bilinéaire de dualité de L et de L* La fonction
définie par < ANLEN-- AN, LALA-.- ANl,> = déterminant ( <IF,
I, > ) est une fonction bilinéaire de dualité de A(L) et de C(L). On fait opérer
L sur A(L):(A(L), damy/tany, tawy) OO dawy, tawy, tauzy sont les homomorphismes
duaux de — dozy — tow), tewy. Je renvoie également a la thése de Koszul. (pages
10-13). Le lemme suivant y est aussi démontré.

LEMME 14.1. Si y,, ¥y, - -, yu sont les éléments d’'une base de U'algebre de
Lie L et vy, yse + -,y1, les éléments de la base duale de Uespace dual de L, alors

\ 1 4
daay est égal a 0} 2. e(y)otan(y;).

1=j=t

L’application e(y) d’'une algebre E est la multiplication a gauche dans E
par un élément y de E.

Voici pour terminer une notion trés importante; si (E, dg/ts i5) est une
opération de L, une connexion est un homomorphisme f de l'algébre graduée
anticommutative A(L) dans l'algébre graduée anticommutative E, tel que

14.2. les applications foisu(x) et is(x)of soient égales,
14.3. les applications fotauyx) et tix)of soient égales.

15. L’algebre de Weil. On peut se poser la question suivante: pour une
algébre de Lie L donnée, existe-t-il une opération avec une unité (W(L), dwu
/tway, twa) €t une connexion fy, telles que si (E, dg/ts ix) est une opération
avec une unité et avec une connexion f, il existe un et un seul morphisme g
de (W(L), dwwy/twey iww) dans (E, ds/ts is) pour lequel les applications gof, et
f soient égales? La réponse est affirmative (théoréme 15.11). Nous allons cons-
truire cette opération et ’étudier en détail.

Choisissons une fois pour toutes une base de L:y,,y,, -y, et appelons
Vi Yoy ¥i les éléments, de degré 1, de la base duale de l'espace dual L* de
L. D’autre part soit M* P'espace vectoriel gradué suivant: les espaces vectoriels
M* et L* sont égaux et M* est égal a M**. Puisque L* est un espace vectoriel
gradué impair et M* un espace vectoriel gradué pair, on peut considérer les
algébres graduées anticommutatives C(L*), X(M¥*) et C(L¥*) & X(M*). La pre-
miére nous est connue, il s’agit de I'algébre A(L). Nous poserons X(M*) = S(L)
et C(L*) @ X(M*) = W(L). L’algébre graduée anticommutative W(L) porte le
nom d’algébre de Weil. Remarquons que W(L) est engendrée par W°(L) iso-
morphe au corps de base, par W'(L) égal a A(L)& 1 et par 1 & S*(L) contenu
dans W2*(L).

Notons par abus de langage (W(L), dun)/taws, iau)) 'opération produit de
Popération (A(L), daw)/ taw,iaxy) et de l'algébre graduée anticommutative S(L).
Le lemme 14.1 donne la formule suivante :
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15.1. 2duay = . e(yr & D)oty (i)

1<k<l
Faisons usage du lemme 1.10 et appelons #y(x) pour x appartenant & L,
la seule dérivation de W(L) nulle sur A'(L) & 1 et définie de la maniére suivante
sur 1 & S*(L):
15.2. si x' est un élément de L*, alors tsuy(x)(1 @ ) = 1 @ tam(x)(X).

Voici d’autre part deux endomorphismes de W(L) pour la structure d’espace
vectoriel :

15.3. ds(L) = Z e(yl,c®1)°tS(L)(ylc)a

1sksi

154. hwg = Z tay(Yr)oe(l & yi).

1<k<l
Remarquons que Awgy est nul sur 1 &) S(L). On vérifie aisément que si x’ est
un élément de L¥, hwp(x’ @ 1) et 1 Q x” sont égaux. On peut donc écrire la
formule 15.2 sous une forme plus pratique:

15.5. sur A'(L), les applications tsuyx)ohwe, et hwayotaw(x) sont égales.

Les endomorphismes dyz, et hwu, sont des antidérivations de W(L). En effet si
a est un élément de W?(L) et b de W% L), nous avons d’une part les égalités
suivantes :

(e(yr @ 1)otsuy(yi))a-b)

=€ & 1)otsmW)@)b + astsay(yi)(b))

=(e(yr & Dotsy())@)b + (— 1)a~(e(yr & 1)otsu(vi))(b)
puisque a+«(vr @ 1) et (— 1)’(yx @ 1):a sont égaux et d’autre part les égalités
suivantes :

(Fa(Yi)oe(l ®y;c)) (a-b) = iA(L)(ylc) (e(1 ®y,'c)(a)-b)

=(law(e)oe1 @ y1) (a)b + (— 1)Pe(1 & yo) (@)iaar(i)(B)

=(taw(Yr)oe1 @ yo)a)b + (— 1Y a-(iau(ye)oe(l & y)b)
car 1 &) yi est homogéne de degré + 2 et i u(y;) est nul sur 1 & S(L).

Posons dA(L) + hW(L) + dS(L) = dW(L), tay + sy = tway €t iA(L) = iW(L).

THEOREME 15.6. Le quadruplet (W(L), dwuy/tway, iway) est une opération
de L.

En effet la formule 13.6 est vérifiée puisque les applications wuy()oLsuy(y)
et tsu(y)oiwa,(x) sont égales. D’autre part la formule 13.4 sera vérifiée si nous
démontrons les égalités suivantes :

15.7. iwa(x)ohway + hwayoiwa(x) = 0,
15.8. iwun(x)odsay + dsayoima(x) =tsa(x).
Appliquons le lemme 1.10. Ce sont des égalités de dérivations qu’il suffit de
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controler sur W°(L), sur W*(L) et sur 1 & S*(L).

Sur W(L), iwuy(x), hway, dsw)(x) et tsq(x) sont nuls. Puisque Ay, et iwe,(x)
sont nuls sur 1 &) S*(L), ’égalité 15.7 est satisfaite sur 1 &) S*(L). L’antidérivation
hway applique A(L) Q1 dans 1 & S* (L) et iwu(x) applique A(L)&Q 1 dans
W?L), I'égalité est par suite satisfaite sur A'(L) &) 1. Sur A(L) & 1, les applica-
tions dszy et tgy(x) sont nulles, 'égalité 15.8 est donc satisfaite sur A(L) &) 1.
I reste a démontrer que sur 1&) S*(L), les applications Zwwy(x)odsz) et tsum(x)
sont égales. Il suffit de remarquer que tsz)(x) est égale a la somme

2= iwa( @i & 1)tsey(yi)s

1<k<sl
puisque la somme > Zz(x)(Yi)y: est égale a z.
1=<ksl

Il faut encore démontrer que d*wy est nul; sur A(L) &1, d?wi est égal
a dwanyohway + hwayodary. Plus particuliérement, d?wy, est égal & dsgohw,
+ hwayods sur AN(L) Q1. Ainsi d’w ;) applique AY(L) & 1 dans A(L) & S*(L).
Par conséquent d?y(;) est nul sur A(L) & 1 si pour tout y de L,iwcr,(y)od?w s est
nul sur AL) ® 1. Mais iw)(y)o(dswyohwa + hwamodaw) est égal A tsuy(y)ohw s
— sy otway(Y)ohway — hwayoiwa(y)odas en vertu des formules 15.7 et 15.8 ou
encore & tsuyy)ohwey + dsnohwmeiva(Y) — hway otany(y) + hway °dany iwe(y)
c’est-a- dire a
Esar()ohway— hwayotam () + (dsarohwa + hwayodam)otw(y)-
Le premier terme est nul sur AY(L) & 1 d’aprés la formule 155 et le second
est nul sur A(L)Q 1, car iwy(y) applique A(L) Q1 dans W°(L). Ainsi dj(z)
est nul sur A'(L)& 1, donc sur A(L) & 1. Notons la formule suivante:

15.9. sur A(L)Q 1, Papplication dwmohway + hwaodaz est nulle.

Pour terminer la démonstration du théoréme, il faut encore démontrer que d®wz,
est nul sur 1 & S*L), autrement dit que d’wuyohwe est nul sur A(L) & 1.
Utilisons la formule 15.9. Sur A'(L) @ 1, cette applicaton est égale a —dw,)©
hwyodzy ou encore a hwyod?suy qui est nul.

Voici un lemme qui sera trés utile par la suite.

LEMME 15.10. Sur Iya,, la differentille dwq, est égale a — dauy + hway.

Pour le démontrer, il suffit de vérifier 1’égalité suivante qui resulte des
égalités 15.1 et 153:

2dus) + dsy = 2 e(yi @ Dotway(i)-

1=<k<l
Enfin voici le théoréme donnant la solution du probléme universel posé au
début de ce paragraphe. Notons que nous utiliserons la structure précise de
l'algébre W(L) et qu’il est important qu’elle soit presque finie.

THEOREME 15.11. Soit une opération avec unité de L, (E, ds/ts, ix). Toute
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connexion f de cette opération peut étre prolongée en un morphisme g( f) de
Lopération (W(L), dwuy/twa, twry) dans Uopération (E, ds/ts, is).

Utilisons le lemme 1.11 et définissons ¢(f) comme étant I'unique homo-
morphisme de W(L) dans E satisfaisant aux conditions suivantes: si a est un
élément de A(L), les éléments g(f) (a® 1) et fla) sont égaux et si b est un élément
de A'(L), les éléments g(f)(hway(b Q1)) et (— fodaw + deof)(b) sont égaux, ce
qui définit g(f) sur 1 &) S*(L). On peut donc écrire la formule suivante:

15.12. sur ANL)Q 1, les applications ¢(f)ohway et — 9f)odyr + deeg(f)

sont égales.

Démontrons 1'égalité de g(f)oiwr)(x) et de ix)oglf) pour tout = de L. En
vertu du lemme 1.10, le contréle sur ANL)&®1 et sur 1 &) S*(L) est suffisant.
Sur A(L)& 1, il s’agit de la propriété 14.3 de la connexion f. Sur 1 S*(L),
c’est-a-dire sur Awu(A(L) & 1), iwe(x) est nul et sur ANL) Q1 idx)eg(f)ohw w
est égal & — ifx)og(oduzy + idx)odrog(f), Cest-a-dire & — g(f)otwum(x)odazy
+ tdx)og(f) — dwidx)og(f) en vertu des formules 14.3 et 13.4, puisque d.q
applique A(L)& 1 dans A(L)® 1. Toujours sur A(L)Q 1, ceci est égal a
— 9 )otanf(x) + 9(f)odum oiwm(x) + tdx)og(f) — deog(f )oiwa, () ou encore a
(— deog(f)+ g(f)od .z eiwm(x) qui est nul sur A(L) Q1 car ¢(f)odau — deeg(f)
est nul sur W°(L). En effet d ) est nul sur W°(L) et dx(1) étant nul, deg(f)
est nul sur W°(L).

Il faut encore démontrer que ¢(f)edwa, et deog(f) sont égaux. Sur A(L)R]1,
la différentielle dw 5, est égale & d,z + hwy. Par conséquent sur A(L)& 1,
l'application g(f)odiuy — deeg(f) est égale & o f )odawy + 9(f)ohway — deog(f).
En vertu de la formule 15.12, ceci est nul sur A'(L) &) 1. Par conséquent, grice
au lemme 1.10, les applications ¢(f)odw, et deog( f) sont égales sur A(L) &1
et la formule 1512 est généralisée 3 A(L)& 1. D’autre part calculons sur
AYL) & 1 Vapplication ¢(f)odwmohwy — deog(f)ohwa). Elle y est égale a— g(f)
ohwmodas + A g( f )odrn d’aprés les égalités 159 et 15.12 ou encorc a 0 en
vertu de la formule 15.12 généralisée. Par conséquent ¢(f)odwuy et dwg(f) sont
égaux sur A(L)® 1 et sur 1 & S¥L),ils le sont encore sur W(L) d’aprés le
lemme 1.10. La démonstration est donc achevée.

16. Premier exemple d’opération. Un espace fibré principal F est une
variété indéfiniment différentiable, ol opére un groupe de Lie avec les propriétés
suivantes :

16.1. le groupe G est connexe,

16.2. Papplication (P,s)— Ps du produit de F et de G dans F est in-
définiment différentiable,

16.3. les points (Ps)t et P(st) sont identiques,

16.4. le groupe G est simplement transitif dans chaque classe d’équivalence,
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16.5. lespace de base est indéfiniment différentiable,

16.6. chaque point de la base posséde un voisinage ouvert V tel que 'image
réciproque de V dans F soit pour la structure induite de variété indéfiniment
différentiable isomorphe au produit des variétés V et G, la transformation
définie par un élément s de G étant la suivante: (v,g)s = (v, gs).

Appelons E l'algebre extérieure graduée anticommutative des formes dif-
férentielles a coefficients indéfiniment différentiables de 1’espace fibré F. Comme
pour toute variété indéfiniment différentiable, on sait faire opérer sur E ’algébre
de Lie des champs de vecteurs tangents a coefficients indéfiniment différentiables
de F. La différentielle est alors la différentiation extérieure.

On peut plonger l'algébre de Lie L de G (champs de vecteurs tangents de
G invariants a gauche) dans l'algébre de Lie des champs de vecteurs tangents
de F. Cette injection permet de faire opérer L sur E. L’injection mentionnée
ci-dessus se fait de la maniére suivante: on le fait en premier lieu sur les ima-
ges réciproques des ouverts V rencontrés sous le chiffre 16.6 en utilisant 1’iso-
morphisme de celles-ci avec les produits V' x G. Puis il faut vérifier que si U
et V sont deux ouverts dont intersection n’est pas vide, les résultats concordent
sur Iimage réciproque de lintersection de U et de V. Cette image réciproque
est isomorphe 4 (U N V) X G de deux maniéres une fois par l'intermédiaire de
U, une autre fois par l'intermédiaire de V. L’isomorphisme de (U N V) X G sur
lui-méme étant compatible avec ’opération du groupe G est alors de la forme
suivante : (v, g) — (v, ag), a étant un élément de G ne dépendant que de wv.
Puisque les champs de vecteurs tangents de L sont invariants 4 gauche, un
isomorphisme de cette espéce laisse invariante linjection de L dans l’algébre
de Lie des champs de vecteurs tangents de (U N V) x G.

Les éléments de Iz sont les éléments de E invariants par G et les éléments
de Bz correspondent aux formes différentielles de la base. On le vérifie grice
4 la condition 16.6 sur des morceaux isomorphes a V X G, qui raménent le
probléme au cas ou F est égal & G. La supposition G connexe est indispensable.
Notons le théoréme suivant :

THEOREME 16.7. L'opération (E, dg/tr, is) d'un espace fibré principal pos-

séde au moins une connexion.

Voir la conférence d’Ehresmann au colloque de topologie algébrique de
Bruxelles en 1950. '
Cet exemple sera désigné dorénavant par: 'exemple des fibrés principaux.

17. Deuxiéme exemple d’operation. Soit L une sous-algébre de Lie d’une
algébre de Lie L'. Pour distinguer L" de L, on utilisera le signe’ pour désigner
ce qui se rapporte & L': représentations, représentations différentielles, opé-
rations. Remarquons que si (E, dz/tz iz) est une opération de L', alors
(E, ds/tr, is), OU tx et iz sont les restricions 4 L de tx et de iz est une
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opération de L. On a un résultat analogue pour les représentations dif-
férentielles ou non. L’opération constituant ce deuxiéme exemple est (A(L"),
daan/tawy, tawy) de lalgébre de Lie L.

THEOREME 17.1. Lopération (A(L'), dicrn/tar tax») posséde au moins
une connexion si et seulement si Uespace vectoriel de L a un supplémentaire N
dans L' tel que [L, N) soit contenu dans N.

En effet donner une connexion de cette opération est équivalent a donner
un homomorphisme % de ’espace vectoriel de L’ dans l’espace vectoriel de L
tel que, si x est un élément de L et y, un élément de L', k(x) soit égal a x
et [z, k()] & k([z,y]), autrement dit un supplémentaire N de L dans L’ tel
que [L, N] soit contenu dans N.

Cet exemple sera désigné dorénavant par: '’exemple des sous-algébres de
Lie.

Chapitre 4. Algébres de Lie reductives.

18. Les deux problémes fondamentaux. Soit une opération (E, dx/tr,ix) de
l’algébre de Lie L avec une unité et une connexion f'; le premier probléme consiste
en la détermination de l’algébre de cohomologie H(E) a partir de 'algébre By,
de l'algebre de Lie L et de la connexion f. Le deuxiéme probléme consiste en
la détermination de ’espace vectoriel de cohomologie H(By) a partir de I'algébre
H(E), de l'algébre de Lie L et de quelquechose de plus qui ne sera pas exp-
licité en général, sauf dans le deuxiéme exemple décrit ci-dessus.

En fait ce n’est pas I'algébre H(E) qui est utilisée, mais l'algébre H(Iz).
Dans les exemples qui seront traités, ces deux algébres seront isomorphes. De
toute fa on, il nous faudra imposer a l’algébre de Lie L des hypothéses de
réductivité. La fin de ce chapitre sera consacrée a cette notion. Remarquons
encore que la solution des deux problémes exige ’emploi de la théorie de
Hirsch-Koszul. La théorie des X-algébres U-graduées n’est utilisée que pour
obtenir des résultats plus précis dans la solution du deuxiéme probléme pour
le deuxiéme exemple.

19. Représentations semi-simples. Rappelons quelques définitions classiques.
Une représentation non nulle d’une algébre de Lie est dite simple, si les seuls
sous-espaces stables de l'espace vectoriel de la représentation sont 0 ou l’espace
tout entier. Une représentation est dite semi-simple, si I'espace de représentation
est somme directe de sous-espaces stables simples, par conséquent si chaque
sous-espace stable de I'espace de la représentation a un supplémentaire stable.
Si (E/t) est une représentation de L, posons #LXE) égal & Kp Voici un
premier lemme que nous utiliserons souvent sans nous y reporter.

LEMME 19.1. Soit (E/t) une représentation semi-simple d'une algébre de
Lie L. L'espace vectoriel E est somme directe des sous-espaces stables Iz et K.
Lespace K est égal a (LXKz). Si F est un sous-espace stable de E, Ir est égal
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a lUintersection de F et de Iy et Kr a celle de F et de Kz et la représentation
(F/t) est semi-simple. Enfin s’il s'agit d'une représentation différentielle (E, d/t),
Iz et Kz sont stables par d et H(E) est somme directe de H(Iz) et de H(Kz).

Puisque la représentation est semi-simple, 1’espace vectoriel E est somme
directe de sous-espaces stables simples E;. Grice a cette décomposition, on
démontre tous les résultats, en particulier parce que lintersection de F et de
E; étant stable est égale 4 0 ou 4 E;. Voici un autre lemme élémentaire.

LEMME 19.2. Soient deux représentations (E/tz) et (F/tr). La représentation
produit (E & F/twtr) jouit de la propriété suivante:linjection de IrQ Ir dans
EQ F est un isomorphisme de Ix & Ir sur Irztr. Dans le cas d’une représentation
différentielle (E, d/tr), il en découle pour la représentation différentielle produit
(EQF, d@ 1/twtr) un isomorphisme de H(lg) Q Ir sur H(Irgry).

Voici un autre lemme fondamental.

LEMME 19.3 Soit (E, d/t;i) une opération. Si la représentation (E/t) est
semi-simple, on déduit de Uinjection de Iz dans E un isomorphisme de H(Ig)
sur H(E).

Nous savons d’aprés le lemme 19.1 que H(E) est somme directe de H(Iz)
et de H(Kz); démontrons que H(K3z) est nul. Appelons Z le sous-espace des
cocycles de E. Il est stable en vertu de la formule 13.2. L’intersection de Z et
de Kz est donc égale & Kz qui est contenu dans (doi(L)XZ) en vertu de la
formule 13.4. Tout cocycle de Kz est donc un cobord de E. L’homomorphisme
de H(Ky) dans H(E),qui est un monomorphisme est donc nul. L’espace H(K3)
est donc nul, ce qu’il fallait démontrer.

Voici le théoréme fondamental de ce paragraphe.

THEOREME 19.4. Soient une représentation différentielle (E,d/tg) et une
représentation semi-simple presque finie (F/tr). On considére la représentation
différentelle produit (EQ F, dQ 1¢:.xtr). Si ’homomorphisme canonique de H(Ig)
dans H(E) est un épimorphisme et si celui de Hlggr) dans HHEQ F) est un
monomor phisme, alors Uinjection de I & Q) Ir dans Iy g r définit un isomor phisme

de H(IE)® IF Sur H(IE@F)'

Puisque ’homomorphisme de H(Iz) &) Ir dans H(Irsrr) est un isomorphisme
d’aprés le lemme 19.2 et que H(Izgr) est somme directe de H(Izarr) et de
H(Iesxr) d’aprés le lemme 19.1, démontrons simplement que H(Ipgxy) est
nul. L’homomorphisme de H(Izgx,) dans H(E & Kr) est un monomorphisme.
Démontrons que cet homomorphisme est aussi nul, ce qui achéverait la démo-
nstration.

Rempla .ons maintenant K par F en supposant Ir nul. D’autre part le
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calcul de H'(Irgr) n’utilise qu'un nombre fini de sous-espaces F*. Nous pou-
vons donc supposer sans autre que F' a une dimension finie.

Soient fi, fo+ « »fm les éléments d’'une base homogéne de F et x,, xy,: - -2,
les éléments d’une base de lalgébre de Lie L. Utilisons ces bases pour écrire
la loi t». Pour j compris entre 1 et / et 2 entre 1 et m:

19.5. tp(x,)(fh)-—— Z ahk,fk-

1<k<sm
Considérons la matrice (a",), le premier indice étant h, le deuxieéme le couple
(k, 7). Puisque Ir est nul, cette matrice est de rang maximum m. Il existe donc
une matrice (¢i’) dont le produit avec la matrice (a";,) est la matrice unité.

Autrement dit D c*pa’, =0 si g et & sont différents

Isk<m,1<jst

=1 si g et h sont égaux.

Soit v un élément de I g . On peut I’écrire sous la forme suivante > €,&f;.

1sh=m
Puisque les (¢x%trXx;Xy) sont nuls et que les f;, forment une base de F, on a
les égalités suivantes pour tout j; compris entre 1 et / et tout £ compris entre
letm

19.6. tE(xj)(ek) + Z ak,eh =0

1shsm

d’ot1 1l découle

197. e, + 2. citdx;Xe) = 0.
1k<mi1<gst
Si y est un cocycle de EQ F, les e, sont des cocycles de E. Grace a Dépi-
morphisme de H(Ig), sur H(E), on peut écrire e, sous la forme suivante p, +
d(q,), p» étant un élément de Ir et g, de E; les égalités 19.7 prennent donc la

forme suivante :

198. e, + d( S bz, (qk)> —0.

sksmilSy<t
Ainsi les e, sont des cobords de E, par conséquent y est un cobord de EQ F.
Puisque tout cocycle de Izgr est un cobord de EQ& F, ’homomorphisme de
H(Iz ) dans H(E Q) F) est nul, ce qu’il fallait démontrer.

20. Algebres de Lie réductives. Une algébre de Lie est dite semi-simple,
si toute représentation de cette algébre dans un espace vectoriel de dimension
finie est semi-simple, autrement dit si toute représentation de cette algébre dans
un espace vectoriel gradué presque fini est semi-simple. Une algébre de Lie est
dite réductive, si elle est somme directe d’une algébre de Lie semi-simple et
d’une algébre de Lie abélienne — qui est le centre de 1’algébre de Lie réductive —.
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Rappelons un résultat connu: une algébre de Lie est réductive si et seulement
si la représentation (C(L)/t¢,) est semi-simple.

Une représentation (E/ t) d’'une algébre de Lie est dite décentrée, si pour
tout élément x du centre de L, les dérivations #(x) sont nulles. Les représen-
tations (C(L)/ tew)), (A(L)/ tary) et (W(L)/ tw,) sont décentrées. Voici un lemme

trivial.

LEMME 20.1. Toute représentation presque finie décentrée d'une algébre
de Lie réductive est semi-simple.

Dans toutes les applications sauf une, nous utiliserons le théoréme 19.4
sous la forme suivante:

THEOREME 20.2. Soient L une algébre de Lie réductive, (Ed/ tg, i) une
opération presque finie de L et (F/ tr) une représentation presque finie de L.
Supposons en outre qu'une des deux représentations (E/ tg) et (F/tr) est dé-
centrée. Dans ce cas I’homomorphisme canonique de H(Iz)Q Ir dans H(Izxgr)
est un isomorphisme.

Soit M le centre de L. Si (F/ tr) est décentrée, appelons E* le sous-espace
homogeéne de E des éléments annulés par tous les z4(x), x appartenant a M.
L’espace E* est stable pour d, ¢z et i. Par restriction, on obtient une nouvelle
opération (E*, d/ tg, 7) qui est décentrée. D’une part Ir et I sont égaux, d’autre
part Ipgr et Ig.gr sont égaux. On le démontre 4 ’aide d’une base de F, la
représentation (F/ tr) étant décentrée. Il suffit donc de démontrer le théoréme
pour E* et F. On peut faire une réduction analogue si (F/ tr) n’est pas déc-
entrée. Il nous reste donc a démontrer le théoréme dans le cas ou les deux
représentations sont décentrées, autrement dit dans le cas ou L est semi-simple.

Supposons donc L semi-simple. L’espace vectoriel gradué E & F est presque
fini. Les représentations (E/tz) et (EQ F/ t;*tr) sont semi-simples par con-
séquent. Le lemme 19.3 démontre que I’homomorphisme canonique de H(Ix)
dans H(E) est un épimorphisme et le lemme 19.1 que I’homomorphisme ca-
nonique de H(I;gr) dans H(E @ F) est un monomorphisme. On conclut en ap-
pliquant le théoréme 19.4. Remarquons que la démonstration se fait tout aussi
facilement sans utiliser ce théoréme.

Soit L une algébre de Lie réductive. Considérons le quadruplet (C(L),
dowy/ towy towy) et Vopération (A(L), dus/ tam, iazy) Rappelons qu’on peut
donner a l’espace vectoriel de C(L) une autre graduation et une structure d’al-
gébre triviale de fagon & obtenir une opération. Ces deux opérations sont dé-
centrées, on peut donc appliquer le lemme 19.3. D’autre part la différentielle d
est toujours nulle sur Iy, (lemme 14.1). Par conséquent d sz applique A(L)
dans K4, qui est orthogonal a Iy Autrement dit dpgy est nul sur Iy,.
Nous avons donc démontré le théoréme suivant.

THEOREME 20.3. Si L est une algeébre de Lie réductive, day, est nul sur
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Ly, et douy est nul sur Iy, L'homomorphisme canonique de 1, dans H(A(L))
est un isomorphisme d’algébres graduées et I’homomorphisme canonique de Iy,
dans H(C(L)), un isomorphisme d’espaces vectoriels gradués.

Un élément primitif est un élément de I, orthogonal a Ifg A Iiw et
a I}y. La structure de Iy, est connue (thése de Koszul, page 29). Désignons
par P(L) le sous-espace des éléments primitifs de L.

THEOREME 20.4. Si L est une algébre de Lie réductive, I'injection de Ues-
pace vectoriel gradué impair des éléments primitifs de Lyzy noté P(L) dans 1, 1y
peut étre prolongée en un isomorphisme de lalgébre extérieure graduée

C(P(L)) sur L.

21. La réductivité dans les deux exemples. En ce qui concerne le premier
exemple, celui des fibrés principaux, il faut indiquer les deux théorémes suivants.

THEOREME 21.1. L’algébre de Lie d'un groupe compact est réductive.

THEOREME 21.2. Si G est un groupe de Lie compact, pour tout espace
Jibré principal on G opére, les algébres graduées H(Ir) et H(E) sont isomor phes.

Voir le théoréme 2.3 de Cohomology theory of Lie groups and Lie alge-
bras de Chevalley-Eilenberg dans les Transactions of the American Mathema-
tical Society 1948.

En ce qui concerne le deuxiéme exemple, celui des sous-algébres de Lie, il
faut introduire une nouvelle définition. Une sous-algébre de Lie L d’une algébre de
Lie L’ est dite réductive dans L', si la représentation (A(L")/ t4z) est semi-simple
ou autrement dit si la représentation (C(L")/ t¢y) est semi-simple. Remarquons
que l'algebre de Lie L est alors réductive. On peut appliquer le théoréme 17.1.

THEOREME 21.3. Si L est une sous-algébre de I'algébre de Lie L' qui vy
est réductive, Uopération de L(A(L"), dizy/ taz taw») posséde aw moins une
connexion.

D’autre part puisque la représentation (A(L")/ tau») de L est semi-simple,
on peut appliquer le lemme 19.3:

THEOREME 21.4. Si L est une sous-algébre de Lie de 'algébre de Lie L',
qui vy est réductive, les algébres graduées H(L,y) et H(A(L')) sont isomorphes.

Il faut encore mentionner deux théorémes qui donnent au deuxiéme exemple
des applications topologiques.

THEOREME 21.5. Toute sous-algébre de Lie de l'algébre de Lie dun
groupe de Lie compact, vy est réductive.

Voir le théoréme 9.1 de la thése de Koszul.

THEOREME 21.6. Soit G un sous-groupe fermé et connexe d'un groupe
de Lie G° compact et connexe. Appelons L Ualgébre de Lie de G et L' celle
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de G'. Alors lalgebre de cohomologie réelle de lespace homogéne G’/ G est
isomorphe & celle de lalgébre des éléments basiques Buy, de lopération
(ALY, daw/ taz taa)) de L.

Voir le théoréme 22.1 de l'article de Chevalley-Eilenberg mentionné ci-des-
sus.

Chapitre 5. Le premier probléme.

Il s’agit de calculer H(I) pour une opération de L, (E,d/t,7) avec unité,
4 partir de l'algébre Bg, de l'algébre de Lie L et d’'une connexion f.

22. Un lemme fondamental. D’aprés la formule 13.8, il est possible de
définir des applications Z non seulement pour tout élément x de L, mais encore
pour tout élément de C(L): si ¢ est I'élément x; A x; A - -+ A x,, on pose #(c)
égal 4 «(x,)oi(xy)o. - .0i(x,). Lapplication #(1) est égale a lidentité. Il nous faut
généraliser la formule 13.4.

LEMME 22.1. Soient (E,d/t,i) une opération de L et un élément ¢ =
3 ANy Ae -« N\ x, de Palgébre C(L). Alors les applications suivantes de E dans
E sont égales :

(— ].)"i(C)O d"“ doi(C) —_ i(do(z) (C))
2 (= 1PHa)oilay As A ees Ady N v A )

1=isn

2 (Yl Ao A ve s Ny A - e A xp)ot(zy)
15150
Démontrons, par exemple, I'égalité des deux premiéres applications, par
induction sur le degré n de c. Pour n égal a 1, il s’agit simplement de I’égalité
de i(x)ed + dei(x) et de t(x). Faisons le passage de » & n + 1, autrement dit

passons de ¢ & ¢ A Zn+y, Vapplication > (— 1Yt(ax;)oi(xy A xa Av o A &5 A--

Isj<n+1

o« A\ Zn+1) est égale & application

Z (— 1)jt(xj)°i(x1 ANxy Ao e NZ; A ee e A Z,)oU(ZLps1)

15550
+(— l)n“t(xnﬂ)i(xl N Zs N\ ov e N )
D’aprés ’hypothése inductive, cette application est égale a
(= 1yic)edoi(y) — dodle \ Zpsr)— Wdo@(€) N\ Zpsr) + (— 1) Hxye1)od(c),
c’est-a-dire en vertu de la formule 13.4 a
(= 1y"*"ile N\ Zpir)od — doi(c N\ 2ni1) — {de@(€) N Znir)
+(— 1" 'Uxp41)ei(c) + (— 1)"(e)ot(xns1)

1l reste donc a démontrer que l’application
- i(do‘(L)(C) N Zpiy) + (= 1 (x4 )0d(c) + (— 1)"i(c)ot (Ln+1)
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est égale a lapplication — #(dp@yc A Zn+,)). Autrement dit il faut démontrer que
les applications suivantes sont égales :

Z i(xl/\x2 ANEERVAY K-y xj] AR ‘/\xn) et — i(C)ot(an)“‘t(xnn)oi(c)-

1<j<n

Il nous faut donc démontrer le lemme suivant pour achever la démonstration :

LEMME 22.2. Soient une opération (E,d/t,i) de L, un élément ¢ de C(L)
et un élément x de L. Alors les applications suivantes de E dans E sont
égales. t(x)oi(c) — ic)ot(x) et i(tpm(xXC)).

La démonstration se fait & nouveau pour des éléments ¢ égaux a x; A x,
A «++« A z, par induction sur n. Pour n = 0, le résultat est trivial. Faisons le
passage de n a n + 1, autrement dit passons de ¢ a ¢ A x,+;. L’application
{(toa(xXc N\ Zn+:)) est égale a lapplication #(te(xXc))oi(xpr1) + #c)ei(tem(x)
(Zn+1)). D’aprés hypothése inductive, cette application est égale a t(x)oi(c A Xp+1)
— de)ot(x)ot(xyy1) + Uc)oi([x, Zp+1]), Cest-a-dire en vertu de la formule 13.6 a
Hx)oi(c N\ Zpe1) — e A\ Zpeq)0t(x) ce qu’il fallait démontrer.

LEMME 22.3. Soient (E,dg/ tr,ir) une opération de Ualgébre de Lie L, f
une connexion de cette opération et ¢ un élément de C"(L). Alors les applications

suivantes sont égales: (— 1iec)o(dpof — fodm) et (drof — fodar )oiaumyC).

C’est une conséquence immédiate du lemme 22.1 appliqué aux deux opé-
rations (E, dz/tr, i) et (A(L), dan/taw, taz)

23. Filtration de T'algébre graduée I;. Soit une opération (FE,d/t,i) de
I'algébre de Lie L. Appelons R, le sous-espace homogene de Ir défini de la
maniére suivante: si q est strictement inférieur a p, l'intersection R} de R, et
de I} est nulle et si ¢ est supérieur ou égal & p, cette intersection est égale au
sous-espace de Ir des éléments de degré g appartenant aux noyaux de tous les
homomorphismes #(c), ou ¢ est un élément de C*~?*'(L). Appelons R la suite
décroissante de sous-espaces de Izp: R, DR, D...DR,D....

THEOREME 23.1. Le triplet (I, d,R) est une algeébre différentielle filtrée,
dont Ualgeébre B est égale a- Bk.

Reportons-nous au paragraphe 2. Puisque Iz' est nul, ’espace R, est égal a
E. D’autre part, il est immédiat que le produit R,R, est contenu dans R,.,.
Enfin la différentielle d applique R, dans R,. En effet soient ¢ un élément de
R} et ¢ un élément de C?~?*¥(L). Il faut démontrer que #(cXd(e)) est nul. Le
lemme 22.1 en donne la preuve, puisque dyfc) est un élément de C*—7"'(L).

Par ailleurs, pour tout p, espace Rb est égal a Bj, que la différentielle
applique dans BP3' donc dans R,.;. Par conséquent les espaces B’ et B} sont
égaux, ce qui achéve la démonstration du théoréme.

Supposons qu’il existe une connexion f de l'opération et que l’algeébre de
Lie L est réductive. Une connexion est toujours un monomorphisme; la con-
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nexion f induit donc un monomorphisme de I,z dans Ir. L’application dof
applique I, dans R,. En effet si « est un élément de I%; et ¢, un élément
de C*!(L), il faut démontrer que i(cXd,f(x)) est nul. Cela découle du lemme
22.3: en effet 7 z(cXx) est nul et dyz(x) est nul (lemme 14.1). Autrement dit, la
connexion f applique Iz dans Z,. On peut prolonger cet homomorphisme par
I’application @,. On obtient un homomorphisme de I,y dans K, D’autre part
on connait un homomorphisme naturel de B égal a Br dans K. Il en découle un
homomorphime de ’algébre graduée anticommutative I, & Br dans l'algébre
graduée anticommutative K c’est [’homomorphisme fondamental du premier
probléme.

THEOREME 23.2. L’homomorphisme fondamental du premier probléme
est indépendant de la connexion choisie.

1l suffit de démontrer que, si f et f sont deux connexions, ’homomorphisme
f — f applique I,y dans R,. Soit ¢ un élément de C*%(L), il faut donc dé-
montrer que #cXf — f) applique I5z, sur 0, autrement dit que (f — f) Za@(c)
applique 4z sur 0 ou encore que (f — f') applique Iz sur O, ce qui est bien
le cas.

THEOREME 23.3. L’homomorphisme fondamental du premier probléme
est un monomor phisme.

Appelons f I’homomorphisme de A(L)& Br dans E du 4 ’homomorphisme
f de A(L) dans E et a l'injection de Br dans E. Les applications fo(iz(c) 1)
et #(c)of sont égales pour tout élément ¢ de C(L). L’homomorphisme fondamental
est un monomorphisme si et seulement si pour tout p et tout n lintersection
de I'image inverse par f de D";" et de I%; & B% est nulle. Soit £ un élément
de cette intersection. Cet élément est nul si et seulement si (Z4z)(c) & 1Xx) est
nul pour tout ¢ de C*(L) ou encore puisque I’homomorphisme de Bz dans E
est un monomorphisme, si et seulement si fo(z,z(c) & 1) (x) est nul, c’est-a-dire
si et seulement si i(c)of(x) est nul. Puisque l'algébre de Lie L est réductive,
les espaces Iy et Iy(n sont en dualité. On peut donc supposer que c¢ appartient
a I};,. D’autre part f(x) appartient & D”;". Pour achever la démonstration, il
suffit donc de démontrer le résultat suivant: si y est un élément de degré
p+nde dR, ou de R,:, et si ¢ est un élément de degré n de Ir(, alors i(cXy)
est nul. Si y appartient & R,,, c’est immédiat et si y appartient 4 dR,, il faut
faire usage du lemme 22.1: y = d(2). En vertu du théoréme 20.3, d;;(c) est
nul; d’autre part 2 est un élément de Ir; par conséquent #(cXd(z)) est égal a
(— 1y d(i(cXz)). Mais 1’élément #(cXz) est nul, d’ot le résultat.

Utilisons la structure de I,y donnée par le théoréme 20.4. Nous voulons
démontrer que les éléments de f{P(L)) de Ir sont transgressifs. Il faut faire
usage des propriétés d’opération universelle de lopération (W(L), dww/ tww),
iwy) décrites au début du paragraphe 15 ou dans le théoréme 15.11. L’homo-
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morphisme ¢(f) respecte les filtrations Rw;, et R et applique By isomorphe
a Iy dans By Par conséquent, il suffit de démontrer que les éléments de
S(P(L)) égal a P(L)Q 1 de Iy sont transgressifs. Par ce procédé on obtient
une transgression de P(L) dans By qui est égal au composé d’une transgression
de P(L) dans By iy et de ’homomorphisme de By, dans Br dt a ¢(f) La
démonstration de transgression de l'algébre différentielle filtrée (Iwn, dw
Rwzy) sera donnée dans le paragraphe 25.

THEOREME 23.4. Si I’homomorphisme fondamental du premier probléme
pour Uopération unitaire (E,d/t,i1) d'une algébre de Lie réductive, avec une
connexion f est un épimorphisme, alors Ualgébre différentielle filtrée (Is,d,R)
est une algébre de Chevalley. L’'algébre graduée de cohomologie H(Ir) est iso-
morphe a Ualgébre graduée de cohomologie H(1,;y ® Br,dx), la différentielle
dx est égale a 1 Qd sur 1 Q Br et est égale sur PXL)Q 1 a ’homomorphisme
composé de la projection de P(LYQ 1 sur P(L), d’une transgression de P(L)
dans Isg) de Ualgébre de Weil, de ’homomorphisme de Isy, dans Be du a la
connexion f et de l'injection de By dans Lz & Bs.

24. Application aux deux exemples. Nous allons démontrer la propriété
d’épimorphisme de ’homomorphisme fondamental du premier probléme pour les
deux exemples décrits ci-dessus (paragraphes 16 et 17).

THEOREME 24.1. Dans Uexemple des fibrés principaux a groupe compact,
Uhomomorphisme fondamental du premier probléme est toujours un épimor-
Phisme.

Aprés un rapide coup d’oeil aux théorémes 16.7 et 21.1, voici la dé-
monstration. Soit donc F'un espace fibré principal. Si U est un ouvert de la base
de F, louvert de F au-dessus de U a une structure induite de fibré principal:
KU). Par restriction, une connexion de F donne une connexion de F{U). D’autre
part si U est un ouvert contenu dans un ouvert U’ de la base, on obtient un
homomorphisme naturel de K(U’) dans K(U). En utilisant la connexion f de
F et ses restrictions f{U), on voit immédiatement que les homomorphismes
fondamentaux définissent un homomorphisme du préfaisceau I, & B {U) dans
le préfaisceau K(U). D’aprés le théoréme 23.3, il s’agit d’un monomorphisme de
préfaisceaux. D’autre part le préfaisceau Iz & Bi(U) est un faisceau. Enfin
cet homomorphisme de préfaisceaux détermine un homomorphisme du faisceau
Lz & By(U) dans le faisceau du préfaisceau K(U). Puisque I’'homomorphisme
fondamental est indépendant de la connexion choisie et que lespace fibré est
localement trivial, cet homomorphisme de faisceaux est un isomorphisme. Un
monomorphisme de préfaisceaux d'un faisceau dans un préfaisceau, qui induit
un isomorphisme de faisceaux est toujours un isomorphisme de préfaisceaux.
Par conséquent les homomorphismes fondamentaux de I,u & B«U) dans
K(U) sont des isomorphismes ; en particulier, ’homomorphisme fondamental de
I,y @ By dans K est un isomorphisme.
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Avant de passer au deuxiéme exemple,je vais démontrer quelques lemmes et
théorémes généraux. Soit (FE, d/t,7) une opération de ’algébre de Lie L avec une
connexion et soient x,, Z,- - -,x; les éléments d’'une base de L et xi, x,,. - -, x; les
éléments de la base duale de l'espace vectoriel dual de L. Voici un lemme,
dont la démonstration est immédiate :

LEMME 24.2. L’homomorphisme d — ) e(f{x)))t(x;) applique Xr dans

1=j=l

Xz

La connexion f et l'injection de Xy dans E déterminent un homomorphisme
s(f) de A(L)& Xr dans E. On démontre immédiatement le lemme suivant:

LEMME 24.3. L’homomorphisme s(f) est un homomorphisme de la repré-
sentation (A(L) Q@ Xr/ tawyxt) dans la représentation (E/t). Les applications
ic)os(f) et s(f)o(Gam(c) Q1) sont toujours égales. Par conséquent, s( f) est un
monomorphisme qui applique, pour tout p, Liz Q X% dans R,.

Enfin voici un dernier lemme :

LEMME 24.4. Pour tout p, ’homomorphisme s(f)(dsm @ 1)+ dos(f) ap-
plique L, @ X% dans R, ..

En vertu du lemme 24.2 on peut remplacer d par . e(f(x;))-#(x;). La con-

1=ist

clusion est alors immédiate (voir le lemme 15.10).

Nous pouvons démontrer le théoréme suivant:

THEOREME 24.5. Soit une opération (E, d/t, i) d'une algébre de Lie
réductive L avec une connexion. Si I'algébre graduée E est presque finie et si
la série de Poincaré de E est égale au produit des séries de Poincaré de A(L)
et de Xz, alors Uhomomorphisme fondamental du premier probléme est un
épimor phisme.

Puisque ’homomorphisme s( f) est un monomorphisme et que la série de
Poincaré de E est égale au produit de celles de A(L) et de Xr, ’homorphisme

s(f) est un isomorphisme. L’image réciproque de R, est alors I'idéal >_ I,z & X5%.
a=p
L’algébre T (avec la graduation supérieure) est isomorphe a l’algébre graduée

Ly o x. D'aprés le lemme 24.4, la différentielle dr de T correspond a la
différentielle — d;) @ 1 de L5 x5 L'algébre graduée K (avec la graduation
supérieure) est isomorphe & l'algébre graduée H(I ¢ xm dam & 1). Appliquons
le théoréme 20.2, en remarquant d’une part que la différentielle d,y est nulle
sur Iy, d’autre part que les éléments invariants de Xr sont les éléments ba-
siques de E. Puisque lalgébre de Lie L est réductive, l'algébre H(l,u) 5 xg»
daizy @ 1) est isomorphe a l'algébre I, & Bs.

" Les séries de Poincaré de K et de L, & Br sont égales et ’homomorphisme
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fondawmental est un monomorphisme. Par conséquent, cet homomorphisme est
aussi un épimorphisme, ce que nous voulions démontrer.

Aprés un rapide coup d’ceil au théoréme 21.3, nous allons pouvoir dé-
montrer le théoréme suivant.

THEOREME 24.6. Dans Uexemple des sous-algébres de Lie, si la sous-
algébre L est réductive dans ’algébre de Lie L', ’homomorphisme fondamental
du premier probléme est toujours un épimorphisme.

D’apreés le théoreme 24.5, il suffit de démontrer que la dimension de A(L")
est la somme de celles de A(L) et de X,;,. En prenant un supplémentaire N
du sous-espace vectoriel L de L', on constate immédiatement que I'algébre X,
est isomorphe a l'algébre extérieure C(N). Soient /' et I les dimensions de L’ et
de L. Les dimensions de A(L’), de A(L) et de X, sont alors respectivement
2, 2t et 2V7%, ce qui démontre le théoréme.

Pour pouvoir appliquer la théorie des X-algébres U-graduées il faut que la
différentielle d4¢- soit nulle sur Byy. Voici une réponse a cette question.

THEOREME 24.7. Dans Uexemple des sous-algebres de Lie, la différentielle
dawy est nulle sur Big, si Uespace vectoriel de L posséde dans Uespace vectoriel
de L' supplémentaire N tel que [N,N] soit contenu dans L.

En effet, espace B,y est orthogonal a ’espace somme de I'idéal engendré
par L dans C(L') et de lespace tyz,(LXC(L")). Il suffit donc de démontrer que la
différentielle dy(, applique C(L) dans ce sous-espace de C(L’). Mais l’espace
vectoriel C(L") est la somme de I'idéal de C(L") engendré par L et de la sous-
algeébre de C(L') engendrée par N. Dans tous les cas, la différentielle dg
envoie cet idéal dans I'espace somme de cet idéal et de #: ., (LXC(L")). Il suffit donc
de démontrer que la différentielle dy, applique la sous-algébre de C(L’) en-
gendrée par N dans idéal de C(L") engendré par L. Ceci a lieu si et seulement
si 'espace vectoriel [IN,N] est contenu dans L. Le théoréme est donc démontré.

A ce propos, il est peut-étre bon de rappeler un théoréme concernant les
applications topologiques du théoréme 24.7.

THEOREME 24.8. Soient G' un groupe de Lie et G un sous-groupe fermé
de G'. Appelons L' et L les algébres de Lie des groupes G' et G. Si [lespace
homogeéne G'/ G est symétrique, alors Uespace wvectoriel de L posséde dans
Despace vectoriel de L' un supplémentaire N tel que [N, N| soit contenu dans L.

Pour la définition d’espace homogéne symétrique et pour la démonstration,
voir l'article de E. Cartan dans les Annales de la Société Polonaise de Ma-
thématique, volume 8,1929: sur les invariants intégraux de certains espaces
homogénes clos.

Indiquons pour terminer une autre application du théoréme 24.5.

LEMME 24.9. L’homomorphisme fondamental du premier probléme pour
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DUopération de Weil (W(L), dwwy/ twwy, iww) dune algébre de Lie réductive L
est un épimorphisme.

En effet I'algébre W(L) est égale & I'algébre A(L) & S(L) et l'algébre Xz
est égale a la sous-algébre 1 &) S(L). Par conséquent la condition du théoréme
24.5 est bien satisfaite, ce qui démontre le lemme.

25. Algébre de Weil et transgression. Il s’agit de démontrer le résultat
utilisé dans la démonstration du théoréme 23.4. Soit L une algébre de Lie ré-
ductive. Considérons 'opération (W(L), dw )/ tww), iww) avec la connexion égale
a linjection de A(L) dans A(L) &) S(L). On déduit de cette opération une al-
gébre différentielle filtrée (I, dwy/ RAwe) et il faut montrer que les éléments
de P(L)@ 1 sont transgressifs pour cette structure. Dorénavant, on dira transgres-
sif sans préciser que cela se rapporte a la structure d’algébre différentielle filtrée
indiquée ci-dessus.

En premier lieu, voici deux lemmes concernant la théorie de Hirsch-Koszul.

LEMME 25.1. Soit (E,d/ R) une algébre différentielle filtrée. Si I’homomor-
phisme naturel de B dans K est un isomorphisme, alors pour tout cocycle x
de R; de degré p et pour tout q inférieur ou égal a p, il existe un élément vy
de R; de degré p — 1, tel que Uélément x—d(y) appartienne ¢ R,.

Il suffit de démontrer le lemme dans les cas ot ¢ — j est égal a 1. L’élément
x est un élément de Z; de degré p. Par suite, en vertu de l'isomorphisme sup-
posé, il appartient a lespace engendré par D et Bj. Puisque j est strictement
inférieur & p, I'espace B} est nul. Il existe donc un élément y de R; de degré
p — 1 tel que x — d(y) soit un élément de R;+,, ce qu’il fallait démontrer.

LEMME 25.2. Soit (E, d,R) une algébre différentielle filtrée. Si ’homomor-
phisme naturel de B dans K est un isomorphisme, alors pour tout cocycle x de
R;, il existe un élément y de R, tel que U'élément x — d(y) appartienne & B.

Utilisons le lemme 25.1 dans le cas ol ¢ et p sont egaux. L’élément x — d(y)
est un elément de R, de degré p que la différentielle envoie sur 0. Par suite,
C’est un élément de Z, de degré p, autrement dit de B, ce qu’il fallait dé-
montrer.

Soit (E, d/ t,7) une opération avec une connexion f. Appelons Yy la sous-
algébre de E des éléments de E invariants et appartenant a tous les noyaux des
homomorphismes #(c), ol ¢ est un élément de Ify. Si lalgébre de Lie L est
réductive, la différentielle d; ) est nulle sur I;. Par suite d’aprés le lemme
22.1, la différentielle d envoie Y dans Ys Enfin la filtration R de Ir induit
une filtration R* de Y.

LEMME 25.3. Soit (E,d/ t,i) une opération d'une algeébre de Lie réductive.
Le triplet (Yr, d,R') est une algébre différentielle filtrée.

Par une démonstration tout-a-fait analogue a celle du théoréme 24.5, on
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démontre le lemme suivant.

LEMME 25.4. Soit (E,d/t,i) une opération d’'une algébre de Lie réductive
L avec une connexion. Si I'algébre graduée E est presque finie et si la série
de Poincaré de E est égale au produit des séries de Poincaré de A(L) et X,
alors ’homomorphisme de B dans Ualgébre K de U'algébre différentielle filtrée
(Y5, d,R) est un isomorphisme.

Remarquons que l’algébre B est égale a I'algébre Bz Nous allons démontrer
le théoréme suivant.

THEOREME 25.5. Soit (E,d/ti) une opération d'une algébre de Lie ré-
ductive L avec une connexion. Supposons Ualgébre graduée E presque finie et
la série de Poincaré de E égale au produit des séries de Poincaré de A(L) et
de Xz Considérons 'algebre différentielle filtrée (Iy, d, R). Tout élément p dont
le cobord appartient & R, et aux noyaux des homomorphismes i(c) de E, ou
¢ est un élément quelconque de Ijy, est transgressif.

Appelons x I'élément d(p). Le lemme 254 et le lemme 25.2 appliqué a
lalgébre différentielle filtrée (Yg, d, R’) démontrent immédiatement qu’il existe
un élément y de R,, tel que d(p — y) appartienne a B. Autrement dit p est
transgressif.

THEOREME 25.6. Dans Popération (W(L), dwuy/ tway, iww) dune algébre
de Lie réductive L, les éléments primitifs sont transgressifs.

D’aprés le théoreme 255, il suffit donc de démontrer que si ¢ est un
élément de Iy, alors I'application iwg)(c)edw s envoie (L)@ 1 sur 0. D’aprés
le lemme 22.1, il suffit donc de démontrer que V'application dw ) oiwz(c) envoie
P(L)®1 sur 0 ou que l'application iw(c) envoie P(L)& 1 dans W°(L) ou en-
core que l'application Z4a)(c) envoie P(L) dans A%L). Puisque les espaces Ly et
I; ) sont en dualité, il suffit de démontrer que si p est un élément primitif,
14 cXp) est nul sur Isf, autrement dit que p est nul sur 7y (C)(léw), autrement
dit que p est nul sur I, A Isly, ce qui est la définition méme de p primitif.

Chapitre 6. Le deuxiéme probléme.

Il s’agit de calculer H(Br) pour une opération (E,d/t,i) de L avec une
unité et une connexion, a partir de l'algébre H(Ir), de I'algébre de Lie L et de
quelquechose de plus qui ne sera pas explicité en général, sauf dans ’exemple
des sous-algébres de Lie.

Avant de pouvoir appliquer la théorie de Hirsch-Koszul, il nous faut dé-
montrer deux isomorphismes naturels.

26. Le premier isomorphisme. Il s’agit de démontrer le théoréme suivant:
THEOREME 26.1. Soit (E,d/t,i) une opération de l'algébre de Lie L.
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S’il existe une connexion, U'injection de By dans Bgpgwyy détermine un isomor-

phisme de H(Bgr, d) sur H(Bzgwm, dxdway).

Définissons quelques endomorphismes de l’espace vectoriel E& W(L) en
utilisant le lemme 1.11. Soit f une connexion de lopération (E,d/t,7). Soit r
la dérivation valant (p + 1/2¢q) fois I'identité sur E& A?(L) & S%(L). Puis soit
¢ l'unique antidérivation nulle sur EQ A(L)& 1, qui applique 1 @1 & x" sur
1Q2' Q1 —fz)R1Q1, 2’ étant un élément de L*. Enfin soit s l'unique
dérivation définie de la maniére suivante: on définit en premier lieu une dé-
rivation s de EQ A(L)&® 1 nulle sur EQ1Q@1, qui applique 1 @z’ @1 sur
()1 1. Puis on prolonge s & EQA(L)&) S(L) par la definition suivante :
s applique 1@ 1&® x" sur la somme suivante — s (1 ® dur() Q1) +1&
da(2) Q1 + (de fXx) Q1 1. Nous allons démontrer trois lemmes concernant
ces applications. Posons d = dydw ).

LEMME 26.2. Les applications do(s — r) — (s — r)od et cod + do ¢ + (s —7)
sont nulles.

Nous utiliserons les lemmes 1.9 et 1.10 sans nous y référer. L’antidérivation
dy(s — ) — (s — r)od est nulle sur EQ A(L)& 1, puisqu’ elle est nulle sur £
11 etsur 1QA(L)R 1. En effet do(s — ») applique 1 @z’ @ 1 sur
(dof)z)R1Q1 — 1Qdur(x)R1—1R1&Q x" et (s — r)od applique 1Rz’ &1
sur S(1Qduw ()81 - 1)&Q 2dunf(x) Q1 — s(1 R dum () 1) +1Q dug
(@)1 + (dofx)R1Q1 —1Q 1 a',comme on le voit a partir des défini-
tions. Démontrons que lantidérivation est aussi nulle sur 1 @1 & S*(L), ce
qui permettrait de conclure. En effet sur

1QA(L)Q1, (do(s— 1) — (s = ) ed)(1 & hw )

est égal a—(do(s —7)— (s —7) o d)o(1K od4(g)) — do(do(s — 7) — (s — r)od),
puisque @* est nul et que d et 1 &) hwyy + 1 Q) daw sont égaux sur 1 Q A(L)R 1;
et cette somme est nulle en vertu du résultat déja démontré sur EQ) A(L) 1.

A partir des définitions on voit immédiatement que cod + doc + (s — 7) est
une dérivation nulle sur EQ1& 1etsur 1 Y A(L)& 1, donc sur EQ A(L)R1.
Elle est également nulle sur 1®1&S(L). En effet sur 1QALR1,
(cod +doc+s—7r) 1Qhww) est égal a — (cod + doc+ s — r)(1 Q duwy) +
do(cod+ doc + 5 — r) —(do(s — r) — (s — r)od), qui est nul d’aprés la premiére
partie du lemme et le résultat partiel sur E&Q A(L)&) 1. On peut donc conclure.

Remarquons que la premiére égalité du lemme est une conséquence de la se-
conde.

Appelons N™? ’espace vectoriel E@ A"(L) & SL).

LEMME 26.3. La dérivation c°d + d°c — r applique N*° dans la somme
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> Nk La dérivation cod + doc appliqgue N™* dans la somme

0<k<q,j=200u k=q,0=j<p

N#¥,

0=k<g, j=20ou k=q,0<j=p

La deuxiéme partie du lemme découle de la premiére, puisque r applique
N?? dans N”? Démontrons la premiére partie. Puisque cod + doc — r est une
dérivation et que le produit NP%N*’ est contenu dans N**%%*° il suffit de
démontrer le lemme pour les éléments de EQ1&1, de 1 QA(L)Q1 et de
181 & S? (L) Puisque la dérivation est égale a —s, ces espaces sont appliqués
respectivement dans les espaces 0, EQ1X@1 et EQLIR1I+ER AL)R1
+ EQ A¥L) 1, ce qui achéve la démonstration.

LEMME 26.4. Les applications suivantes sont nulles :
coipgw @(Z)t+ ingw@m(x)oc
cotmwm(x) - tmw@)(x)oc
(cod + doc)oirgw y(x) — igwm(xXcod + doc)
(cod+ doc)otgew uy () —teswm(x)o(cod + doc)

Une démonstration analogue a celle des lemmes 26.2 et 26.3 le démontre
pour les deux premiéres applications. Il en découle le résultat pour les deux
derniéres applications.

Nous allons démontrer le théoréme 26.1. Soit x un élément non nul de

EQ W(L). On peut lécrire sous la forme »_ x’*x** étant un élément de N**,

Appelons b(x) le maximum des k£ pour lesquels il existe un j avec ¥ non nul
et appelons a(x) le maximum des j pour lesquels *°® n’est pas nul. Si a(x)
et b(x) sont nuls, x est un élément de EQ1 X1 et réciproquement. Si x
n’appartient pas 4 EQ) 1) 1, on peut définir ’élément yx) égal & x — (alx)

+ %b(x))“(co?l-+ docXx). Ecrivons x sous la forme z*@*® + (z — x%®:0@),
Ainsi y(x) est égal & (a(z) + 5 Ba)"'(r —cod — doc) (2"P*®) + (z — 2O )

—(a(x)+ % b(x)™") (cod + doc) (x — ™ *@), Par conséquent d’aprés le lemme

26.3,si y(x) n’est pas nul ou bien b(y(x)) est égal a b(x) et a(y(x)) est
strictement inférieur a a(x) ou bien b(y(x)) est strictement inférieur a b(x).

Si x est homogéne de degré 7, y(x) est aussi homogéne de degré = et si x
appartient & Bggw ), il en est de méme pour y(x) et «(x) en vertu du lemme
26.4. En particulier si £ est un élément de Bpgwy dont le cobord appartient a
B: @1, les éléments x et y(x) sont cohomologues dans Bggzw), puisque ¢ est
nul sur EQ 1. En vertu de l'alinéa ci-dessus en répétant 'opération un nombre
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fini de fois, on doit aboutir 4 un élément de E@ 1. En résumé tout élément

de Brgw dont le cobord appartient a Br &) 1 est cohomologue dans Bggw a
un élément de Bz &) 1. Le lemme 4.2 permet de conclure.

27. Le deuxiéme isomorphisme. Il s’agit de démontrer le théoréme suivant.

THEOREME 27.1. Soit (E,d/t,i) une opération de l'algébre de Lie L. La
projection de W(L) sur S(L) induit un isomorphisme de Brpgwuy sur Ingsw-

Appelons M la sous-algébre Xpgiq de lalgébre E& A(L) de lopération
produit de (E, d/t,7) et de (A(L), diwy/tawy, taw)-

Puisque la projection de W(L) sur S(L) détermine un morphisme de re-
présentations de (E @ W(L)/tytwg) sur (E & S(L)/tytsw), il suffit de dé-
montrer que cette projection induit un isomorphisme de Xz, wy sur EQ&S(L),
autrement dit que la projection de E@& A(L) sur E induit un isomorphisme de
Xzgam sur E, c’est-a-dire de M sur E.

LEMME 27.2. La projection de EQ A(L) sur E induit un isomorphisme
de M sur E.

Appelons p ’homomorphisme de M dans E dt & la projection de E& A(L)
sur E et ¢ 'homomorphisme de E dans M défini de la maniére suivante. Soient
Xy, Ls,e » +,x; les éléments d’une base de L et xi, x5, - -, i les éléments duaux de
la base duale. Posons, pour un élément x de E™,

q(x) = Z C;:Li(xh)"i(xh)o' - oz, Xx) RILYyNZL g N oee A x'y,

03 <1<H1<iz<... <JnsSl
avec cm égal a (— 1) *'*® Y On prolonge par linéarité ¢ a E. Il faut encore
démontrer que ¢ applique E dans M. 1l suffit de vérifier que ’application
i%14z)(x,)oq est nulle, puisque les éléments de la base jouent un role symétrique.
Puisque 744(x;)(x)) est nul si j est différent de 1, 74q(x, Xxv,) est nul si k&, est
différent de 1. Aussi avons-nous I'égalité suivante :

x4 Xg(x)) = 2 (= D)™ "cni (%5,) o (xg)e - - - i (25,) () D

1sH<Ja<. .. <Jo=l
iA(L)(x,)(x',,) Xy N Ny + Z crni(xl)oi(xh)oi(xh)o' - oi(xy,) () &

1</ 1<Ja< oo <JasSl
7’ ’ 7
Z;s /\xh /\"' /\xjn'
Puisque i(x,)oi(xr,) est nul, dans la deuxiéme somme les termes avec
j1 égal 4 1 sont nuls; dans la premiére, ceux avec j, différent de 1 sont nuls.

On peut donc écrire : i q)(x,)q(x)) = > (s + (= 1)) ixy)
1<5H<je<. .. < Jn<l
ou s of(xy XX)Q X'y A - -« AN Xy, qui est nul car ¢ + (— 1" c"%! est nul
Puisque ¢}, est égal a 1, application pog est égale a ’application identique
de E. Démontrons, pour pouvoir conclure, que gop est égal a I'application iden-
tique de M. Soit £ un élément de M de degré m, que nous pouvons écrire
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sous la forme suivante: z = > Digersn QI N X'y N o A x's..
1S4<Ja<ee . <JnSt

Soient n nombres %, k-, k, croissants et compris entre 1 et /. D’une part

%141 (Y X2) est nul, d’autre part c’est un élément de la forme > Chin1n &
1<4;< Ja<. 0. <Ipsl
Zy Nx'y N\ oo A z',. Le calcul de cyy,...r, qui est nul donne l’équation sui-

vante : {(xx,Xbrps..kn) + (— 1) "biy .k, = 0. Par induction sur 7z, on démontre
que byg,..x, est égal & chi(xy,) d(xy,) - i(xx,Xb). Puisque b est égal a #(z) le
résultat est démontré.

THEOREME 27.3. Soit (E,d/ t,i) une opération de Ualgébre de Lie L.
L’isomorphisme de Bggyway sur Iugsa et la différentielle dxdw iy munissent d'une
maniére naturelle Ualgébre Izgsy d'une différentielle Dy. Il s’agit de I’homomor-

phisme d@ 1 — > ((xr) @ 1)oe(l Q).

1sk<st

Nous devons démontrer que Dy est égal a (pQ1)(drdwz) (¢ ®1). Démon-
trons I’égalité pour un élément z® z de E"® S(L). En effet (d*dwnXq & 1)

applique z @ =z sur 2 cnldei(ay,)o i(xy,) 00 iy,) (X) @ X'5 N T'sy
1SH< a<on e <IaSt

A A '3, @z + (= 1) "day)oil(xy)o - 0d(25,) () Q dwaaf('sy N Z'sg N\ -ooo- A

x';,®2)]. Puisque d.g, et dsy appliquent A(L)® S(L) dans A*(L)® S(L)

et que hwy applique A(L)® S(L) dans A~'(L)® S(L), lapplication (p @ 1)°

(@*dway)o(@® 1) envoie z® z sur d(X)Qz + > ch(— 1) i (z;) () Q xjz

1=j<i

qui est égal 3 Dx Q) 2).

28. Deux corollaires. Avant de donner la solution du deuxiéme probléme
je vais indiquer deux corollaires des théorémes 26.1, 27.1 et 27.3.

Rappelons que l’algébre By de lopération (W(L), dww/tww, iww) est
égale 4 1Q® Isu et que la différentielle dw, v est nulle.

THEOREME 28.1. Soit (E,d/t,i) une opération d’une algébre de Lie pos-
sédant une connexion. L’homomorphisme de Isqy dans H(By) di & wune con-
nexion est indépendant de la connexion choisie.

D’aprés le théoréme 26.1, c’est une conséquence immédiate du théoréme
suivant.

THEOREME 282. Soit (E,d/t,i) une opération dune algébre de Lie L
avec une connexion f. L’homomorphisme  f) induit un homomorphisme de
Isgdans Bz, d'oe un homomorphise de Isyy dans Eggwsy. Linjection de W(L)
dans EQ W(L) induit un homomorphisme de Iszy dans Begway . Ces deux
homomor phismes de Isqy dans Brgwa déterminent le méme homomorphisme
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de Isqy dans HBrgwm).

L’application de E@ W(L) dans E, qui envoie x @y sur x+¢g(fXy) est un
morphisme de 'opération (EQ® W(L), dxdwu) / t¥tw ), i*iws) dans lopération
(E,d/t,i). Ce morphisme induit un homomorphisme a, de Bygwy dans Be.
Appelons a, l'injection de By dans Brgw et b, et b, les deux homomorphismes
de Iyz dans Brgwy. Notons par af, af, b¥ et bf les homomorphismes cor-
respondants en cohomologie.

Les homomorphismes aob, et a,ob, sont égaux et ’homomorphisme a,ca,
est égal 4 l'identité. Par conséquent les homomorphismes a¥obf et afob sont
égaux et ’homomorphisme afoaf est égal a lidentité. D’apres le théoréme
26.1, ’homomorphisme aj est un isomorphisme, par conséquent af est aussi un
isomorphisme et les homomorphismes bf et bf sont égaux, ce qu’il fallait dé-
montrer.

Voici le second corollaire des trois théorémes.

THEOREME 28.3. Tous les espaces wvectoriels H(Iww) sont nuls, sauf
H(Iy 4)) dont la dimension est égale a 1.

Appliquons le théoréme 27.3 & 'opération (A(L), daw) / taw, 14m)- En vertu
du lemme 15.10, les différentielles dw ) et D.w) de Ly g sqy sont égales. D’aprés
le théoréme 27.1, les algébres graduées H(Iws) et H(B.g) sont isomorphes,
par conséquent. Tous les espaces vectoriels Bj, sont nuls, sauf B/ dont la
dimension est égale 4 1, ce qui démontre le théoréme.

Voici une conséquence de ce théoréme.

THEOREME 28.4. Soient L une algébre de Lie reductive et w une trans-
gression de Ualgébre de Weil de L. Cet homomorphisme de degré + 1 de
P(L) dans Iy se prolonge en un isomorphisme de lalgébre graduée X(P(L))
sur Palgeébre graduée Iyg,.

Rappelons que selon nos conventions, les éléments de P(L) dans X(P(L))
ont leurs degrés majorés de 1. Utilisons le lemme 24.9 et le théoréme 23.4 et
remarquons que la différentielle est nulle sur Igy égal & Bwyy. Ainsi lalgébre
graduée H(Iy ) est isomorphe a l'algébre graduée H(L ;) & Iswzy, dx): la diffé-
rentielle dyx est nulle sur 1 Q) Iyz et est égale sur P(L)® 1 au composé de la
projection de P(L)® 1 sur P(L), de la transgression w de P(L) dans I et de
I'injection de Iyy dans Lz @ Isq. Autrement dit, si on prolonge w en un
homomorphisme de X(P(L)) dans Iz, la cohomologie de cette X(P(L))-algebre
U-graduée Iy est isomorphe a l'algébre de cohomologie de Iy, qui est tri-
viale. Le théoréme 10.2 démontre que ’homomorphisme de X(P(L)) dans Isu
est un isomorphisme.

29. Solution du deuxiéme probléme. Soit (E,d/¢,i) une opération d’une algebre
de Lie L avec une connexion. D’aprés les théorémes 26.1 et 27.1, on peut remplacer
l'algébre Br par l'algébre Irg sz avec la différentielle Dy, pour résoudre le deu-
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xiéme, probléme par la théorie de Hirsch-Koszul.

Reportons-nous au paragraphe 7 et posons (Ixgsw), €gal a Ingsrm. D’aprés
le théoréme 27.3, la différentielle corrigée de Ipg s est égal & d Q1. Par con-
séquent l'algebre K est isomorphe & H(Izgsu), d@ 1) et algébre K,, a H(I-).
Si la dimension du sous-espace des cocycles de degré O de Ir est égale a
1, Palgébre B est égale a1 Q) Isy. D’autre part, Vespace Ipgsq est nul. Tout
notre intérét doit donc se porter sur l’homomorphisme fondamental du deuxiéme
probléme, celui de H(Ig) Q Isqydans HIggsw, d @ 1), dt 4 linjection de

I QI dans Ipgsuy. Nous avons démontré le théoréme suivant.

THEOREME 29.1. Soit (E, d/t,i) une opération d’une algébre de Lie avec
une connexion. Supposons la dimension de H(Iz) finie et celle de H°(Ir) égale
a 1. Si Phomomorphisme fondamental du deuxiéme probléme est un isomor-
phisme, alors il existe une différentielle dx de Uespace vectoriel gradué
H(I)RQIsq, telle que les espaces vectoriels gradués H(Bg) et H(H(Iz) Q ILsay, dx)
soient isomorphes. La différentielle dx est nulle sur 1 Q Isu,.

Nous pouvons compléter ce théoréme par le suivant:

THEOREME 29.2. Soit (E,d/t,i) une opération d’une algébre de Lie L
avec une connexion. Supposons la dimension de H(I:) finie et celle de H’(Ig)
égale a 1. L’homomorphisme fondamental du deuxiéme probléme est supposé étre
un isomorphisme. Puisque la différentielle dy est nulle sur 1 Q) Isu), 'injection
de Isgy dans Hg) Q Isuy détermine un homomorphisme de Isqy dans
H(H(Iz)Q Isw), dr) qui est égal au composé de I’homomorphisme de Igz dans
H(Bg)dit & une connexion et de Uisomorphisme de H(Bzx) sur HH(I:) Q) Isa))-
Puisque la différentielle dx envoie H(Ir)Q Isqy dans H(Ir)Q I'sw), la projection
de H(Ip)Q Iswy sur H(Ip) détermine un homomorphisme de H(H(Ix)Q Isw)
dans H(Ix) qui est égal au composé de Uinverse de I'isomorphisme de H(Bz) sur
H(H(I5) Q Iswy, dx) et de Uhomomorphisme de H(Bz) dans H(lz) da a Uin-
jection de By dans I.

Les théorémes 3.1 et 4.4 de la théorie de Hirsch-Koszul permettent de
remplacer les deux homomorphismes concernant H(H(Ix) Q) Isu),dx) par deux
homomorphismes concernant H(Izg sy, Ds). Le premier est celui de Iygz dans
H(Iyy sy, Dr) d a Tinjection de Iy dans Irgsa. Le second est celui de
H(Izgsay, Dr) dans H(Ip) di a la projection de Izgsa sur Is. Le composé de
I'injection de Bg dans Izgsu et de la projection de Ipgsa sur Ip est égal a
I'injection de By dans Ip Cette remarque et le théoréme 28.2 terminent la dé-
monstration.

Le théoréme 20.2 appliqué & l'opération (E,d/t,i) et a la représentation
(S(L)/ tsqy) démontre immédiatement le résultat suivant.

THEOREME 29.3. Soit (E,d/t,7) une opération dune algébre de Lie. Si
Palgebre de Lie est réductive et si Ualgébre graduée E est presque finie,
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Uhomomorphisme on damental du deuxiéme probléme est un isomorphisme.

30. Application aux deux exemples. Dans l'exemple des espaces fibrés
principaux connexes, la dimension de H(Iy) est finie et celle de H°(Ix) égale a 1.
D’autre part nous pouvons démontrer le théoréme suivant.

THEOREME 30.1. Dans Uexemple des espaces fibrés principauz, ’homomor-
phisme fondamental du deuxiéme probléme est un isomorphisme, si le groupe est
compact.

Il nous faut appliquer le théoréme 19.4. Nous savons que 1’homomorphisme
canonique de H(Iz) dans H(E) est un isomorphisme (théoréme 21.2). Il suffit
donc de démontrer que ’homomorphisme canonique de H(lzg sz, d@® 1) dans
HEQ S(L), d® 1) est un monomorphisme.

En voici la démonstration, sans entrer dans les détails. On fait opérer le
groupe G sur son algébre de Lie L, puis on fait opérer G sur S(L). AlorsE & S™(L)
est isomorphe a 'espace vectoriel des formes différentielles de I'espace fibré a va-
leurs dans 'espace vectoriel SY(L)et Iz s @ est isomorphe au sous-espace des for-
mes équivariantes (voir le paragraphe 2 de l’article de Chevalley-Eilenberg déja
mentionné). Le théoréme 2.1 de cet article nous permet d’affirmer que I’homomor-
phisme de H(Izgsm, dQ 1) dans HIEQ) S(L), d@ 1) est un monomorphisme.

Dans l'exemple des sous-algébres de Lie, d’aprés le théoréme 29.3, on peut
appliquer la théorie si l'algébre de Lie L est réductive dans l'algébre L .
D’autre part, voici un lemme qui va nous permettre d’utiliser d’une maniére
beaucoup plus compléte la théorie de Hirsch-Koszul.

Si les algébres Let L' sont égales, 'algébre Ipg suy est égale a Iy, gsan,
la différentielle Dg est égale & — dwuy et la filtration de l'algébre Iz g sy €st
la méme que celle de Iy, utilisée dans la solution du premier probléme. Par
conséquent, si I'algébre de Lie L' est réductive, les éléments de P(L')® 1 de
I'yn @say sont transgressifs pour la filtration du deuxiéme probléme et si w
est une transgression de l'algébre de Weil, — w est une transgression pour le
deuxiéme probléme dans le cas qui nous occupe.

Si les algébres L et L’ sont différentes, on a un homomorphisme canonique
de lalgebre différentielle (/4 o s@n, Dawy) filtrée pour le deuxiéme probléme,
dans lalgébre différentielle (14 4y gsay, Daan) filtrée pour le deuxiéme probléme.
Le lemme suivant est alors évident.

LEMME 30.2. Soit L une sous-algébre de Lie d’une algébre de Lie L' ré-
ductive. Les éléments de P(L')Q 1 de Palgébre différentielle (Liungswy, Dagn)
Siltrée pour le deuxiéme probléme sont transgressifs. L’ homomorphisme canonique
de I'vygy dans Ligy psm composé avec une transgression de [’algébre de Weil

W(L') est égal au signe prés & wune transgression de Ualgeébre différentielle
filtrée en question.

D’aprés les théorémes 20.4 et 21.4, l'injection de P(L’) dans H(I4y) se pro-
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longe en un isomorphisme de C(P(L")) sur H(Liy,), si l'algébre de Lie L’ est
réductive et si 'algébre de Lie L est réductive dans L’. L’algébre différentielle
(Lawyssw> Daiwn) filtrée pour le deuxiéme probléme a alors une structure d’al-
gébre de Chevalley. La différentielle D, est nulle sur 1 &) Iyz. Il nous est donc
possible d’appliquer le théoréeme 10.1, de la théorie des X-algébres U-graduées.

THEOREME 30.3. Soient L une sous-algébre de Lie réductive dans Ial-
gebre de Lie réductive L' et w, une transgression de U'algébre de Weil W(L'),
qui envoie P(L') dans Isyyy. Appelons q Uhomomorphisme canonique de I'su,
dans Isg. L’homomorphisme qow se prolonge en un homomorphisme de
X(P(L)) dans Isg, qui donne & Isu une structure de X(P(L"))-algébre U-graduée,
dont Ualgébre de cohomologie est isomorphe a 'algébre H(B.w).

D’aprés le théoréme 28.4, nous connaissons la struture de Iy;). Nous pouvons
donc utiliser les résultats du paragraphe 12. Transcrivons les résultats des thé-
oremes 10.4,11.3 et 12.5 au cas particulier qui nous intéresse.

THEOREME 30.4. Soient L' une algébre de Lie réductive et L une sous-
algébre de Lie de L reductive dans L' Considérons Uopération (A(L'),
diay/ taan, iaw) et appelons M [Uimage de H(Baug, dans H(A(L')) par
Uhomomorphisme di a Uinjection de Baw, dans A(L'), N le sous-espace de M
des classes de cohomologie primitives de H(A(L")) appartenant a M, (L) et
(L) les dimensions des espaces wvectoriels des éléments primitifs de A(L)
et de A(L'). Alors UDUinjection de N dans M peut étre prolongée en un
isomor phisme de algébre extérieure C(N) sur M. La dimension n de N est
inférieure ou égale a r(L')—r(L). Le cas de légalité a lieu si et seulement
si le noyau de [I’homomorphisme de H(Bag,) dans H(A(L')) est égal a
lidéal de H(Buwy) engendré par lUimage de Iz par Ihomomorphisme de
Isg) dans H(Bug)) dé a une connexion de [Uopération. En outre dans le cas de
Pégalité le polynéme de Poincaré de H(Biy,) est donné par la formule
sutvante : soient by, b,,.......b, les degrés des éléments d’une base homogéne de
Pespace des éléments primitifs de A(L'), a,, sy, a. les degrés des éléments
d'une base homogéne de Uespace des éléments primitifs de A(L) et ci,Cy e Ch
les degrés des éléments d'une base homogéne de N, alors le polynéme de
Poincaré de H(B.y,) est égal a:

L i/a-zen T a-2 0 a+a/a-az
1= =2 1<jsz’ 1Sk <n

Voici un exemple pour lequel I'égalité a lieu.

THEOREME 30.5. Soient L' une algébre de Lie et L une sous-algébre ré-
ductive dans L'. Considérons Uopération (A(L'), diw, / tawy, taan). St la différe-
ntielle d.u, est nulle sur Biw,, alors le noyau de I’homomorphisme canonique
de H(B,uz,)dans H(A(L)) est égal a lidéal de H(B.y,) engendré par l'image
de I par Uhomomorphisme canonique de Isgy dans H(Biw,).
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D’aprés le théoréme 24.6, nous pouvons appliquer le théoréme 23.4. Le

noyau de I’homomorphisme de H(Buz,) égal a By, est égal & dy(P(L)Q Byuzy),
c’est-a-dire a I5yz+Byg,, ce qu’il fallait démontrer.
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