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1. Einleitung. Eine hinreichende Bedingung, dass eine gerade trigono-
metrische Reihe

oo

Ao > A cos kx
k=1

1.1 D)
die Fourierreihe einer integrierbaren Funktion / darstellt, ist : A, —0 fiir
k — oo und die Folge {A,} ist quasikonvex, d.h.

oo

1.2 Z(k+1)|7\'1¢ — 2Mps1 T Npa| < F 00

k=0

(Satz von Young und Kolmogoroff, sieche A. Zygmund [1, S.109)).
In der Theorie der singuliren Faltungsintegrale treten nun Familien von
Folgen

1.3) i(p)y £=10,1,2,+++5 0 <p < oo}

auf mit der Eigenschaft, dass die zugeordneten trigonometrischen Reihen
(1.1) die Fourierreihen einer Familie von integrierbaren Funktionen {/,:

27

0 <p < oo} mit gleichmissig bzgl. p beschrinktem Integral |l(x)| dx

0
bilden.
Hinreichend hierfiir ist: A (p) >0 fiir 2— o und alle 0 <p <o und
die in dem Parameter p gleichmissige Beschrinktheit der Summe (1.2) fiir
alle Folgen {A\.(p)} (siehe z. B. G. Sunouchi [3, s. 129]). Diese allgemeine

*) Diese Arbeit entstand im Rahmen des Forschungsvorhabens Bu 166/3 der ,Deutschen
Forschungsgemeinschaft”.
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Bedingung ist aber in vielen Beispielen nur schwer zu verifizieren.
Wir werden in dieser Arbeit ein einfaches hinreichendes Kriterium fiir
eine allgemeine Klasse von Familien von Folgen (1. 3) behandeln, wenn nimlich

(1. 4) {hk(p)=h(%),k=0,1,2,---;0<p<oo}

ist, wobei A(v) eine gerade, stetige Funktion auf der reellen Zahlengeraden R
ist mit A(0) = 1 und lim A(v) = 0.

Der Ausgangspunkt hierzu ist ein Kriterium von A. Beurling [4], das
Analogon des Satzes von Young und Kolmogoroff fiir Fourierintegrale. Wir
werden eine schwichere Version dieses Satzes von A. Beurling formulieren,
zugeschnitten auf die Anwendungen in dieser Arbeit, und iiber ihn mittels
der Poissonschen Beziehung zu einem Kriterium fiir Familien von Folgen vom
Typ (1.4) gelangen. Der Darstellungssatz selbst ist elementar, jedoch sind
die Anwendungsméglichkeiten in der Theorie der singuldren Faltungsintegrale,
insbesondere in der Saturationstheorie, iiberraschend.

Ist speziell die Folge {\,} konvex, dann ist (1.2) automatisch erfiillt; der
entsprechende Satz fiir Fourierintegrale ist dann bekanntlich der Satz von Pélya
aus der Wahrscheinlichkeitstheorie (siehe z. B. E. Lukacs [29, S. 70]).

Dies ist der Inhalt des Abschnitts 2. Als Anwendungen des Darstellungs-
satzes betrachten wir in den folgenden Abschnitten singulidre Integrale vom
Faltungstyp. Abschnitt 3 beschiftigt sich mit der gleichmissigen Beschrinktheit
solcher Integraloperatoren beziiglich des Parameters p fiir p — oo, insbesondere
bei nicht geschlossen darstellbarem Kern. Die Abschnitte 4 und 5 enthalten
Anwendungen auf die Saturationstheorie und auf Konvergenzaussagen fiir
Taylorentwicklungen. Viele bekannte Beispiele lassen sich so mit einer
einheitlichen Methode behandeln.

Die Autoren danken den Herren Professoren P.L.Butzer und G. Sunouchi
sowie Herrn Dr. R. J. Nessel fiir viele Anregungen und Hinweise.

Im folgenden sei X, stets einer der Banachriume C,, und L%, 1 = p<<oo,
unter der Norm

max| f(z)|  (feCu),

I fle=t (7 w
b [1@prazl” (ren).

(1.5)

Weiter bezeichnen wir mit L3, die Menge aller wesentlich beschrinkten 27-
periodischen Funktionen auf R und mit NBV,, den Raum der normalisierten
2m-periodischen Funktionen p von beschrinkter Variation auf [0,27] (also
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wx) = {x+)+u(z—)}/2, u0) = 0 und u(z+2m)—p(x) = konst.).
Ist fe L}, dann heisst

0

(1.6) f~ X fwess, f® =4 [ e fnda

k=—o0

die Fourierreihe von f mit den Fourierkoeffizienten f (k) (=0, =1, x2,-.+),
und

27

a7 @)~ £ 5@, wh) = o [ e dua

k=—o0 0
heisst die Fourier-Stieltjesreihe der Funktion pe NBV,, mit den Fourier-
Stieltjeskoeffizienten (k).

Auf den Ridumen LP(R), 1= p =2, definieren wir entsprechend die
Fouriertransformierte

1.8 @) = g [ e @y de (fe LoRY

(die Transformation ist im {iiblichen Sinne zu verstehen), und auf NBV(R) ist
die Fourier-Stieltjestransformierte durch

1.9 Ho) = o [ e duta)  (ue NBVR)
definiert.

2. Eine hinreichende Bedingung fur die Darstellbarkeit einer
Funktion als Fouriertransformierte. Notwendige und hinreichende
Darstellungssitze fiir die Fourier bzw. Fourier-Stieltjes transformation wurden
z.B. von S. Bochner [5], H. Cramér [20], J. L. B. Cooper [19] und neuerdings von
K. de Leeuw [26] und P.L.Butzer-R. J. Nessel [16] bewiesen.

Unter dem Gesichtspunkt der konkreten Anwendbarkeit sind die
hinreichenden und einfach verifizierbaren Bedingungen von G. Pélya [31] in
der Wahrscheinlichkeitstheorie und A. Beurling [4] von grosserem Nutzen.
Beurling bewies :

Ist die Funktion A lokal absolut stetig und gehéren A und A zum Raum
L*(R), dann existiert eine Funktion H in L'(R), so dass
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h(o) = - f " er Hx) dir
2 0

Sei h eine gerade Funktion auf (—oo, o) mit l1i[m h(v) = 0. Hat h eine
Ableitung derart, dass das Integral

f:tldh'(t)|<00

ist, dann ist 2 die Fouriertransformierte einer Funktion H < L'(R).

Das zweite Kriterium ist das Analogon zum Satz von Young und
Kolmogoroff. Wir werden in Satz 1 in diesem Abschnitt eine schwichere
Version dieses hinreichenden Kriteriums formulieren und einen Beweis
skizzieren.

SATZ 1. Sei h(v) eine stetige gerade Funktion auf der Zahlengeraden
mit h0)=1 und lim h(v)=0. Geniigt die Funktion weiter den Bedingungen

(1) h(v) ist lokal absolut stetig in (0, o0), h'(v) ist stiickweise stetig mit r
Sprungstellen in 0 <wv, <+ <v, < oo und absolut stetig in jedem
endlichen abgeschlossenen Teilintervall von (0, o), das keinen dieser
Punkte enthilt.

(ii) f:mh"(v)l dv < oo

Dann ist h(v) darstellbar als Fouriertransformierte einer geraden Funktion

H in LYR) mit f H(z)dz=2m und
2.1) H(x) = 2f h(v) cos vxdv
0

= Z (e +) — K (@)} ( Sm"‘;k;/Z ) +

+f h<)<smvx/2) dv (z+0).

BEWEIS. Wir beschriinken uns auf den Fall, dass A'(v) keine Sprungstellen
besitzt. Durch partielle Integration erhalten wir mit 0 <& < R <
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R
f vh'(v)dv = RE(R) — ek (€) — [AR) — he)],

und da wegen (ii) die linke Seite fiir R — o beschrinkt bleibt, folgt mit
lim A(R) = 0 auch lim A (R) = 0. Dies ergibt weiter
R

R—oo
(2.2) lim |RK(R)| = lim\ ~R f () dv‘élim f oK' (v)|dv = 0
R—oo R—co R R-oo JR

Entsprechend zeigt man die Grenzwertbeziehung
(2.3) lirdn EN(E) =
0+

Fiir beliebiges, aber festes reelles £ # 0 und 0 < & < R < « erhalten wir nun

R . . . 2
2 f ho) cos vz do = 2h(R) -S2RE _ 5 je) SNEL gy (%) N

, sin &x/2 f sinvz/2
+h(8)(_—x/2 > K'(v )( /2 ) dv
und fiir die Grenziibergéinge R — c und &€ » 0+ wegen (2.2) und (2.3)

2‘[ h(v) cos vx dv —f h'(v )(sm"{;:;/Z) dv,

wobei das Integral auf der linken Seite der Gleichung im uneigentlichen
Riemannschen Sinne existiert und das auf der rechten im Lebesgueschen
Sinne fiir jedes £ = 0. Es bleibt zu zeigen, dass die Funktion

Hiz) = f 1) (smz;;:/Z) dv

die gewiinschten FEigenschaften besitzt. Offenkundig ist H(x) stetig fiir alle
x # 0 und

fmlH(x)ldxéﬁwvlh'(v)[dvfm 1 (%;ﬁ)z dx

v

= 2qrf°v|h"(v)| dv,
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also ist He L'(R). Andererseits folgt fiir v =0

Aoy = o [ e H@de = [ wh@ (1 - |v7|> du,
- |

|

da

1 (7 e 1 (sinwx/2\' T w
or J_° u< x/2 >d B

—o0

N
Hieraus erhilt man H(v) = A(v), wenn man beriicksichtigt, dass h gerade ist.

Wegen der Stetigkeit von H(v) und A(v) gilt diese Gleichung auch fiir
v=0, d.h.

A0) = 5 f H(z)dx = h(0) =1,

womit die Behauptung bewiesen ist.
Hat A'(v) endlich viele Spriinge, so verliuft der Beweis analog.

BEMERKUNG 1. Satz 1 kann auch als hinreichendes Kriterium dafiir
aufgefasst werden, dass die Funktion A eine Faktorfunktion vom Typ
(L*(R); L*(R)), 1 = p = 2, fiir Fourierintegrale bildet. Hierzu siehe z.B. E. Hille
und R.S. Phillips [23, S.556]; weiter sei auf die neuere Arbeit von K. de
Leeuw [26] hingewiesen.

Angesichts der Formel (2.1) erhdlt man folgende abgeschwichte Version
des Satzes von Pélya:

FOLGERUNG 1. Erfillt h(v) die Bedingung (i) mit {I(vi+)— K (v,—)}
>0, k=1,2,-¢-,7r, und gilt K'(v)=0 fiir fast alle v in (0, ) an Stelle
von (ii), dann bleibt die Aussage des Satzes giiltig, und es folgt H(x)=0.

BEMERKUNG 2. Fiir einen Beweis von Folgerung 1 unter der Vorausset-
zung der zweifachen Monotonie von A(v) auf 0 =v = oo siehe z.B. N. L. Achieser
[1, S. 125].

3. Eine Klasse von singuliaren Faltungsintegralen. X,, sei einer der
Réume C; und LI (1 =p< ). Wir definieren auf X,, das singuldre
Faltungsintegral
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1 b7 4
3.1) Ifi)= o [ fa—Xdu  (fe X p—oo)

mit dem Parameter p > 0 und dem Kern X,, der wie folgt festgelegt ist: Es
sei H eine beliebige, aber fortan fest gewidhlte Funktion in L'(R) mit

[ H(u) du = 2w, und es sei

3.2) (%) = S pH[p(u+2km)] (0 <u < 2m;p>0)

k=—o

fast iiberall.

Wesentliche Standardbeispiele sind von diesem Typ.

Die Summanden pH/[p( - +2km)] sind Funktionen in L}, fiir jedes £ = 0,
+1, +2,+++ und jedes 0 < p < o0, weiter ist mit (L. 5)

oo oo 2(k+1)x
6.3 % IpHI- +2kn)la, = o 3 [ |Hwldu = o | Hloco.

k=—o0 YV 2kn

k=—oo

Folglich gehort der Kern X, zu L}, fiir jedes p >0 und seine L-Norm ist
durch (1/27)| H | px gleichmissig beziiglich p beschrinkt. Weiter werden die
Fourierkoeffizienten von X, nach (1.6) und (1.8) gegeben durch

A P : 2(j+1)m
(3.4) %=L % [ et Hipwy du
2'". j==—o0 Y2jx
1

" on

f e Hu)du = B(k/p) (B=0, =1, £2, + + 2).
N AN\
Da H normiert ist, also H(0) = 1, gilt lim X,(k)=1 fiir jedes feste £ = 0, =1,
P—'OO
+2 e,
Damit bilden die Faltungsintegrale I,(f;+) beschrinkte lineare Trans-

formationen von X,, in sich fiir jedes p>0, ihre Normen | I,|| sind dariiberhinaus
gleichmissig in p beschrinkt durch

3.5) L] = Ixelzt, = (1/2m)| H | zs 5

und die Fourierreihe von I(f; x) hat die Gestalt

(3.6) L(fs D)~ 3 Fik/p) Fk) o=

k=—oo



436 H. BERENS UND E.GORLICH

Hieraus folgt weiter mit lim ?/C:(k) =1 (k=0,=x1,+2,---)
p—»oo

(3.7) lim | (53 +) = ()l = 0

fiir jedes trigonometrische Polynom p, und da die Menge dieser Polynome
dicht in X,, liegt, ergibt sich aus (3.5) und (3.7) schliesslich iiber den Satz
von Banach-Steinhaus:

SATZ 2. Die durch (3.1), (3.2) definierten Faltungsintegrale I(f;-),
0 < p < o, bilden eine Familie von beschrinkten linearen Operatoren von
Xor — Xon, deren Normen gleichmdssig in p durch (1/2m)|H || nx beschrinkt

sind und fiir die gilt

(3.8) lim|| 1,(F3) = Al = 0
fiir alle fe X,,.

BEMERKUNG 3. Ist die Funktion H ausserdem von beschrinkter Variation
auf R, dann existiert das Faltungsintegral I,(f; x) fiir alle z, es gehort zum
Raume C,; und

I(f;2) =lim 3 Hk/p) fik) e

T k=N

Dies ist der Satz von Young und Hardy (siehe z.B. N.I. Achieser [1, S.116]
und A.Zygmund [40, S.160]). Der Beweis wird iiber die Poissonsche Formel
gefiihrt.

BEMERKUNG 4. Die singuldren Integrale I(f;x), 0 <p < oo, auf X,
bilden unter den gemachten Voraussetzungen eine Schar von Operatoren vom
Faktorfolgentyp (X.r, X.,), deren Normen beziiglich p gleichmissig beschrinkt
sind. Die Faktorfolgen haben die spezielle Gestalt

(3‘9) {)‘k(P)=h(k/P), k=0: il: i2’°‘°; 0<P<oo} s

v/v\obei h=H die Fouriertransformierte einer Funktion H in L'(R) ist mit
H(0)=1. Fiir Multiplikatoren fiir Fourierreihen siehe z. B. A. Zygmund [40,
S.1751]. .

Eine allgemeinere Familie von Operatoren vom Faktorfolgentyp (Xu, Xir)
mit Faktoren der Form (3.9) und beziiglich p gleichmissig beschrinkten

N
Normen erhdlt man, wenn %k die Fourier-Stieltjestransformierte +» einer
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Funktion 4 von beschrinkter Variation auf R ist mit \\[f/(O)zl. Ist 4 normali-
siert, also Y(x) = {Y(x+) + Y(x—)}/2 fiir alle x € R, sowie Y(— o0) = lim Y(x)
=0 und Y(co)=lim Y(x)=2m, dann haben die Operatoren die Gestalt

50 = g [ fa—0d¥w) (fe X p—oo)

mit

V)= Y (lput2km)] — HpZkrl, (0= u=2m; 0<p < oo);

K=m—oo

das Faltungsintegral ist im Lebesgue-Stieltjesschen Sinne zu nehmen. Die
Fourierreihe hat dann die Darstellung

L(f;2)~ 3 Wk/p) fk) =

k=—oc0

In allen hier betrachteten Anwendungsbeispielen ist jedoch der Stieltjes-Kern
¥, absolut stetig, d.h. wir haben Integrale vom Typ (3. 1).

Wir untersuchen nun zwei typische Beispiele. Als erstes das verallge-
meinerte periodische singuliire Integral von Weierstrass

G10) G = g [ fe—wa@du (Fe Xus £ —0+)
0
mit dem Kern
(3.11) cw)y= > e ™M e* (0 <t <oo; k>0).
k=—o0

Die Funktion
(3.12) h(v)=e " (—o0 <v < o; £>0)
erfiillt die Bedingungen von Satz 1; insbesondere gilt

R (v) = kv (kv +1—k) e (0 <v < o)

und

;0<e=1

oo ( 1
[ ol @) do = {
0 2k—1; 1=k < oo,
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Folglich existiert eine gerade Funktion H, in L'(R), derart dass h,(v)=1/-},¢(v)
ist. Mit p=¢""* erhalten wir also, dass das Weierstrassintegral (3.10) ein
singuldres Integral vom Typ (3.1) ist.

Die Funktion H(x) ist fiir 0 <# =2 nicht negativ, nicht jedoch fiir
2 <k < oo (siehe hierzu z.B. S. Bochner [6], vgl. auch S.Bochner [7]). Fiir
0<k=1 folgt H(x)=0 unmittelbar aus Folgerung 1; fiir einen Beweis
dieser Aussage im allgemeinen Falle 0 < ¢ = 2 sei auf P.Lévy [27; S. 272—274]
oder Y.V.Linnik [28; S. 40] verwiesen. Wir bemerken weiter, dass die Funktion
H,(xz) fiir k=1 und «=2 geschlossen darstellbar ist, und zwar ist H,(x)=2/(1 +x?)
der Kern von Poisson-Cauchy und H,(x)=./me*"* der Kern von Gauss-
Weierstrass. Summendarstellungen fiir H/(x) gaben W. Feller [21] und
H. Bergstrém [3]:

k
-2 Z(lxl) HLERO i 27 0 < <15 220,

= | 2" sin 3(k+ 1)m/2
~2L T Gt

I‘(k+1 +1) l<xk=2;z+#0.

k=0

(Die fiir 1 < ¢ = 2 angegebene Formel findet sich fiir alle « = 1 bei G. H. Hardy
[22; S.385] und fiir «=2,3,--- z.B. schon bei E.M.Wright [37]. Weitere
Literatur gibt E.Lukacs [29; S.105] an.) Zum Schluss sei noch erwihnt,
dass die Funktionen H/(x), 0 <« = 2, stabile Dichtefunktionen im Sinne von
P. Lévy sind.

Nach diesen Ausfiihrungen iiber die Funktionen H, erhalten wir aus der
Darstellung der Kerne

A=t > HJ[tVu+2kr)] 0 <u<2mr;t>0),

k=—o0

dass die singuldren Integrale C{(f;-) fiir 0 <t<<co und 0 <« =2 eine
Familie von positiven Operatoren auf X,, bilden. Im Falle k=1 haben wir das
singulidre Integral von Abel-Poisson (£ =log1l/r; 0 <7 <<1), und C¥f;-) ist
bekannt als das spezielle Integral von Weierstrass. Schliesslich sei noch
bemerkt, dass die Faltungsintegrale (3.10) eine gleichmissig beschrinkte, stark
stetige Halbgruppe von Operatoren vom Faktorfolgentyp (X.., X..) bilden
(vgl. z.B. E. Hille-R. S. Phillips [23; S.555]).

Im nicht periodischen Fall definieren wir entsprechend zu (3.1) die
singuldiren Faltungsintegrale

(.13 I(f;d)= L [ fa—wHpuydu (F<LAR), 1= p<o05p— o)
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wobei H eine gerade, zu 2r normierte Funktion in LY(R) ist. Es gilt

SATZ 3. Die Integrale in (3.13) bilden eine Familie wvon beschrinkten
linearen Transformationen von L”(R), 1 = p < oo, in sich mit

17l = (/201 Hlza, 0 <p < o)
und
lim | L(f5+) = A wrw =0 (f< LAR).

Im Falle 1 = p = 2 haben wir iiber die Parsevalsche Gleichung die weitere
Darstellung

(3.14) 1(f52) = [ e Atw/p) ) do.

—oo

In unserem Beispiel haben wir mit p=¢"" die wverallgemeinerten
Weierstrassintegrale

619 Wil = G [ fe—) Hi du

- f ez F)dy (fe L(R), 0 << o005 1> 0).

Die Darstellung auf der rechten Seite der Gleichung gilt nur fiir 1= p=2.
Als zweites Beispiel untersuchen wir die typischen Mittel

(.16 Todfid)= 5 (1—{—"¢}")f<k>em (Fe X 1> 0);

— n+1

Wir betrachten sie als Sonderfall der Rieszmittel

B17) Roms(fiz)= 3 (1—{;'%{)A FB) e (fe X N>0, > 0).

k=-n

Die gleichmissige Beschrénktheit der Operatornormen | R, .1l wurde in einer
der bedeutenden Arbeiten iiber die Rieszmittel von G. Sunouchi [32] bewiesen.
Fiir A=1 und «>0 ldsst sich dieses Ergebnis leicht aus Satz 1 ableiten.
Denn die Funktion
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A=lo[9; —-1=v=1
(3.18) h(v) =

; sonst

erfiillt fiir A=1 und 0 <«=1 die Vorausetzungen von Folgerung 1, woraus
sich zugleich die Positivitdt der Rieszschen Mittel fiir diese « und M ergibt,
und im Falle A=1 und «>1 verifiziert man leicht fiir A(v) die Bedingungen
von Satz 1. Somit bilden die Mittel (3.17) fiir A=1 und «>0 singulire
Integrale vom Typ (3.1) mit dem Kern

£ -]

k=-n

Genauso behandeln wir im nicht periodischen Fall das singlire Integral
von Riesz

(3.19) By i(f;2) = f e’ (1 — {%}K) f(v)dv

-~

(feLR), 1=p=2; N—oo; A>0; «>0).

Im Falle k=2 wird (3.19) als singuldres Integral von Bochner-Riesz bezeichnet.

4. Anwendungen auf Saturationsprobleme. Zuvor definieren wir einige
Funktionenklassen, die im folgenden als sogenannte Favardklassen auftreten.

Die Teilmenge W% des Raumes X,, ist fiir «>0 und X,, = C,, definiert
durch

(4.1) W= {feCuy; |k|*fk) = §k), k=0, %1, %2, -+, mit ge L3},
fir X,.=L}, durch

(4.2) Wi={feLk; |k|*f(k) = jk), k=0,=1,=%2,+++, mit pe NBV.},
und fiir Xy, = L, 1<p< <o, durch

4.3) Wi= {feLt; |kl f(k) = g(k), k=0, %1, +2,- -+, mit g LL]}

Mit “W*% bezeichnen wir die Teilklasse von WY%, fiir die das Element ¢
wieder zu X,, gehort. Wegen der Reflexivitit der Riume LZ, 1<p<oo,
sind ‘W5 und W7 fiir diese p identisch. Ist fe°W%, also |k|*f(k) = §(k),
k=0,+1,+2 <+« mit g€ X,,, so benutzen wir die Bezeichnung
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4. 4) f¥(x) = g(x).

Die Teilmenge V% des Raumes LP(R) ist fiir x>0 und p=1 definiert
durch

4.5) Vi= (fe L\R); |v|* f(v) = i(v), —o0 <v < oo, mit pe NBV(R)},
und fiir 1 <p=2 durch
4.6) Vi= {feL*R);|v|* flv) = j(v), — o0 <v <o, mit ge L*(R)}.

Die Teilklassen °V% sind wie oben definiert.
Entsprechend wird fiir fe°V% die Funktion f® definiert durch

4.7) lo|* f0) = [f*]' (@) = §(v).

Beziiglich des Problems einer #quivalenten Charakterisierung dieser
Klassen verweisen wir auf die Arbeiten von G. Sunouchi [34], P.L.Butzer
und E. Gorlich [13] fiir die W% Klassen und auf die Arbeiten von J. L. B. Cooper
[19], P.L. Butzer und R. J. Nessel [16], sowie R.J.Nessel [30] fiir die Klassen
1%3

Wir betrachten das Saturationsproblem nun zunichst in den Rdumen X,

und zitieren den folgenden allgemeinen und grundlegenden Satz von G. Sunouchi
[34, S.128].

SATZ 4. Sei fe X,, und erfiille das singulire Integral

4.9 I(fi2) = 5 | fe—wXwdu 0<p<co)

mit normiertem Kern in L}, die folgenden Bedingungen

(a) Es existieren Konstanten >0, ¢ #0, so dass

N\
(4.9) 1im1—:px+;@ CkF (B=0, =1, 22, -+ ).

p—oo

(b) Die Folgen
1 1 k=0

A
1=%x%) E=£0

(4.10) A(k) = l
cpr k| 7
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bilden gleichmdissig beziiglich p beschrinkte Faktorfolgen vom Typ (Xow, Xon).
Dann ist das singulire Integral I(f;+) im Raum X,, saturiert mit der
Ordnung p= (p — o0), und die Favardklasse ist gegeben durch W%; d.h. es
gilt

1) = LS5 Olme = 0(p™)  (p = 00) 6= I(f;+) = f(+);
[AC) = L(f5 )lam = O(p™)  (p— ) & fe Wk.

Der kritische Punkt bei der Anwendung dieses Satzes besteht in der
Verifizierung der Bedingung (b). Eine hinreichende, aber meist nicht einfach
nachpriifbare Bedingung besteht — wie in der Einleitung erwihnt — in der
beziiglich p gleichmissigen Quasikonvexitdt der Folge A, (k) (vgl. A.Zygmund
[39, S.109] und G.Sunouchi [34, S.128]). Fiir die Klasse von singuldren
Integralen, bei denen Ay (k)=Nk/p) ist, haben wir jedoch das folgende

KOROLLAR 1. Ldsst sich Ay(k), k=0, =£1, &2, ++-, fiir 0 <p < co darstellen
durch A, k) =Nk/p), wobei Mv) die Fouriertransformierte einer L'(R)—
Funktion bzw. eine Fourier-Stieltjestransformierte ist, dann sind die Bedin-
gungen (4.9) und (4.10) erfiillt. Folglich hat das zugeordnete singulire
Integral das in Satz 4 angegebene Saturationsverhalten.

BEWEIS. Da A(v) stetig ist und AM0)=1, folgt lim M%/p) = 1, und damit
P—‘OO

ist (a) erfiillt. Dass (b) erfillt ist, folgt aus Satz 2 und Bemerkung 4. Wenn
man

o) = 3 ME/p) e

k=—o0

setzt, folgt dariiberhinaus fiir die Riume X,, = C,, L% (1 <p<oo)

[Beitat) )} () = AR §(B) = po(h) (k) (B=0, =1, 2, -2,

also erhalt hier
(4.11)  plfle) — L(f;20] = —fg(x —wp(w)du (feWk;p>0)

die Darstellung als ein singulidres Integral vom Typ (3.1). Ist X,, = L}, so
ergibt sich entsprechend fiir fast alle x
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c 27
@12 pIAD) ~ 1101 = = [ ola—wdpw) (FeWisp>0).

BEMERKUNG 5. Wenn wir die Klasse der singulidren Integrale (4. 8) weiter
einschrinken, indem wir fordern, dass die Funktion AMv) im obigen Korollar
die Bedingungen des Satzes 1 oder der Folgerung 1 erfiillt, bekommen wir
ein einfaches Kriterium fiir die Anwendbarkeit von Satz 4. Damit erhalten
wir bei nur geringem Verlust an Allgemeinheit einen wesentlich einfacheren
Beweis des direkten Teiles des Saturationssatzes gegeniiber dem von P.L.Butzer-
E. Gorlich [14; Sitze 2.7, 5.1, 5.5] angewendeten verfahren. Die folgenden
Anwendungsbeispiele gehdren simtlich zu dieser speziellen Klasse von singuldren
Integralen.

Wir betrachten zunichst das verallgemeinerte periodische Weierstrass-
integral (3.10). Hier ist p=¢7", ¢=1 und

(4.13) M) = l{;l—"—

(x> 0).
Eine elementare Rechnung ergibt, dass A(v) die Bedingungen von Satz 1
erfiillt. Insbesondere folgt die Bedingung (ii) aus der Abschitzung

)| Cl+e)vt ;0=v=1,
v N (v)]| =
A’ +3) v ; 1 = v <oo.

Also hat Ci(f;+) im Raum X, fiir x>0 die Saturationsordnung ¢ (£ —0+)
und die Favardklasse W%. (Vgl. P.L. Butzer-E. Gérlich [14, Satz 6.3)).

Satz 4 ist weiterhin auf die typischen Mittel (3.16) und die Riesz-Mittel
(8.17) fiir A=1 und x> 0 anwendbar. In beiden Fillen ist n™* (n—o0) die
Saturationsordnung und W% die Favardklasse. Auch fiir die singuliren Integrale
von Bernstein-Rogosinski, von Riemann und Jackson — de La Vallée Poussin
sind die Voraussetzungen von Satz 4 (Bemerkung 5) erfiillt. Fiir ihre
Definitionen und Literaturangaben verweisen wir auf P.L.Butzer-E. Gorlich
[14].

Nun zu den Rdumen L?(R), 1= p=2. Die zu Satz 4 und Korollar 1
entsprechenden Sitze fiir die Fouriertransformation wurden zuerst von P.L.
Butzer [10] und unabhingig davon von G. Sunouchi [33; Teil I] aufgestellt.
Wir verzichten hier auf ihre ausfiihrliche Formulierung und geben nur das
der Bemerkung 5 entsprechende Ergebnis an. (Fiir eine weitere Bedingung,
dass die folgende Funktion (4.14) eine Fourier- bzw. Fourier-Stieltjestrans-
formierte ist, vgl. auch H. Koénig [24].)
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SATZ 5. Sei fe LP(R), 1 = p =2, und es gelte fiir das singulire Integral
(3.13):
Es existieren Konstanten ¢#0 und «>0 wund eine Funtion Mv), die den
Voraussetzungen von Satz 1 oder Folgerung 1 geniigt, derart dass fiir alle
p > 0 die Darstellung besteht

1; v=20,

A\
1-Rol/p) .,
Cp—-lcl.v]lc >

(4.19) Mo/p) =

Dann ist das singulire Integral I(f;-) saturiert im Raum L*(R) mit
Saturationsordnung p= (p — ), und die Favardklasse ist V.

Der Beweis ist analog zu dem des Korollars; statt (4.11), (4.12) erhilt
man hier

@15) P~ o= o p [ a0 Luydu (FeVs, 1<p=2),

416) pIf) ~ I(fi 2 = o p [ Lipa—ldpw) (F<V9),
wobei k(v)zi\(v) ist.

Satz 5 lidsst sich z.B. auf das nichtperiodische verallgemeinerte Weierstrass-
integral Wi(f;-) (Formel (3.15)) anwenden. Hier ist p=¢""%, ¢=1 und die
Bedingung (4.14) von Satz 5 ist auf Grund der fiir die Funktion (4.13)
durchgefiihrten Rechnung erfiillt. Also hat Wi(f;+) fiir «>0 im Raum
L?(R), 1 = p= 2, die Saturationsordnung ¢ (¢—0+) und die Favardklasse V7.

Entsprechend erhilt man, unter Verwendung der beim periodischen Fall
durchgefiihrten Rechnungen, fiir das singuldre Integral By ,.1(f;+) von Riesz
(8.19) fiir A=1 und #>0 im Raum L”(R) die Saturationsordnung N~
(N— o) und die Favardklasse V¢ Fiir A=1 ist hierin der Saturationssatz
fiir die typischen Mittel und fiir «=2 der Saturationsatz des singuldren
Integrals von Bochner-Riesz enthalten. Auch fiir den Integralmittelwert (siehe
Abschnitt 5) ldsst sich auf diesem Wege ein Saturationssatz gewinnen.

BEMERKUNG 6. Fiir die Behandlung des Saturationsproblems fiir
mehrdimensionale Faltungsintegrale mittels Fouriertransformationsmethoden
und fiir weitere Literatur hierzu wird auf die Arbeiten von P.L. Butzer-
R. J. Nessel [15], [16], R. J. Nessel [30] verwiesen.
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5. Taylorentwicklungen. Satz 5 ldsst sich weiter auf das singulire
Integral von Picard anwenden. Allgemeiner betrachten wir

G Pulf;n= L [ fe—wHudu= [ fo)do

- 1+(|“UI/P)°‘
(feL"(R); &> 0; p— o)

mit dem Kern definiert durch

(5.2) o) = 1+ ]v]|?)

(vgl. Y. V.Linnik [28, S.39]). Fiir a=2 ist Hy(x)=me ", und P, (f;-) ist
das singulidre Integral von Picard.

Die Funktion A(v)=(1+ |v|*)! erfiillt fiir 0 <a =1 die Voraussetzungen
von Folgerung 1 und fiir alle @ > 0 die Voraussetzungen von Satz 1, also ist
H,(x)e L*(R) und nicht negativ fiir 0 <a =1. (Tatsdchlich ist der Kern
auch noch fiir 1 <a =2 nicht negativ, siche Y. V. Linnik [28, S. 40]). Hieraus
folgt offenbar mit Satz 3, dass das Integral (5.1) auf L?(R) vom Typ (3.10) ist.

Wenn wir nun die Voraussetzung (4.14) von Satz 5 verifizieren, so ist
sie mit k=a und c=1 erfiillt, und wegen der Identitit '

1
6.3 Mol/p)= — P e — Bwle)

reduziert sich (4.14) auf die oben gezeigte Kerneigenschaft. Also ergibt sich
aus Satz 5 Saturationsordnung p~* (p— o) und die Favardklasse V2 Hier
liegt nun die bemerkenswerte Situation vor, dass die Gleichungen (4.15),
(4.16) Rekursionsformeln sind; denn fiir fe Vs, 1 < p=<2, ist

(5.4) PULAD) = Pul 320 = o [ g1 Halpuddu,
und fiir f€ V¥ haben wir
(5.5) PLAE) = Po f3 201 = o [ Hilpr)dutu),

so dass sich der direkte Teil des Saturationsproblems auf das Problem der
gleichmissigen Beschrinktheit der Operatoren reduziert. Ist feV;, 1=p=2,
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also das zugeordnete ¢ in L?(R), so ergibt sich aus (5.4) zwanglos die
Konvergenzaussage

(5.6) lim [PLA) = Palf 501 = 9o = 0.
Angesichts von (5.3) liegt es nahe, diese Quotientenbildung zu iterieren, um
zu Taylordifferenzen der Form

oo

6.1 # Pusfi0) = 2=y £} = 50 [ et oy

27
(r=1,2,+++; feVa)

zu gelangen, wie sie zuerst von P. L. Butzer und H.G.Tillman [18] in
Zusammenhang mit dem Saturationsproblem untersucht wurden.

Wir machen nun zunichst fiir periodische Funktionen eine allgemeinere
Aussage iiber Grenzwertbeziehungen vom Typ (5.6). Solche asymptotischen
Relationen lassen sich generell mit Hilfe des Satzes von Banach-Steinhaus im
Raum X,, aus allen Saturationssitzen folgern, da “W*% unter der Norm | f|xx
+|lgllxx zu einem Banachraum wird (vgl. P.L. Butzer-E. Gérlich [14, Satz 8.4]).
Wir verzichten auf weitere Einzelheiten und formulieren gleich

SATZ 6. Sei I(f;-) ein singulires Integral der Form (4.8), das die
Bedingung des Korollars 1 (oder speziell der Bemerkung 5) erfiillt. Es gilt
fe W% genau dann, wenn der Limes

lim pf(+) — L(f5+)]
s
im starken oder im schwachen Sinne existiert. Der Grenzwert ist cf*.

Hieraus erhilt man fiir die im Anschluss an Satz 4 genannten singuldren
Integrale asymptotische Beziehungen, fiir deren explizite Formulierung wir
wieder auf P.L. Butzer-E. Gorlich [14, §8] verweisen.

Ist fe W% und X,, einer der Riume C,,, L},, so ldsst sich die Grenz-
wertbeziechung nur im Sinne der schwachen* Konvergenz aufrechterhalten.
Statt Satz 6 ergibt sich dann die folgende #quivalente Charakterisierung der
Klassen W%:

SATZ 7. Unter den Voraussetzungen von Satz 6 gilt: fe W% genau
dann, wenn
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PLAC+) = L(f5+)]

fiir p— oo in der schwachen* Topologie konvergiert. Der Grenzwert ist cy,
falls X,, = C,, oder L%, 1<p<oo, wobei g die durch (4.1) definierte
Funktion ist, bzw. dp im Falle X,, = L},, mit p definiert durch (4. 2).

BEwEISs. Wir beschrinken uns auf den Fall fe W% Entsprechend der
isometrischen Isomorphie des Raumes NBV,, zu dem Raum der beschrinkten

linearen Funktionale auf C,, identifizieren wir die Funktionen p* f [ f(w)
0

—I(f;u)]du mit linearen Funktionalen auf C,,. Ist fe W% so folgt aus
Satz 4, dass diese Funktionen von gleichmissig beschrinkter Variation auf
[0, 27r] sind, also sind die Funktionale gleichmissig beschrinkt beziiglich p.
Dies und die aus (4.9) folgende Konvergenz der Funktionale auf der Menge
der trigonometrischen Polynome ergeben mit Hilfe des Satzes von Banach-
Steinhaus die schwache* Konvergenz gegen cu(x).

Umgekehrt folgt aus der schwachen* Konvergenz, insbesondere fiir die
Menge der Funktionen e**, k=0, =1, +2, -+ -, zusammen mit (4.9) sofort die
Beziehung |%|* f(k)=juk) fiir alle ganzen &.

BEMERKUNG 7. In den Riumen L2, 1 <p < oo, ist wegen der Reflexivitit
die schwache* Konvergenz mit der schwachen Konvergenz identisch, und
angesichts von Satz 6 (oder auch Satz 4) folgt also die Aquivalenz der
schwachen und der starken Konvergenz in diesem Zusammenhang.

Ist I(f;-) speziell eine stark stetige Halbgruppe von Operatoren, so
entspricht der Aussage von Satz 6 die bekannte Tatsache, dass die Definition
des infinitesimalen Generators durch einen starken oder schwachen Grenzwert
gleichwertig ist. (Vgl. z.B. K. Yosida [38, S. 58]).

Zur Aussage in Satz 7 méchten wir auf die Arbeit von K. de Leeuw [25]
iiber duale Halbgruppen von Operatoren hinweisen, speziell siehe Theorem 2.2
und die Anwendungen.

Fiir die Sdtze 6 und 7 ist nicht erforderlich, dass die Bedingungen des
Korollars 1 oder der Bemerkung 5 erfiillt sind. Beim Beweis wird nur
benutzt, dass aus fe€ W% folgt || f(+) — L(f; * )lx.=0O(p™), d.h. dass der direkte
Teil des Saturationssatzes bekannt ist. Somit kann diese Voraussetzung durch
die hinreichenden Bedingungen jedes anderen Saturationssatzes ersetzt werden,
so dass die Ergebnisse z.B. fiir alle in P.L. Butzer-E. Gorlich [14] betrachteten
singuldren Integrale anwendbar werden. Fiir weitere Literaturangaben iiber
solche Grenzwertrelationen verweisen wir ebenfalls auf diese Arbeit.

Nun zu den Taylorentwicklungen vom Butzer-Tillmannschen Typ.
Entsprechend dem singuldren Integral (5.1) ldsst sich auf den Réiumen X,,
das Beispiel
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6.9 Pif30) = o [ e pese)du

~ i Wf‘(k)eikz (fé Xg,,; a>0, p—)oo)

k=—o0
behandeln, wobei der Kern durch die Koeffizienten
Xos®) = 1L+ (k1 /py T (R =0,+1,%2,--+)

definiert ist. Auf Grund der am Anfang von Abschnitt 5 durchgefithrten
Uberlegungen ergibt sich mit Satz 2, dass PF,(f;-) ein singuldres Integral
vom Typ (8.1) ist mit

Xeo() = p > H[p(x+2km)].

k=—oo

Speziell haben wir

cosh p(m—x)

— —plz42kz| —
Xe(Z) = pm 2 e T Ginh pr

k=—c

0=zx=2m.

Die Beziehungen (5.4) bis (5.7) gelten entsprechend fiir das periodische
Integral P; . (f;-), insbesondere sind Satz 6 und 7 hierauf anwendbar.

Ein weiteres Beispiel fur die Anwendbarkeit von Satz 4 (bzw. Korollar 1
oder Bemerkung 5) auf Taylordifferenzen liefert der Integralmittelwert (auch
als singuldres Integral von Lebesgue und in der englischen Terminologie als
“moving average” bezeichnet)

Z+h o .
6.9 RS =55 [ fwdu= T S f@er (Fe X ho04).
. z—h k=—o0

Dabei wird der Wert von (sinkh)/kh fur k=0 zu 1 festgelegt. Die
Bedingungen von Bemerkung 5 lassen sich fiir die Fourierkoeffizienten M|%|%)
der r-ten Taylordifferenz

.10 kR 2~ (-1 gy /) =L few)

j=0

leicht verifizieren, wenn man p=1/h setzt. Aus der Entwicklung von
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oo

Aw) = ——((Zi)lr” > (-1) —("2’3‘:;’)!

j=r

erhilt man durch gliedweise Differentiation und Integration die Beschrinktheit

1
des Integrals f v|N'(v)|dv. Andererseits gilt fiir =1, 2, - » - offenbar v |N"(v)]
0
=0(v~?) (v— ), insgesamt also f v|N'(v)|dv < +o0. Damit erhalten wir
0

SATZ 8. Sei fe Xy, und r=1,2,« -+ beliebig aber fest.

(a) Die folgenden Aussagen sind dquivalent :
(i) feW%;
(i) fe°W%~? und die r-te Taylordifferenz (5.10) konvergiert fiir h—0+
in der schwachen®* Topologie ;
(iil) fe W% und die r-te Taylordifferenz (5.10) ist in der X,,Norm
gleichmdssig beziiglich h beschrinkt.
(b) Weiter gilt die Aquivalenz :
(i) fe'Wx;
(ii) die r-te Taylordifferenz (5.10) konvergiert fiir h—0+ in der X,.
Norm gegen (—1)[2r+1)!17* £ (x).

In den reflexiven Raumen L%, 1 <p<co, sind alle fiinf Aussagen unterein-
ander gleichwertig.

Entsprechend ldsst sich der m-fach iterierte Integralmittelwert

Ri(f;x) = i

k=—o0

sin kh
kh

> f®)e*s  (fe Xp; r=1,2++; h—0+)

behandeln. Saturationsordnung und Favardklasse bleiben hier unabhingig
von m erhalten. Weiterhin gelten analoge Aussagen wie in Satz 8 fiir das
periodische verallgemeinerte Weierstrassintegral (3. 10) — dies ist im wesentli-
chen in den Sitzen von P.L. Butzer-G. Sunouchi [17] enthalten — und fiir das
singuldre Integral von Rogosinski-Bernstein.

Eine neue Erscheinung tritt bei den Rieszmitteln R, 1(f;+) (3.17) im
Falle ganzzahliger A-Werte auf: Die Entwicklung bricht hier bei » = A+1 ab,
d.h. fiir fe W% tritt bei der Approximation der Funktionen f* ¢ X,, durch
die A-te Differenz

61 0 Rt - £ G () 0]

=0
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keine Saturation mehr auf. Wir gehen auf den Fall A =1, d.h. auf die
typischen Mittel (3. 16) ndher ein und betrachten fiir f< W% die Approximation
von f® durch die erste Taylordifferenz:

6.1 (oI Tfi0) - ) + 7@~ £ (1= {2 ) rafw e

n+1s|k|

SATZ 9. Ist feW% und E,[f™] die beste trigonometrische Approxi-
mation von f* in der X,,-Norm, dann gilt

(ALY (T k(5 2) — A2} + FO@D)| 10 = OELF)).

Der Beweis folgt unmittelbar aus der Eigenschaft, dass fiir trigonometrische
Polynome der Ordnung = die Gleichung (5.12) identisch verschwindet.

Ist dagegen A nicht ganzzahlig, so ldsst sich die Taylorentwicklung im
Sinne von Satz 8 fiir beliebig grosses 7 durchfiihren.

Ein weiteres Beispiel fiir dieses Phinomen ist das singulidre Integral von
Jackson-de La Vallée-Poussin (siehe auch P.L. Butzer [12, S. 8])

Bfi0) = o [ 12+ 2)(524) du e Xino e,

—o0

dessen zweite Taylordifferenz bei der Approximation von (3/4)f (falls
fe°W%) keine Saturation mehr aufweist.

BEMERKUNG 8. Die erhaltenen Grenzwertrelationen fithren mit Hilfe
eines Satzes von G. Sunouchi [35] und C. Watari [36] (vgl. auch P.L. Butzer-
E. Gorlich [14, §9]) zu Ergebnissen {iiber die nichtsaturierte Approximation in

der X,,-Norm.
Weiterhin sei noch erwihnt, dass H. Berens [2] diese Probleme bei

Halbgruppen von Operatoren ausser fiir Taylordifferenzen auch fiir Peano-
und Riemanndifferenzen untersucht hat.

Schliesslich ist zur Situation in den Rdumen L?(R), 1 = p = 2, zu sagen,
dass sich die Ergebnisse simtlich {ibertragen lassen, wenn man Satz 4 durch
bekannte Saturationssitze von P. L. Butzer - R. J. Nessel [16, Theorem 3.4]
ersetzt. Die so gewonnenen Aussagen ordnen sich in die Reihe der von
P.L. Butzer [9], [11], [12] und P.L.Butzer-H. G. Tillmann [18] bewiesenen
asymptotischen Entwicklungen ein.
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TECHNISCHE HOCHSCHULE AACHEN

Nachtrag. Herr Prof. G. Sunouchi hat die Autoren auf das folgende Kri-
terium von B.Sz. Nagy® aufmerksam gemacht, dessen Voraussetzungen schwi-
cher sind als das zweite Kriterium von Beurling :

Sei h(v) eine stetige gerade Funktion auf der Zahlengeraden mit A(0)=1
und lim A(v)=0. Geniigt die Funktion weiter den Bedingungen

Vo0

a) K (v)e LY(R),

b) A'(v) ist von beschrinkter Variation auf jedem Teilintervall von
(0, ), das keinen der endlich vielen Punkte 0,v;, v, +--, v, <<co
enthilt, und es gilt

*)  Sur une classe générale de procédés de sommation pour les séries de Fourier. Hungarica
Acta Math. 1, Nr. 3(1948) 14-52.
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f ¢ dl (2)] <oo,
0+

<f+f ) t—oillog ;- 1) <o (i=1,2,++, 7,

fwtldh(t)]<oo.

Dann ist A(v) darstellbar als Fouriertransformierte einer geraden Funktion H

in L'(R) mit f H(x)dz=2r und

H(x)=2 fo i h(v)cos vx dv.

Mit Hilfe dieses Kriteriums und des Korollars 1 lisst sich auch der Fall 0<
A <1 bei den Rieszmitteln (3.17) behandeln, wie Prof. G. Sunouchi gezeigt
hat. Die Verfasser sind fiir diesen Hinweis sehr dankbar.

Weiter méchten wir in diesem Zusammenhang auf eine verwandte Arbeit
von S. A. Teljakovskii, Amer. Math. Soc. Transl. (2) 28 (1963), 283-322,
aufmerksam machen.





