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SUR QUELQUES FONCTIONS MEROMORPHES DΌRDRE

NUL DANS \z\<oo»

NOBUSHIGE TODA

(Received April 24, 1968)

1. Introduction. Soit f{z) une fonction meromorphe d'ordre nul dans
\z\< oo, alors elle a au plus une valeur deficiente. On conjecture qu'elle est
valeur asymptotique en oo (Voir [1]). Quand T(r,f)=O((logr)2), pax Valiron
[5] et Anderson-Clunie [1], la valeur deficiente possible de f(z) est valeur
asymptotique en oo. D'autre part, GoΓdberg [4] a donne un exemple d'une
fonction meromorphe dans | z | < oo d'ordre plus grand que 1 tel qu'une
valeur deficiente cc n'est pas valeur asymptotique meme si ΰ(ά) = l et Arakeljan
[2] a donne un exemple d'une fonction entiere d'ordre fini plus grand que
1/2 tel qu'il a valeurs deήcientes non asymptotiques.

Dans ce memoire, on introduit une famille de fonctions meromorphes
d'ordre nul dans | z \ < oo qui contient toutes les fonctions meromorphes dans
| z | < o o telles que T(r,/) = O((logr)2) et on donne un resultat concernant
la conjecture precedente.

On utilise les symboles usuels de la theorie de Nevanlinna:

log+, M(r,f\ m(r,f\ n(r9α\ N(r,α), T(r,f)» .

2. Introduction d'une famille de fonctions meromorphes d'ordre nul
dans | z | < oo . Soit f(z) une fonction meromorphe d'ordre nul dans | ^ | < o o .

On met

, φNα(r) =

et

1) Ce travail a ete fait en partie avec Γaide de la Fondation de Sakkokaϊ (The Sakkokai
Foundation).

2) On utilise T(r) au lieu de T(r,f) de temps en temps.
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fa a ;/) = JVi(r, a) = r f * ( * ' " ; / ) - dx.

P R O P O S I T I O N 1. ^ Γ /r) ^ 1 (?^α(r) ^ 1).

PREUVE. En effect,

r f^zfi-dx ^ r-TCr,/) Γ-̂ p dx = T(rJ) .
Jr X Jr X

PROPOSITION 2. lim inf φτlr) = 1 (lim inf φNλr) = 1).
r-»oo ^ r->oo a

PREUVE. (Voir [6]). Supposons que

lim inf φτif) = h > 1,

c'est-a-dire, il existe un r0 tel que, pour tout r plus grand que r0,

x = rTλ{f)

pour 1< A' < A oύ T^r) = Γ ^f^ Λc. Ti(r) = - ~ £ ^ , par consequent,

Cela veut dire que T^r)^' est croissante pour r^rOy de sorte que,

(1) [ ^ψ-dx>K.r-1/h' pour r ^ r 0

oύ K =
Si Γon suppose que

lim sup T(r) r-
(h'-ι)/h' = 0 ,

r—»oo

pour tout £ > 0 fixe, il existe un rλ tel que, pour tout r plus grand que rl9

T(r)<€rι-1/h'.

En substituant cela dans (1), on a
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K<εh'.

C'est une contradiction. En consequence, il faut

l imsupT(r)r- ( Λ ' - 1 ) / f t / >0.

Cela veut dire qu'il existe une suite {rn}n=i telle que rn / °o et

J- Vn) ^ -*M '^n > W — 1, Δ, O, ,

oύ Kx est un constant positif. Cela signifie que Γordre de f{z) est au moins
(&'•—l)/λ'>0. C'est une contradiction a Γhypothese, par consequent

lim inf φτif) — 1

DEFINITION. NQ= {f(z); meromorphe d'ordre nul dans \z\ < °° telle
qu'il existe une suite {Rn}ζ=ι ayant les proprietes suivantes : a) 0 < Rn /* co,
b) lim sup Rn+1/Rn < o o et c) lim φτ(Rn) = 1} .

r-»oo n-*oo

PROPOSITION 3. Soit f{z) une fonction meromorphe d'ordre nul dans
\z\ < oo. Si elle appartient a NQ, alors pour toute valeur a non dέficiente
au sens de Valiron^> il existe une suite [Rn}n=i telle que a) 0 < Rn /* oo,
b) lim sup Rn+1/Rn < oo a c) lim φN (Rn) = 1.

Inverse??ιent, s'il y a une valeur a non dέficiente au sens de Valiron
telle qu'il existe une suite {Rn}n=i ayant les proprietes a) 0 < i ? n / ^ o o ,
b) lim sup Rn+1/Rn < oo et c) lim φN (Rn) = 1, alors f{z) est contenue dans NQ.

n-*oo n-*oo

PREUVE. Soient a une valeur non deficiente au sens de Valiron et
{Rn}n=i une suite ayant les proprietes a), b) et lim <pτlRn) = 1. Pour un 6 > 0

n-*oo J

fixe quelconque, il existe un r0 tel que, pour tout r plus grand que r0

par consequent,

et on a

3) lim —^ς-(

 1—^~ = 1 . L'ensemble de valeurs deficientes au sens de Valiron est de capacite

logarithmique nul.
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1 = lim φτlRn) ^ ( l - £ ) lim sup <pN(Rn)
n->oo n—«>

c'est-a-dire

lim sup φNa(Rn) ^ — — .
re—oo " 1 — £

Cela veut dire que, d'apres la proposition 2,

lim φNa(Rn) = 1.

Inversement, soit <z une valeur non deficiente au sens de Valiron telle qu'il
existe une suite {Rn}n=i ayant les proprietes a), b) et c), alors

^ r ) ^ Nir,a)^ Yh^r) '

en consequence,

lim sup <pτlRn) ^ Ί — - .

Le nombre £ est positif quelconque, par consequent, d'apres la proposition 2,

lim φτlRn) = 1,

c'est-a-dire, f{z) appartient a Ng.

PROPOSITION 4. Soit f(z) une fonction meromorphe (Γordre nul dans
I z I < oo tell quee

alors, f(z) appartient a NQ.

PREUVE. Par un calcul simple, on a

D'autre part, en vertu de Finegalite
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T(r) + S(r) log 2 ^ T(2r) ̂  T(r) + 5(2r) log 2,

(2 ) lim -_;. / = 1 si et seulement si lim y ( = 0 ,
r-»oo i (r) r-+oo 7 (r )

Par consequent, par Γhypothese, on a

v * d x

Cela veut dire que f(z) est contenue dans Nq.

COROLLAIRE. Soit f{z) une fonction mέromorphe dans \z\ < oo telle
que

T(r,f) = O((log r)n) et (log r)""1 = o(T(r,/)) (n ̂  2),

PREUVE. Par Γhypothese, il y a deux nombres A et r0 tels que, pour
tout r plus grand que r0, on a

en consequence,

en considerant Γhypothese, on a

D'apres (2) dans la preuve de la proposition 4,

lim T(?r) - 1
1 1 1 1 1 ~7rϊΓ~\ x >

par consequent, f(z) € AΓg.

N. B. Grace a ce resultat, une fonction f(z) meromorphe dans \z\<
non rationnelle telle que T(r,/) = O((logr)2) appartient a NQ.
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PROPOSITION 5. Soit f{z) une fonction mέromorphe dans \z\ < oo
appartenant a Nq, alors (pLf(z)+β)/(yf(z)+$) est contenue dans Nq oύ
aδ- βy ΦO.

PREUVE. Parce que Γon a la relation

lim T ( ^ ( ^ / ^ ) + ^ ) / ^ / ^ ) + 8 ) ) = i ,

on obtient cette proposition tout de suite par la definition.

3. Theoreme. D'abord, on donne quelques lemmes:

LEMME 1. Soit f{z) une fonction entiere d'ordre nuly alors on a

Vinέgalitέ

log M{rJ) < N(r, 0 / ) + JV r̂, 0 /) + O(log r)

(Voir Valiron [6]).

LEMME 2. Soit f{z) une fonction entiere d'ordre nul, alors on a, pour

ξ, η deux nombres quelconque fixέs (ζ < 1),

log I A*) I ̂  M2R, 0) - K(ζ, η) N12R, 0) - log \c \

dans ζRt==Ξ \z\ ̂  R sauf dans les cercles contenant les zέros tels que la
somme des rayons est ηR oύ c et K(ξ, η) sont constants (Voir Cartwright [3]).

LEMME 3. Soit {Rn}n=i une suite telle que

0 < Rn / + oo et lim sup Rn+1/Rn = λ < + oo ,
n—>oo

alors, pour ζ = l/(λ + l), il existe une suite partielle {Rnt}ΐ=i telle que

0<Rnι/
f +oo, lim sup RnJRni = V ^ λ + l'<+oo

i->oo

et

ζRn2 < Rnϊ ^ ξRn, < Rn, < ^ ζRnt < Rn^ ̂  ζRnt+1 <

PREUVE. D'abord, on note que Γensemble Nn={k>n; ζRk < Rn} n'est

pas vide pour tout n suffisamment grand. Soit n0 le premier nombre tel que

Nn Φ 0 pour tout n ^ n0.
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On construit une suite partielle {Rnι}ΐ=i comme suivant: Soit

Rnx = Rn0

On definie Rn2 comme le nombre le plus grand dans {Rn} oύ n^nί et
ξRn < Rn].

Puis, quand RUi est defini, on definie Rnt+ι comme le nombre le plus
grand dans {Rn} oύ n> nt et ζRn < Rnr

Ici on a une suite partielle [Rni}ΐ=i de {Rn}n=i Elle a les proprietes a)
0 < Rnι / + oo? b) lim sup RnJRnι = λ' < λ + 1 et

i—>oo

ζRni < Rnι ^ ζRns <- ^ξRni< Rnu ^ ?i?Wi+1 < •

par la maniere de la construction de cette suite.
En utilisant ces lemmes, on a

THEOREME. Soit f(z) une fonction mέromorphe dans |s: |<oo appar-
tenant a Nq. SHI existe une valeur dέficiente au sens de Nevanlinna,
alors, elle est valeur asymptotique de f{z) en °o.

PREUVE. On peut supposer que, d'apres la proposition 5, la valeur
deficiente est °o en considerant une transformation lineaire.

On utilise les faits suivants:
1) lim T(r,f)/T(r,f-a) = 1 oύ a est finie.

r—» oo

2) II existe deux fonctions entieres d'ordre nul h(z) et g(z) n'ayant pas
de zeros communs telles que f{z)=h(z)/g(z).

Par consequent,
3) N(r,0; f) = N(r,0; h) et N{r, oo ; / ) = N(r,Q; g).
4) D'apres 1) une valeur β n'est pas deficiente au sens de Valiron de

f{z) si et seulement si 0 est une valeur non deficiente au sens de Valiron de

5) Grace au 3)

8(~) = 1 - lim sup % ^ = l _ H m SUp ^ifiVjLd-.

En vertu du 5), pour 0 < 8 < δ(oo)/(4—δ(oo)) fixe, il existe un r0 tel que
pour tout r plus grand que r0, l'inegalite suivante est vraie:

(3) JV(r,0;^)^( l-8(

En appliquant le lemme 1 a g(z) et grace a Γegalite
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Mr, 0 g) + N^r, 0 g) = r f ~^§]'-& dx
Jr X

et a Γinegalite (3), on a

( 4) log M(r, g)^rf -^&- -J^)- dx + O(log r)

Par l'hypothese et d'apres le lemme 3, il existe une suite [Rn}n=ι telle que
a) 0<Rn/ +oo, b) lim sup i?w+1/i?n = λ' ̂ λ + 1, c) lim φτiRn) = 1 et d) pour

Pour £ precedent, il existe un n0 tel que, pour tout n plus grand que n0,

on a

« f

par consequent, en considerant que log M(r,g) est croissante, grace au (4),
pour (r0 :g) r ̂  i?n,

(5) log Λ4(r, ^) ^ (l-δ(oo)+e)(l+e) T(Rn,f).

Puis, d'apres 4) on a

;/) _ N(r,0;h-βg) _

oύ β est une valeur non deficiente au sens de Valiron. En consequence, pour
notre suite {Rn}n=i> on a

lim ^,(22.) = 1 et lim N^β ;f)/N{Rn, β f) = 0 .
n-*oo M n->°o

On applique le lemme 2 k h-βg Ξ= F et a ζ = l/(λ + l), η = l/2(λ + l).
Pour 8 le nombre donne precedent, il existe un nx tel que, pour tout n plus
grand que n b on a

K(ξ, η) N&Rn, β;/) + log\cI ^ eN(2Rny β;/) ,
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parce que

oύ £ et K(ξ, η) sont constants dans le lemme 2. Grace a cela, on a l'inegalite

log | F(z) | 2: ( l -

pour ξRn rg 12; I 5g Rn sauf dans les cercles contenant les zeros de F(z) tels

que la somme des rayons est ηRn.

D'autre part, on a, pour 8 donne precedent, un nombre n2 tel que, pour

tout n plus grand que n2, l'inegalite suivante est vraie:

N(2Rn,β f)^ (1-ε)T(2Rn,f)

par consequent, pour tout n ^ max(wb 722), on a

pour ξRn ^ 12:1 ^ i?n sauf dans les cercles contenant les zeros de F(z) tels

que la somme des rayons est ηRn.

D'apres le choix de ζ et η, il existe une courbe simple Z(ί), 0 ^ t < 1,

ayant les proprietes: i) lim Z(t) = 00 et ii) pour tout t §: to{8), il existe

un n dependant de t tel que

\Z(t)\^Rn et \og\F(Z(f))\ ^(l-εγT(2Rn,f).

Soit ί( < 1) un nombre quelconque plus grand que t0, alors il existe un n

tel que \Z(f)\ ^Rn et, d'apres (5)

- 0 | =log |F(Z(ί)) | -\og\g(Z(t))\

^ {8(oo) - fi(4-8(oo))}

^ {δ(oo) - £(4-δ(oo))}

On a choisi 0 < £ < δ(oo)/(4—δ(oo)), et l'inegalite la haut signifie que f(z)

tend vers 00 sur Z(t) quand t tend vers 1. Cela veut dire que 00 est une

valeur asymptotique de f(z) en 00.

Addition: N. B. Si T(r,f) est asymptotiquement egale a une fonction

U(r) a croissance reguliere au sens de Valiron [5], elle satisfont a Γhypothese

de la proposition 4.



FUNCTIONS MEROMORPHES DΌRDRE NUL DANS | * | < o o 393

BlBLIOGRAPHIE

[ 1 ] J. M. ANDERSON-J. CLTJNIE, Slowly growing meromorphic functions, Comm. Math.
Herv., 40(1966), 267-280.

[ 2 ] N. U. ARAKELJAN, Entire functions of finite order with an infinite set of deficient
values, Soviet Math. Dokl., 7(1966), 1303-1306.

[ 3 ] M. L. CARTWRIGHT, Integral functions, Cambridge Tracts, No. 44, 1956.
[ 4 ] A. A. GOL'DBERG, On deficient non asymptotic values of meromorphic functions, Soviet

Math. Dokl., 7(1966), 1444-1447.
[ 5 ] G. VALIRON, Sur les valeurs deficientes des fonctions algebroϊdes meromorphes d'ordre

nul, J. d'Analyse Math., 1(1951), 28-42.
[ 6 ] G. VALIRON, Fonctions entieres d'ordre fini et fonctions meromorphes, Mono. LΈnseign.

math., No. 8, Univ. Geneve, 1960.

INSTITUT DE MATHEMATIQUES
UNIVERSITE DE TOHOKU
SENDAI, JAPON




