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1. Introductin. Soient f=(fo, ++*,fn) (#=1) un systéme d'ordre p, 0<p
< oo, dans le plan fini |z| <oo et & une famille de combinaisons linéaires de
Sor**,fn» homogeénes a coefficients constants et linéairement indépendantes. Alors,
le nombre de combinaisons dans &' exceptionnelles au sens de Borel ou au sens de
Nevanlinna de défaut 1 est au plus égal a 2n et §’il est plus grand que n, l’ordre
de f est entier ou infini ([9]). D’autre part, on a introduit une notion nouvelle,
c’est-a-dire un défaut modifié, aux fonctions méromorphes transcendants dans le plan
([8]) ou aux fonctions méromorphes d’ordre non zéro dans le cercle-unité ([10]) et
démontré que si flz), mérgmorphe dans |z| < oo, admet les valeurs déficientes {a,} I,

telles que &ay,f)=1 et>_&a,f)=1, alors elle est & croissance réguliére quand
i=1

méme ’ordre de f{z) est infini ([ 8]) et que si g(z) est méromorphe et d’ordre non
zéro dans |z| <1, elle admet au plus deux valeurs exceptionnelles au sens de Borel
ou au sens de Nevanlinna de défaut 1 ([10]). Dans ce mémoire, on applique I’idée
au cas de systémes et donne quelques améliorations du résultat cité au début de cette
introduction. De plus, on étend quelques résultats obtenus dans [8] et [10] au cas
de systémes.

On utilise les symboles usuels de la théorie de Nevanlinna des fonctions

méromorphes (voir [ 3 ]).

2. Préliminaires. Dans ce paragraphe, on donne quelques définitions et lemmes
qui seront utilisés apres.

Soient f={fo ***>Sfn) un systéme transcendant dans le plan fini |z| <<oo,
cest-a-dire, les fonctions fo, -+, f, sont entiéres sans zéros communs & toutes et

T(r.f) _

- ’

re lOg 7

% ) Ce travail a &té fait en partie avec l'aide de la fondatien de Sakkokai (The Sakkokai
Foundation).
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ou T(r,f) est la fonction caractéristique de f définie par Cartan [ 1] qui est convexe
en log 7, et

F=a0f0+"'+a'nfn ($ 0)

une combinaison lineéaire, homogéne 4 coefficients méromorphes sans zéros communs
a tous dans |z| < oo,
On dit que F est
1) lacunaire si F n’admet pas de zéro dans |z| < oo,
2) exceptionnelle au sens de Picard si F' n’admet qu'un nombre fini de zéros
dans |z| < oo au plus;
3) exceptionnelle au sens de Borel si 'ordre de N(r, 0, F) est plus petit-que celui
de f;

4) exceptionnelle au sens de Nevanlinna si

S(F) = 1—lim sup N0 F)

2 SPT £) >0.

DEFINITION 1. Pour 7, >0 fixé quelconque et 0 <{a < oo

Tirrof = Tdrf) = [ Lla,

To

t,0,F)

tl+a

Noir, 70,0, F) = Ni(r, 0, F) = fN dt.

DEFINITION 2 (Le défaut modifié de F).

S(F)=1— linrl_iup ETL————?;:;’O?}?

_ . . Nir,7,,0,F)
A(F)=1~- h]?..infﬁ———Ta(r,ro,f)

Soit U(r) une fonction positive, continue, non-décroissante pour 7 >0 et tendant
vers I'infni quand 7—co. On dit que la quantité

lim sup olg Ulr) = py

r—00

est I'ordre de U. Pour un nombre r,>0 fixé quelconque et 0<{a << oo, on met
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Ulr,ry) = Udr) = g@ dt.

7o

DEFINITION 3. Pour 0=a < oo,

C.Jf) = {alz); méromorphe dans |z| < oo et T.(r, 7 a)
= o(Tr, 70,f)) quand r—oc} ;

C.U) = {a(z); méromorphe dans |z| < oo et Tu(r, 7, a)
= o(U.r,7,)) quand r—oo} .

DEFINITION 4. On dit qu'un nombre & est admissible & f(ou & U) si

a=0 quand p =0 (ou py = 0);
(1) 0=a<p quand 0 < p< oo (ou 0 < py < o0);
0<a< o quand p = oo (ou py=o0),

ou p est P'ordre de f:

lim sup Jog T(r.f)

rsoo log r =p.

Puis, on donne quelques lemmes.
LEMME 1.

Nir, 0, F) = Nir, 00, F) < T, f) + im(r, a)+0(1).

En effect, on peut prouver ce lemme facilement d’aprés un théoréme de Jensen
et la définition de T(r,f).

LEMME 2. Pour ixj, f;£0, on a

T ff)— O(1) < Tl f) < 2. Tl fe/f) + (1)

kxj
(voir [4]).

LEMME 3. Soit ¢(z) une fonction méromorphe dans le plan |z|<oo,
alors on a
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" mit, ¢ /4) ( log* T, ¢) dt)
tl+¢ tl+a

pour r,>0et a>0 ([3]).

3. Conséquences directes. Dans ce paragraphe, on donne quelques conséquences
directes des définitions données dans le paragraphe 2.

PROPOSITION 1. Soient f=(fo,**,fn) un systéme transcendant d’ordre
p, 0=p=oo, dans le plan |z| < oo et a un nombre admissble a f quelconque,
alors on a
1) Tur,ref) tend vers linfini monotonement quand r— o ;
2)

- d
lim supi)&%_;‘itl.r_mﬂ - 1” a quand p <
- g7 © quand p = oo
et
- Torsrof) _
lm~og 7t = %
DEMONSTRATION. D’abord, on démontre 2). Comme
Zf 1LgtLdt = (log 7)* — (log 7o)%,
on a

To(r, ro’f_)
—— (log r)?

= o0

de I’hypothése tout de suite, Puis, de la définition 1,

Tiorre 1z [ 26l ar= 1 —2p=Tlr.f),

r
de sorte que l'on a

lim suphg_M{g p—a quand p < oo

700 logr = oo p = oo,
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D’autre part, supposons que p<<oo, Alors, pour un nombre & positif donné
quelconque, on a

Try o, f) <r***7* (r = 7€)

Cela veut dire que

lim sup———————————Iog Ldr, ro.f)

<p—
N log r =p-a.

On obtient 2). On peut démontrer 1) facilement de 2) en utilisant que 7(r, f)
est croissante et positive,

N.B. 1. Ces deux propriétés sont indépendantes du choix de 7, visiblement.
PROPOSITION 2. Soient f=fo,*++,fn) un systéeme d’ordre p, 0 < p=oo,

dans |z| <o et 0<a<B<p. Alors, on a
1) CJAf) est indépendant du choix de r,;

2) Af)cCf)cCdSf),
ot OLf) = {alz); méromorphe dans |z| < oo et T(r,a)=oT(r,f)) quand r—oo}.
DEMONSTRATION. 1) Soient 7, <7y, alors
Tdr,rya) = Tur, 7y, a)+ Tury, ri, a)
et
Tur, 7o) = Tur,rd, )+ Tord s 100 f) .

TAry,resa) et Tory, 7 t) étant finis, on a

. T.r,ry a) . - Tr, 7y, a)
lim sup—=55—22~ = 0 si et seulement si limsup—=5—>2> -+ =0
I SUPTT (r, 70 f) VISR (7, f)

de la proposition 1.
2) La relation C[f)CC.(f) est obtenue par l'inégalité

lim sup- >0 < im sup 7
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pour une fonction méromorphe a(z) dans |z| < oo,
Puis, on démontre la relation C.(f)CCs(t). Soit ¥y =8—a, qui est positif.
Des deux égalités suivantes:

r,f f Ttl.+'y dt + (r’f)

et

Ts(r, a) —"ff Ttm dt+T( a)

77

on obtient I'inégalité

De cette inégalité, si a appartient a C,(f), elle appartient & Cs(f).

PROPOSITION 3. Soient f= (fo,++,fn) un systéme transcendant d’ordre p
dans le plan |z| < oo et

F=Yaf, (0

une combinaison linéaire de f,,+++,f, homogéne a coefficients appartenant a
C.(f) et Wayant pas de zéros communs & tous ot & est admissible & f ou égal
a zéro. Alors, on obtient
1) 8.(F) et A.F) sont indépendantes du choix de r, et
0=8(F)=A(F)=1;
2) quand p %0, pour a << B < p,
0 = 8.(F)= 8(F) = AglF) = Au(F) = 1;
3) sia, (£=0,++,n)eC(f), alors
0=38(F)=8&(F)=A(F)=A(F)=1.

DEMONSTRATION. 1) L’indépendance de 8.(F) et A.(F) du choix de 7, est
visible de la definition 2 et la proposition 1. Puis, du lemme 1, on a
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N(r,0,F) =T(r.f +ZTr,a,)+O( ),

=0
donc

{O(log r) (@=0)

N.(r,0,F) < Tulr, f) + 3 Tulrr a)) + 0(1) (a>0).

=0

De I’hypothése a, € C.(f) et de la proposition 1, on obtient

. . N,,(r, O, 1’) . Na(ra 0:1 )
< e < = =
0= lunr_mlnf T.(r.f) hmr sup T.ir.f) 1.

Cela veut dire que
0=3(F)=A.(F)=1.
2) Comme dans la démonstration de la proposition 2, on a

im sop P70 i sup P70

et

. Ng(r, 0, F) _(r,OF)
lim inf = 3 & lim inf =7 RA

de sorte que l’on obtient le résultat de la proposition 1 et la proposition 2.
3) De la méme maniére que dans 2), on peut prouver ce résultat.

PROPOSITION 4. Soient f= (fo, 2+, fn) un systéme transcendant d’ordre p
dans le plan |z| < oo et

F=IZ:;¢1J¢ (0)

une combinaison linéaire de fo,+-+,fn, homogéne & coefficients méromorphes et
n'ayant pas de zéros communs & tous dans le plan |z| < oo. Alors, on a

1) quand p=0, si F est exceptionnelle au sens de Borel, il existe un nombre
a admissible & f tel que
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8.(F)=1;

2) si 8(F)=1, alors 8.(F) =1 pour a admissible & f ou égal & zéro.
DEMONSTRATION. 1) Prendrons un nombre a tel que
I'ordre de N(r,0,F) <a<p,

alors il est admissible & f et on a

N.(r, 7,0, F) =f Wdt=0(1)

pour 7—oo et 7,>0. De plus, de la proposition 1, T.(r,7,f) tend vers l'infini
quand 7—oo, Donc, on a

8.(F) =1.
2) Comme on a l'inégalité

Jim sup N.(r,0,F)

. N(r,0, F)
-
DS ) =)

S )
en utilisant la définition 2 on obtient

M) <&(F)=1.

Cela entraine que &.(F) = 1.

N.B. 2. On peut donner un exemple de systéme qui admet une combinaison
linéaire, homogéne & coefficients constants et exceptionnelle au sens de Borel telle
que le défaut n’est pas égal 4 1. Inversement, il existe un exemple de systéme
admettant une combinaison linéaire, homogéne a coefficients constants telle que le
défaut est égal 4 1, qui n’est pas exceptionnelle au sens de Borel.

EXEMPLE 1. Comme dans le cas de fonctions méromorphes, on peut donner
un exemple de systéme qui admet une combinaison F linéaire, homogéne & coefficients

constants telle que pour un nombre @ admissible & ce systéme

3.(F) #8(F).
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En effet, Soient f,,-+-,f, n fonctions entiéres d’ordre p et d'ordre inférieur
n

M 0=A<p< oo, telles qued_ T(r,f,) est dordre p et dordre inférieur A et f,
i=1
une fonction entiére & croissance réguliére d’ordre p, A< p<p. Il existe une valeur

®, n'etant pas exceptionnelle au sens de Valiron et telle que fo=/Fo— @0 fis***>Sn
n’admettent pas de zéros communs & toutes, Alors, on peut prouver facilement en
utilisant le lemme 2

8(f,) = 1 — lim sup g(’f’jf;” —o,

T—00

ol f=(fo*+*,Sn). Dlautre part, pour, p<a<p,

Nirro0f) = [ NELI) gy = o1)

et Tu(r, 70, f) tend vers I'infini parce que l'ordre de f est p. Cela veut dire que
3(f)) =1

4. Le nombre de combinaisons exceptionnelles. Dans ce paragraphe, on
cherche le nombre de combinaisons F telles que &,(F)=1 et donne quelques
améliorations du théoréme 1 dans [9]. D’abord, on donne un lemme qui joue un
role fondamental.

LEMME 4. Soient ¢y, +- «, ¢, (v=2) v fonctions méromorphes et linéairement
indépendantes dans |z| < oo telles que

,Z=l¢,= 1.
Alors, pour tout i (= 1,-++,v), on a

T(r, ) < > Nir, 0,8, + Nir, D) + S(r)

D =gy, .

et
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(2) [ 34 dt-O(z log" T 9) 4 )

To =1%7,

pour ry>0 et a>0.

DEMONSTRATION. Grice 4 un théoréme dans [3, p.116], on ne prouve que
Pestimation (2) du terme d’erreur S(r). Comme S(r) est plus petit que

y v—]

2 2 mir, /i)

i=1 k=1

([3, p.115]), on estime d’abord

mir, $°/$i*7) .

En utilisant le lemme 3, on a

(k; (—1 T + —
(3) [[ AL g o [ 8T A ).

D’autre part, d’aprés les inégalités suivantes pour une fonction méromorphe f{z)
dans |2| < oo

m(r.f) = mr.f) + mlr.f'[f)
et
N(r.f)=2N(r.f)
on a
T(r.f) = 2T f) + mlr. f'[f).
En appliquant cette inégalité & ¢f~® = £, on obtint
log*T(r, ${*") = log* T(r, ${") + mir, ${*0/${*") + O(1).

Combinant cette inégalité avec (3) et par induction, on obtient

f' mie, $1°/9870) 4, _ O( log*T'(r, ¢,) dt)

1+a
7o t
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En sommant cette estimation pour z=1,+++,» et k=1,-++,»—1, on a

f el dt=0 (Z " log'Tlt, 4) dt) .

J+a 1+a
7o ¢ i=1%7o ¢

LEMME 5. Soient gg, +++,0, Co**,c(v=1) des fonctions méromorphes
dans |z| < oo, Ulr) une fonction positive, continue, non-décroissante pour r>0
d’ordre p, 0<p=oo et lim U(r)/log r = oo, et & un nombre admissible a U tels

que
1) pour i xj quelconque

0 < lim supgg% < 00}

2) pour tout i,
N.r, 0, 9,) = o(U.(r)) et N.(r, g;) = o(Us(r))
et

3) toutes les fonctions ¢, (i = 0,++-,v) appartiennet & C,(U).
Si

Zcig£= 0,

=0

on a

DEMONSTRATION. On démontre ce lemme par induction.
1) Le cas ot le nombre de fonctions est égal ‘A deux: » = 1. Supposons que
¢co%E0, c;£0. Alors, de I’hypothése on a

gi1/90 = — co/c1s

de sorte que
Tur, 91/90) = Tlr, "0/"1) = Tur, o) + Talr, c;) + O(Uu(r))’

En divisant par U,(r) et en prenant la limite supérieure des deux cotés, on obtient
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1 T" 2 : Ta s Co . Ta s
0 < lim sup —%'%t)/gO) = lim supU(+r§) + lim sup U(:F(rc)“) =0

T—0o0 T—0o0 T—00

de 1) et 3), qui est absurde. Cela veut dire qu'un des c¢,, ¢; est égal a zéro
identiquement. Donc,

2) Le cas ot le nombre de fonctions est plus grand que 2: »=2. Supposons que
ce lemme soit vrai quand le nombre de fonctions est au plus égal a .
Si

COEEO)"°’(:»$O,

soit

— _ 649 P () e g
¢ = cd. (f=0,¢2,vp—1),

alors

S =1,

i=0

De plus, ¢g,+*+,$,-; sont méromorphes et linéairement indépendantes dans |2z|<<oo.
En effet, si pour des constantes a; (=0,++-,v—1)

> apld =0,

t=0

alors

v—1

2. ac fi=0.

i=0

Comme les fonctions ayc; f; (¢=0,+++,v—1) satisfont & ’hypothése de ce lemme, il
faut que

ac;, =0 (t=0,+++,v—1)
de la supposition d’induction. Cela veut dire que

a,=0 (f=0,+2,v—1).
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En appliquant le lemme 4 aux ¢y, +++, ¥, 5, on a pour £=0,+++,v—1

v—1

(4) T(r, ¢) < 2_N(r,0,:) + N(r, D) + S(r) ,

k=0

Y

ou

D= ”¢07 M) ¢v—1”

et S(r) satisfait & (2) dans le lemme 4.
Ici,

(5) T(r, 9./9.) — T(r,c)—T(r,c, —O0Q) <T(r, ¢y,

(6) N(r, 0, ¢:) < N(r,0,9:) + N(r, 9.) + T(r,c;) + T(r,c.) + O(1)

et

(7) N D)< (v+1) zo (Nt 9)+T(r> )}
+v(w+1){N(r,0,9.) +T(r,c,)} +O(1).

Divisant les inégalités (4),(5),(6) et (7) par ~'*%, intégrant de r, jusqu'a
r (ro>0), combinant les inégalités obtenues et utilisant 1), 2) et 3), on a

0< limsupT“—(Z.‘((]ri{—g”) =0

7 —»00

parce que

r1+u rl+a

TS, O(E " log*T(r, ) dr)= o{UL()

To i=0 Y7y

du lemme 4, qui est absurde. Cela veut dire quau moins une des ¢y, +++,¢,. est
égale A zéro identiquement. Utilisant la supposition d’induction, on a le résultat

Utilisant ce lemme, on a le

THEOREME 1. Soit f= (fo,*++,fn) un systéme transcendant dans le plan
fini |z] < oo avec au plus \. relations linéaires homogeénes indépendantes a
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coefficients constants, \, & coefficients rationnels et \. & coefficients appartenant
a C/(f) entre les fonctions fy,+++,f, respectivement (0=A =N, =A.=n—1)
oi o est un nombre admissible a f quelconque. Alors,

[1] le nombre de combinaisons F de fo,+++,fn, linéaires, homogénes a
coefficient constants, linéairement indépendantes n+1 a n+1 telles que 8.(F) =1
est au plus égal a n+1+[n—z‘h—];

[11] le nombre de combinaisons H de fy,+++,f, linéaires, homogénes a
coefficients rationmnels n'ayant pas de zéros communs a tous, linéairement
indépendantes n+1 a n+1 telles que 3.(H)=1 est au plus égal & n+1l

AL
2]

[II1] le nombre de "combinaisons” G de fy, +++,fn, linéaires, homogeénes a
coefficient & C.(f) et n'ayant pas de zéros commus & tous, linéairement
indépendantes n+1 a n+1 telles que 8.(G)=1 est au plus égal a

Na
w2 |

DEMONSTRATION. [I] Supposons qu’il y ait 741+ u combinaisons {F,}3t4
de fo, -+, fn linéaires, homogénes & coefficients constants, linéairement indépendantes
n+1 a n+1 telles que 8.(F,) =1 (p=0,+++,n+p);

Fy=3 anfe (p=0.-0n+p)

ot les a,, sont des constantes et aucun des déterminants d’ordre #+1 que l'on peut
extraire du tableau des coefficients ne soit nul. Il suffit de considérer le cas ol
#>0. Soit

A = (a,)5=%un, alors [A| %0,

(Fop o225 Fa)t = Alfor oo oo f0)'
et

|T(r.f) =T F)| <O(1)
ol F=(Fy,+++,F,). De plus, le nombre maximum de relations linéaires, homogénes
indépendantes & coefficients constants entre les fonctions fo,++«,f, est égal a celui

entre les fonctions E, ¢+, F,,.
Représentons F.y,+++, Fpyu par Fy,«++, F,, alors on a

Fn+J=ZOanFq (j=1:"'://‘)
q=
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ou les a;, sont des constantes que l'on peut calculer & partir des a,. La condition
d’indépendance linéaire n+1 4 n+1 se traduit maintenant de la fagon suivante:
Tous les déterminants, d’ordre quelconge, que I'on peut extraire du tableau

(@sa)izaiint

sont différents de zéro.
Comme les combinaisons

Fn+l=za}an (i:l,"':l")

q=0

satisfont & &:(F,) =1 (p=0,++-,n+pu), grace au lemme 5, utilisant 7°(r, f) au lieu
de U(r) les fonctions F,,«++, F, se repartissent en un certain nombre de classes
jouissant des propriétés suivantes :

A) chaque classe, sauf une peut-étre, comprend deux fonctions au moins ;

B) les rapports mutuels d'une méme classe appartiennent a C.(f);

C) chaque combinaison F,,; (j=1,++, p) est somme de combinaisons partielles,
chacune de celles-ci faisant intervenir les fonctions figurant dans I'une des classes; a
I’exception de 'une d’elles, les combinaisons partielles sont identiquement nulles,

S’il y a c.(= 2) classes, le nombre total des combinaisons partielles identiquement
nulles est égal a

(ca—1)p

et on voit facilement que ces combinaisons sont linéairement indépendantes n+1 a
n+1. Cela veut dire qu’il faut

(9) (ca—l)ﬂéhc.

D’autre part, I’existence d’une classe de p fonctions implique I’existence de p—1
relations & coefficients appartenant & C,(f) (les rapports mutuels d'une méme classe
appartenant & C.(f)).

L’existence de ¢, classes entraine
Ca

-1l =n+l-c

=1

relations; d’ot
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(10) n+1—ce =< Aa.

Des inégalités (9) et (10), on a

'u< A << Ac
= Ce—1 T =

ce qui établit [ I1].

[II] On peut démontrer ce cas comme dans [ I ] en utilisant que les fonctions
rationnelles appartiennent a C.(f).

[III] Supposons qu’il y ait z+1+ w combinaisons {G,}3%5 de fo, + =+, f», linéaires,
homogénes & coefficients appartenant a C.(f) et n’ayant pas de zéros communs & tous,
linéairement indépendantes #z+1 & n+ 1 telles que 8,(G,) =1 (p=0,+-+,n+p):

Gn=§0bquq (P:O’.--,n_l_#)

ou les b,, appartiennent & C,(f) et aucun des déterminants d’ordre n+1 que l'on
peut extraire du tableau (b,,)20. 7+ ne soit identiquement nul. Il suffit de considérer
le cas ot p>0.

Représentons Gp41, ***, Guys par Gy, » -+, G,, alors

(11) Goas = gﬂ,ch G=1r-", 0

ot les By, appartiennent & C,(f) que I'on peut calculer & partir des b,,. L’indépendance
linéaire n+1 & n+1 se traduit maintenant de la facon suivante: Aucun des déterminants,
d’ordre quelconque, que l'on peut extraire du tableau (8;,)ii::::4 ne soit identiquement
nul.

Des hypothéses, on obtient pour tout p

. N.,(r,O,G) _ : N.,(?‘,G) —
M) =0 et limT 2= 0.

De plus, en utilisant le lemme 2, on peut démontrer facilement

iy s L <

pour p+#q.
Donc, on peut appliquer le lemme 5 & (11) comme U(r) = T(r,f). Alors, les
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fonctions G,, +++, G, se repartissent en un certain nombre de classes jouissant des
propriétés A), B) et C) données dans [ I ].

Sl y a ¢ (= 2) classes, le nombre total de combinaisons partielles identiquement
nulles est égal a

c—1)p

et ces combinaisons sont linéairement indépendantes n+1 & n-+1.

D’autre part, I’existence de p fonctions d’'une méme classe entraine p—1 relations
linéaires indépendantes & coefficients appartenant & C,(f).

L’existence de ¢ classes imlique I’existence de

4

(-1l =n+l—c

i=1

relations, qui n’excéde pas A\. parce que le nombre maximum de relations linéaires,
homogénes a coefficients appartnant a C.(f) entre fo, <+, f, est égal a celui entre
Gy+++,G,. Donc, on a

c=1)=n+1—¢c=Ae.

De ces inégalités, on obtient

<n+1—-c= n__ - n
b=""c"3 c—1 1=n—-)w L
ce qui établit [III].
N.B. 3. n+1+[n—i'“)\’—]§n+7\,c+1§2n, n+1+[z—iih—]§n+7\.p+1§_2n

n
=
et n+[n—-7\, ]=2n.

x

Comme une conséquence importante de ce théoréme, on a le

THEOREM 2. Soient f= (fo,+++,fx) un systéme d’ordre p, 0<p= oo, dans
le plan fini |z| < oo,a un nombre admissible a f quelconque et N, Ny Na les
nombres définis dans le théoréme 1. Alors,

[11 le nombre de combinaisons F de fi,++-,f, linéaires, homogénes a
coefficients constants, exceptionnelles au sens de Borel ou au sens de Nevanlinna
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de défaut 1 et linéairement indépendantes n+1 & n+1 est au plus égal a
Nc .
n+1l+ [n—X ] H
[I1] le nombre de combinaisons G de fo, <++,fn linéaires; homogénes a

coefficients rationnels n’ayant pas de zéros communs a tous, exceptionnelles au sens
de Borel ou au sens de Nevanlinna de défaut 1 est au plus égal a n+1

+[ 7\"’—], ot N=-sup A (=n—1).

DEMONSTRATION. [I] D’aprés la proposition 4, il y a un nombre ay
admissible & f tel que

Ser(F) = 1.

Comme il existe au plus 27 combinaisons linéaires satisfaisant & I’hypothése de
ce théoréme [ I] ([9]), il y a un nombre & admissible & f et indépendant de F tel
que

de sorte que le nombre de combinaisons satisfaisant & I’hypothése de ce théoréme

[ 1] est au plus égal a n+1+[nf°)h ]du théoréme 1 [ 1], ce qui établit [ 1]
parce que A= A.

[II7 On peut démontrer ce cas comme dans [ I ] en utilisant le théoréme 1
[I1] et le théoréme 4 [I1] dans [7].

Ae

N.B. 4. n+1+[ —]§n+7\,c+1§2n et n+1+[ Ay

n—a

n—a
Donc, ce théoréme est une amélioration du théoréme 1 dans [9] et du théoréme
4 [II] dans [7].

]§n+7n,,+1§2n.

5. K.(f) et ses applications. Dans ce paragraphe, on recherche quelques
relations entre la croissance du systéme et le nombre de combinaisons linéaires,
exceptionnelles.

Soient f= (fp *+*,fa) un systéme transcendant dans le plan fini |z| <o et a
un nombre admissible a4 f ou égal 4 zéro. Comme dans le cas des fonctions
méromorphes ([ 8]), on définit K.(f) d’abord :
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DEFINITION 5.

ZNa(r7 0, 1)
K.(f)= hn;l_.sllpL—:OT—(ﬁ)—

ou N(,0,f,)=0 si f;=0.
Le coté droit est indépendant du choix de 7.
PROPOSITION 5. Pour deux nombers a<<B admissibles a f oua=0, on a

Ko(f) = Ko f) = K(f)

SN 0.1
K(f) = lin}_'silp_‘ﬂﬂr_ﬂ

b

qui est définie dans [4].

On peut démontrer cette proposition comme dans la démonstration de la
proposition 3.

THEOREME 3. Soient f= (fo,+++,fn) un systéme d’ordre nom-entier p,
0< p< oo, dans le plan fini |z| < oo et a un nombre admissible & f quelconque.

Alors, on a
K.(f) = K(p)

1—p quand 0<p<l1
KiP) = (g+1—p)(p—q)
pe(q)

et ¢(0)=1, c(g) =2(q+1)(2+log(g+1)) quand g=1.

quand [pl=q¢=1

DEMONSTRATION. Soit [p] =g, alors on a I'inégalité

T(r.f) = clg) {qr" [ 28 g (g vy [V dt}

+ O(log r) + O(r9)
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comme dans la démonstration du théoréme 1 dans [4]. Utilisant cette inégalité, on
calcule comme dans le cas des fonctions méromorphes (voir [ 8]) et obtient le résultat
similairement.

COROLLAIRE 1. Soit f=(fy **+,f») un systéme transcendant dans le plan
|z| < oo. S'il existe un nombre @ admissible a f tel que K.(f) =0, alors 'ordre de
f est entier ou infini.

LEMME 6. Soit f=(fo+**>fn) un systéme dans le plan |z]| <oo. Si
>0 et r>0, on obtient

4 Tlor,f) +max Ni(or,0,f) + O(1)

o—1 0sjsn

(12) Tr.f)=

ot N(r,0,f;)=0 quand f;=0 ([5]).
THEOREME 4. Soit f= (fo,**+,fn) un systéme transcendant d’ordre p et
d’ordre infériur p dans le plan fini |z|<oco. Sl y an+1 combinaisons {F,}7,

de fo,+++,fn [linéaires, homogénes a coefficients constants et linéairement
indépendantes n+1 & n+1 telles que pour un nombre a admissible & f

K.(F) <1
ot F=(F,,+--,F,), alors
p=1, p=max (1—a,0) quand K,(F) =0
et

1
log —_
l ( K.(F)(2 4.=f<.,.(F)) ) quand K.(F)>0.
og|l1l+

K.(F)(1—-K.(F)

p=

DEMONSTRATION. En appliquant le lemme 6 & F, on obtient de (12) divisant
par 7'** et intégrant de 7, (>0) jusqu'a

40d
TinF)=—_"7

To(o7, F) + 0" Na(or) + S,,4(7)

ou
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(O(1) (@>0)

MO = 2N OF) e 5= {og1eg 1y (@ =)

On calcule le reste comme dans le cas des fonctions méromorphes ([8]) et
obtient le résultat en utilisant la relation

|T(r.f)—T(rF)] <O(1)

([1].

COROLLAIRE 2. Si K.(F)=0, lordre de f est positif entier ou infini.

COROLLAIRE 3. Soit f= (o **>fn) un systéme d’ordre fini et non-entier
p, alors le nombre N, de conbinaisons F de fo,+++,f,, linéaires, homogénes a
coefficients constants, exceptionnelles au sens de Borel ou au sens de Nevanlinna
de défaut 1 et linéairement indépendantes n+1 & n+1 est au plus égal a n.

DEMONSTRATION. Du théoréme 2 [ 1],
Nf é 2n

en général, de sorte qu’il existe un nombre & admissible 4 f et indépendant de F
tel que

S(F)=1

de la proposition 4. Si
N s g n+1 )

\

il faut que l'ordre de f soit entier, qui est absurde a I’hypothése. Cela veut dire
que

N;_S__n.

N.B. 5. C’est une autre démonstration du théoréme 2 dans [9].

THEOREME 5. Soient f= (fo,+++,fa) un systéme dans |z| <oco d’ordre
p(=o0) et d’ordre inférieur p, 0<u<p et T, a deux nombres tels que
1) = rlest pas entier et p<t;
2) O<a<pet v+a=p:
3) [7]l=[r+al.
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Alors, on obtient

n+1 sin z(r+a)]
K.(f)= n K, 7)+|sin z(r+a)]

ou Kla, ) est un nombre positif ne dépendant que de a et T, c’est-d-dire,
Ka,7) = 2. 2121 + 1/7))***a/(2°—1).
En effet, on peut démontrer ce théoréme en combinant la démonstration du

théoréme 4 dans [ 5] avec celle du théoréme 5 dans [8].
Comme dans le cas des fonctions méromorphes, on obtient le

COROLLAIRE 4. Soit f=(fo***,fn) un systéme d’ordre p, 0<p=oco et

d’ordre inférieur p dans le plan fini |z|<<oco. Si pour un nombre a admissible
afet0<a<l/2

K.(f)=0,
1) quand p> oo, alors
P—p=a;
2) quand p = oo, dlors f est a croissance réguliére.

COROLLAIRE 5. Soit f un systéme comme dans le corollaire 4. Si pour
tout >0

alors f est a croissance réguliére et p est entier quand il est fini.

6. Cas spécial. Dans ce paragraphe, on recherche sur des systémes dont les
ordres sont restreints.

THEOREME 6. Soient f= (fo,+++,fn) un systéme d’ordre p, 0 < p <2, dans
le plan fini |z| < oo et a un nombre admissible a f quelconque. Sil y a n+1
cominaisons {F}7y de fo, <<, fn Llinéaires, homogeénes a coefficients constants,
linéairement indépendantes n+1 a n+1 et lacunaires, alors une autre combinaison
F de fy, ++, fn, linéaire, homogeéne a coefficients constants et 8.(F) =1 telle que
{F,F,}r, sont linéairement indépendantes n+1 & n+1 est aussi lacunaire.
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DEMONSTRATION. Représentons F par Fy,+«+, F,:
n
F=>aF,,
i=0

alors aucun des a; n’est nul. En appliquant le lemme 5, F est représentée comme
une somme partielle :

k
F= Zazu)Fm)
Jj=1

ou les rapports mutuels de F,;, (j=1,---, %) appartiennent a C,(f). (Quand 2=1,
il n’y a rien & prouver). On démontre que ces rapports sont tous constants. Or,
d’aprés I’hypothése, on peut prouver facilement que
(13) mr =T f)=Mr, (F=r, M>m>0)
parce que F, peut étre représentée comme

F, = ae™?, (a; # 0, constante)

ou au moins un des B, est différent de zéro.

Comme Fy;, (j=1,++-, k) n’admet pas de zéro, Fy;,,/F,y, (71 7 j.) est constante
ou transcendante. Si elle n’est pas constante, on peut écrire

g = Fy;y/Fi,y = ae®, (a, 8 # 0, constantes),
de sorte que

T.r, g) = %r+1og+[a|

et

_ 18l

Tdr9)= i)

+ O(log 7).
Cela veut dire que g n’appartient pas a CJ{f) parce que

m -a
T:Jrl é Ta(r’f) é
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C’est une contradiction. Par conséquent, Fy;,/F,;, doit étre constante. De cela,
on obtient

k
F= Ft(j) Zai(J)Fi(f)/Ft(l) = a Ft(l)’ (& #= 0, oonstant) .
j=1

Cela signifie que F n’admet pas de zéro.

COROLLAIRE 6. Sous les situations du théoréme 6, si F est exceptionnelle
au sens de Borel ou au sens de Nevanlinna de défaut 1, elle est lacunatre. Donc,
le nombre de combinaisons de fy ++-,fn, linéaires, homogénes a coefficients
constants, linéairement indépendantes n+1 & n+1 et exceptionnelles au sens de
Nevanlinna de défaut 1 au moins n+1 desquelles sont lacunaires est au plus

égal a n+[n—n>\, ]quand il 7’y a entre fo, e+, fn que A, relations linéaires,
c

homogénes indépendantes & coefficients contsants.

En effet, d’aprés la proposition 4, il y a un @ admissible & f tel que 8.(F)=1;
par conséquent F' est lacunaire. La dérniére partie est obtenue du théoréme 16
dans [2].

THEOREME 7. Soient f=(fy,+++,fn) un systéeme d'ordre p, 0<p<2,
dans le plan fini |3| <oo et a un nombre admissible & f quelconque. Sil vy a
n+1 combinaisons {F}%, de fo,+++,fn Llinéaires, homogénes & coefficients
rationnels n’ayant pas de zéros communs a tous, linéairement indépendantes
n+l a n+1 et exceptionnelles au sens de Picard, alors une autre combinaison
F de fy,+«, fn, linéaire, homogéne & coefficients rationnels wayant pas de zéros
communs & tous et 8{F)=1 telle que {F.F}l, sont linéairement indépendantes
n+1l a n+1 est aussi exceptionnelle au sens de Picard.

DEMONSTRATION. Représentons F par Fy,«++,F,:
F= Z P,F,
=

alors les Pj sont rationnels et aucun des P; n’est identiquement nul. En appliquant
le lemme 5, F' est représentée comme une somme partielle :

k
F= ‘_ZI: PJ(DFJ(D

ot les rapports mutuels entre les Fy, ((=1,--+, k) appartiemnent & C,(f). On
démontre que ces rapports sont tous rationnels. Or, de ’hypothése, on peut écrire

Fj = R,e""
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ou les R; sont rationnels et les ay sont constantes au moins un des {a;}7-, est
différent de zéro. De cela, en utilisant le lemme 2, on a

T(r.f) < Mr + Klogr), (M>0).
D’autre part, on peut démontrer
mr — Qlogr) < T(r,f), (m >0).

En effet, il y a des fonctions retionnelles {Q;}7., telles que les Q;R; sont
polynomes et n’admettent pas de zéros communs a tous. Mettons

(14) z Pyfi=F, (=0,

ou les P,; sont rationnels tels que le déterminant de (P,,)iz /% n’est pas identiquement
nul et

QJPU = Pw QJRJ = ﬁ; .

Alors de (14)
:ZOP,,f, = Q;F; = Rer.
De cette égalité, on a
log | QJF,| = max loglf + X log? | | +log (n+1),
par conséquent

max log| Q,F;| = max log f,| + 2> log*| Pyl +log (n+1).

J=0 i=0

Soit F=(QuFo+++> QuF,)=(Roe™, +++, Rye™*), alors de la définition de la
fonction caractéristique du systéme,

(15) T(r, F) < T(r,f) + Olog 7)
et utilisant le lemme 2

(16) T(re%) — O(log r) < T(r, F).
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On démontre qu’il y a 23 tels que a; % at;. Si tous les @; sont identiques,
de (14) tous les rapports f;/f; (f;5£0) sont rationnels, donc

T(r.f) = Olog )
grice au lemme 2, qui est absurde. Soit @; 3 a; (i 2>cj), alors

|ai_ajl r.
T

(17) T(r o) =

En combinant (15), (16) et (17), on a I’inégalité cherchée. On peut démontrer
le reste comme dans la démonstration du théoréme 6.

COROLLAIRE 7. Sous les situations du théoréme 7, si F est exceptionnelle
au sens de Borel ou au sens de Nevanlinna de défaut 1, elle est exceptionnelle au
sens de Picard. Donc, le nombre de combinaisons de fo,+++,fn, linéaires,
homiogénes a coefficient rationnels et n'ayant pas de zéro communs a tous,
linéairement indépendantes n+1 a n+1 et exceptionnelles au sens de Borel ou
au sens de Nevanlinna de défaut 1 au moins n+1 desquelles sont exceptionnelles
n

c

au sens de Picard est au plus égal a n+[ ]quand il 'y aentrefo, o+, fn

que . relations linéaire, homogénes indépendantes a coefficients rationnels.

On peut démontrer ce corollaire comme dans le cas du corollaire 6 en utilisant
le théoréme 1 dans [6].

N.B. 6. Ce corollaire est une généralisation des théorémes 3 et 5 dans [7].

THEOREME 8. Soient f={fo,+*+,fn) un systéme d’ordre p, 0<p <2, et de
type moyen au plus dans le plan fini |z| < oo et a un nombre admissible & f
quelconque. Alors, il W’y a entre f, «++,f, que N, relations linéaires, homogénes
indépenantes & coefficient constants, N, & coefficient rationnels, le nombre p de
combinaisons F de fo,+++,fn linéaires, homogénes & coefficients constants,
linéairement indépendantes n+1 a n+1 et §,(F)=1 au moins [+1 desquelles
sont lacunaires (resp. exceptionnelles au sens de Picard) est au plus égal a

l A
n+|:l_)\‘cj| (resp. n+l+[—lj)\:])’

quand AN.+1=1 (resp. n,+1=1).
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DEMONSTRATION. Il suffit de considérer le cas ot p=n+1. Grice au
corollaire 2, p=1. De I’hypothése A,+1=/ (resp. A,+1=/), on a

mr = T(r,.f), (m>0,r=r,>0)
en utilisant le lemme 2. D’autre part, f étant de type moyen au plus, il faut que
T(r.f)= Mr (M>0,r=r,>0).

Utilisant ces inégalités, on peut démontrer qu’'une fonction méromorphe g dans
le plan |z|<<co n’ayant ni zéro ni pole (resp. n’ayant qu'un nombre fini de zéros et
poles) telle que

Tdr, 9) = oTdr.Sf))

est constante (resp. rationnelle). Par conséquent, on peut démontrer ce théoréme
comme dans la démonstration du théoréme 2 dans [7] (resp. en mélangeant la
démonstration du théoréme 2 dans [ 7] avec la méthode de la démonstration du
théoréme 1 [ 1 1]).

N.B. 7. Dans le théoréme 6 dans [ 7], la condition “de type moyen au plus”
doit étre ajoutée. On veut I’enlever, mais maintenant il est impossible. Sous cette
condition, il n’est pas nécessaire de changer la démonstration du théoréme.

COROLLAIRE 8. Dans le théoréme 8, on peut changer 8, (F)=1 pour
“exceptionnelles au sens de Borel ou au sens de Nevanlinna de défaut 1”.

7. Dans le cercle-unité. Dans ce paragraphe, on introduit une notion nouvelle
aux systémes d’ordre non zéro dans le cercle-unité comme dans le cas des fonctions
meromorphes (voir §3 [10]) et donne quelques extensions du théoréme de Picard-Borel.

Soit f=(f *+*>fx) un systéme dans |z| <1 d’ordre p, 0 << p = oo ; C’est-a-dire,
les fonctions f4, «++,f, sont holomorphes sans zéros communs a toutes dans |z|<C1 et

ou T(r,f) est la fonction caractéristique du systéme f définie par Cartan [1].
Différemment un peu du cas de plan fini (voir (1)), on dit qu'un nombre T est

admissitle & f si

0o<r<p.
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Soit
F=a0f0+"'+anfn ($O)

une combinaison linéaire, homogéne & coefficients méromorphes n’ayant pas de zéros
communs 3 tous dans |z| <1. On dit que F est
1’) lacunaire si F n’admet pas de zéro dans |z] <1;

2’) exceptionnelle an sens de Picard si F n’admet qu'un nombre fini de zréos au
plus;
3’) exceptionnelle au sens de Borel si
Pordre de N(r,0,F) < p;
4’) exceptionnelle au seas de Nevanlinna si
N(r,0, F)

8F) = 1—lirr£_§upw >0.

DEFINITION 6. Pour 0<r,<1 fixé quelconque et T un nombre admissible a
7 quelconque,

Tir,ro f)= Tir.f) = [ Tl XL - erids

To

Nf(r’ "o 0’ F) = N’(r’ 0’ F) = { N(t’ 0) F)(l - t)t_ldt:

— 1 — Li sup V7270, 0, F)
Sr(F) =1 hn;l_,?uP Tf(r, rO’f) ’

1 T N.r,7,,0,F)
A(F)=1 lm}_.llnf Tl raf) -

PROPOSITION 6.
1) T.r.f) tend vers linfini monotonement quand r—1.

2) limsuplog 1,ir,t) p—7 quand p < oo

71
log 1—r ) quand p = oo,

En effet, on peut démontrer cette proposition comme dans le cas des fonctions
méromorphes ([10]).

N.B. 8. Visiblement, 1) et 2) sont indépendantes du choix de 7.
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DEFINITION 7. Pour un nombre = admissible & f,

U{f)= {alz); méromorphe dans |z| <1 telle que T.(r, a)
= O(Tr(r:f)) qua.nd 7'—)1},

U, = {a(z); méromorphe dans |z| <1 telle que 7TV, a)

= O<log 1;)}.

PROPOSITION 7.
1) UJS) est indépendant du choix der, quand + est admissible & f.
2) U,cU., (f)cU.(f), on 7 <7, sont admissibles & f.

En effet, en utilisant que pour > 0

[ 1ogE - erae = o(1).

on peut démontrer 1) et 2) comme dans le cas du plan fini.

PROPOSITION 8.
1) Si les coefficients a, de F appartiennent ¢ UJf), 8(F) et A.(F) sont
indépendantes du choix de ry et 0 =8(F)=A.(F)=1.
2) Soit v, <w, admissibles a f, alors si les coefficients a, de F appartiennent

a U.,(f),
0=3.,(F)=38,(F) =A.F)=A,(F)=1.

En effet, on peut démontrer cette proposition comme dans le cas des fonctions
méromorphes ([10]) grace a la proposition 7.

PROPOSITION 9. Si une combinaison F a coefficients appartenant a U(f) et
nayant pas de zéros communs & tous est exceptionnelle au sens de Borel, il y
a un nombre T, admissible a f tel que

8., (F)=1.

En effet, soit 7, un nombre tel que

Pordre de N(r, 0, F) <7, <p,
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alors il est admissible & f et
N.(r,0,F)=0(1).
Donc, d’aprés la proposition 6 — 1), on a le résultat.
LEMME 2. Pour tout i>j,f;%0, on a

T fu/f) — O(1) < Tlr.f) < 2Tl fu/f) + O(1).

kxj

C’est le lemms restreint au cercle-unité du lemme 2 et on peut démontrer de la
méme fagon.

LEMME 7. Soit ¢(z) une fonction méromorphe dans |z| <1. alors pour
Ty >0et >0

fr m(t, ¢’/¢)(1 — t)f—ldt =0 (‘[T log+T(t, ¢)(1_t)r—1dt>

([31).

LEMME 4. Soient ¢y,+++, ¢, (v==22) v fonctions méromorphes et linéairement
indépendantes dans |z| <1 telles que

;Z];zsi =1.
Alors pour tout i (= 1,+++,7), on a
Tr, ) < L_il:N(r, 0, ) + Nir, D) + S(r)
ot
D= ¢y, 8. -

et
i=1%7g

[ sea s =0 (Z [ 1og+ T, 01 - t)"’dt)

pour ro >0 et v>0.
On peut démontrer comme dans le cas du lemme 4.
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LEMME 5. Soient go,*++, g, Cor***>C, (v==1) des fonctions méromorphes
dans |z| <1, Ulr) une fonction positive, continue, non-décroissante pour 0 <<r <<1
telle que

lim sup lo Ufr) =p
1—r

r—1

log

oth 0<p=oo et T un nombre tel gne 0<t<p satisfaisant aux condittions :
1) pour i3xj quelconque

0<limsup%<w;

r—]

2) pour tout i,

N{r,0,9:) = o(U.r)) et Nr, g, = o(U.r))

et

3) toutes les fonctions ¢, (i = 0,+-+,v) satisfont a
T(r,c;) = o(ULr)).
Si
;Zo ¢.9,=0,

on a

On peut démontrer ce lemme comme dans le cas du lemme 5 en utilisant le
lemme 4.

THEOREME 9. Soient f={fo,**>fn) un systéme dordre p 0<p=co,
dans |z| <1 et T un nombre admissible & f quelconque. Sil n’y a entre les
Jonctions fo, * * * s fn que A relations linéaires, homogeénes indépendantes & coefficients
constants, Ao & coefficients appartenant a U,, N. & coefficients appartemant A&
U.f), dlors on a

[ 11 le nombre de combinaisons F de fy,+++,fn, linéaires, homogénes a
coefficients constants, linéairement indépendantes n+1 a n+1 telles que 8(F)=1

\ Ae ;
est au plus égal a n+1+|:n—)u,:|’
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[11] le nombre de combinaisons G de fo,-++,fn linéaires, homogeénes
a coefficients appartenant a U, et n'ayant pas de zéros communs & tous,
linéairement indépendantes n+1 a n+1 telles que 8.(G)=1 est au plus égal
\ Mo .
an+l1l+ [m] 5

[II11] le nombre de combinaisons H de fo,+--,fn linéaires, homogénes a
coefficients appartenant a U(f) et nwayant pas de zéros communs a tous,
linéairement indépendantes n+1 a n+1 telles que S(H)=1 est au plus

\ )’f
égal & n+1+ [n—h, ] .

DEMONSTRATION. On peut démontrer ce théoréme comme dans le cas
du théoréme 1 en utilisant le lemme 5 au lieu du lemme 5.

COROLLAIRE 9. Dans le théoréme [ 1], [11] précédent, si on change
O(F)=1 et 8.(G)=1 pour “exceptionnelles au sens de Borel ou au sens de
Nevanlinna de défaut 17, les nombres n+1+[A./n—\.] et n+14[\o/n—\.) doivent
étre changés en n+1+[\./n—N] et n+1+[No/n—N] respectivement, ot N=sup \.

(=n-1)

N.B. 8 n+l1+[A/n—A1=n+1+[n¢/n—AN]=n+nr.+1. Donc, c'est une
extension du théoréme de Picard-Borel dans le cercle-unité. On ne peut pas
démontrer ce résultat par la méthode utilisée dans [9].

EXEMPLE 2. Dans le cercle-unité, un résultat analogue au théoréme 2 dans
[9] ou corollaire 3 n’est pas nécessairement valable. En effet, voici un exemple.
Soient py, +++, p(n=1) des nombres positifs tels que py=p,=-:+-=p, et

Sflz) =1, filz)=exp (z—1)"7) @E=1,--,m)

alors le systéme f = (fy *+*,fx) est dordre p, dans |z| <1 grice au lemme 2’ et
F,=f,(i=0,-++,n) sont n+1 combinaisons, linéaires, homogeénes a coefficient
constants, linéairement indépendantes n+1 4 #» +1 et exceptionnelles au sens de
Picard. Mais, 'ordre de f (= p.) est positif quelconque.

8. Le cas ou A.=0. Dans ce paragraphe, on étend les théorémes 1 et 3 dans
[10] aux systémes. Du théoréme fondamental de Cartan [1], on a la

PROPOSITION 10. Soient f=(fs, =+ +,fn) un systéme dans |z| <R (=1 ou o0),
qui est transcndant quand R = oo ou d’ordre non-zéro quand R=1 et o un
nombre admissible & f quelconque. Alors, s'il W'y a pas de relations liéaires
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homogenes entre les fonctions fy, +++,f,, c’est-a-dire, n.=0, pour q combinaisons
{F .}, de fo,++, fn» [linéaires, homogénes & coefficients constants, linéairement
indépendantes n+1 4 n+1 (q=n+2), on a

(g = n— VT4 f1= 3 Nr, 0.F)+Sdr)
ou
'0( rl"g—;?:—f,mdt) (@>0)]
: (R = o)
Sa(r) = O((log 7)?) (a= O)J
0( log*T(t,f)(l—t)""dt) (R=1).

En effet, on ne démontre que I’estimation de S.(r). On obtient cette estimation
tout de suite du lemme 5 ou 5 en utilisant le lemme 2 ou 2.

THEOREME 10. Soient f=/fo,+++,fn) un systéme d’ordre p, 0<p= oo,
dans |z]| <R (R=1 ou o), @ un nombre admissible & f quelconque, alors

(1) Clensemble N.f)= {F; combinaison de f, ++-,fn linéaire, homogéne
a coeffiicients constants, 8.F)>0 et toutes les combinaisons sont lineairement
indépendantes n+1 a n+1} est plus dénombrable ;

(2) s y a N(By) combinaisons Fy i=1,++,N(By) de fo, +**,fn, linéaires,
homogénes & coefficients constants, exceptionnelles au sens de Borel telles que
(F, (i=1,+++,N(By)), FeN.f)—{F}YP} sont linéairement indépendantes n+1
d n+1,

S(F)=n+1—N(Bj);

FeNa(~(Fi}
quand il n’y a pas de relations linéaires, homogénes entre f,, -+, fu.
En effet on peut démontrer comms dans le cas des fonctions méromorphes

(les théorémes 1 et 3 dans [10]) en utilisant les propositions 3, 4,10 (R = o0) ou les
propositions 8,9,10 (R=1).

COROLLAIRE 10. Soit N(f)= {F eN.f); 8(F)>0}, alors
SF)=n+1-N(By).
FeN(f)—{F}

COROLLAIRE 11. Le nombre de combinaisons de fy,+++,fn [linéaires,
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homogeénes & coefficients constants, linéairement indépendantes n+1 d n+1 et
exceptionnelles au sens de Borel ou au sens de Nevanlinna de défaut 1 est au
plus égal a n+1 quand il W'y a pas de relations linéaires, homogénes entre

les fo, e, fn

N.B. 9. Quand n=1, on a des résultats du cas des fonctions méromorphes.

N.B. 10. Tous les résultats dans les paragraphes 2~ 8 s’appliquent en particulier
aux fonctions algébroides en utilisant un théoréme de Valiron ([11]), qui caractérise
la fonction caractéristique d’'une fonction algébroide utilisant les coefficients qui la
déffinissent. En outre, on a

> 8a.f) = 2n—N(B,)

G(Bf

ol B, est I'ensemble des valeurs exceptionnelles au sens de Borel pour f, algébroide
dans |z| < R(R=1, ouco) a n-branches et d’ordre non-zéro.
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