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SUR LA DUALITE DE MORITA

BERNARD RoOUX

(Rec. Dec. 26,1970)

On montre (section 3) que ’existence de certains idéaux injectifs Ae et fA (e et
S idempotents) dans un anneau A équivaut a Dexistence d’'une dualité de Morita
définie par le bimodule ,,.fAe,,, (résultat connu lorsque A est artinien, KR,
Fuller [6, théoréeme 3.1]). Et on définit (section 4) une correspondance biunivoque
entre les classes d’équivalence de dualités de Morita et les classes d’isomorphisme de
certains anneaux semi-parfaits et QF'3 a gauche et & droite,

Dans tout ce papier tout anneau A posséde un élément unité et tout module est
unitaire, Nous notons M (resp. M,) la catégorie des A-modules a gauche (resp. a
droite).

1. Introduction. Il est bien connu (T.Nakayama[14], G.Azumaya[1], J.Dieudonné
[4], K.Morita[11], K.R.Fuller[ 6 ]) que:

(1.1) Pour un anneau A artinien a gauche, les assertions suivantes sont

équivalentes :

(1) A est injectif a gauche ou 4 droite;

(2) Tout A-module & gauche (resp. a droite) de type fini est canoniquement
isomorphe a son bidual;

(3) Pour tout idempotent primitif e de A, il existe un idempotent primitif f
tel que S(Ae)=T(Af) et S(fA)=T(eA) (pour chaque module M, on note
S(M) son socle et T'(M) = M/Rad(M) sa téte).

Un anneau vérifiant ces conditions est appelé Quasi-Frobéniusien (QF en abréviation).
11 est injectif et cogénérateur dans ,9M et dans M.

Une premiére généralisation de ce résultat est donnée par la dualité de Morita:
une “dualité de Morita” est une équivalence contravariante de catégories entre deux
catégories de A-modules a gauche et B-modules a droite qui sont fermées par prise de
sous-modules et modules quotients et contiennent tous les modules de type fini. Morita
[11] et Azumaya [ 1] montrent que de telles dualités sont données par des couples
de foncteurs (Homy,(—, sU), Homg(—,Us)) ot JUp est un A-B-bimodule injectif et
cogénérateur dans ,IM et M. Nous dirons alors que le bimodule Uy définit une
dualité de Morita, Le résultat (1.1) se généralise d’ailleurs ainsi, sans hypothése
artinienne (pour une preuve directe, voir T. Kato [9]):
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(1.2) Les assertions suivantes sont équivalentes pour un anneau A:
(1) A est injectif et cogénérateur dans , M et dans M ;
(2) Le bimodule ,A, définit une dualité de Morita;
(3) A est somme directe d’enveloppes injectives de modules a gauche simples
et de modules a droite simples.

Un anneau vérifiant ces conditions est appelé Presque-Frobeniusien (PF en abréviation),

Une autre généralisation des anneaux QF est donnée par les anneaux QF3:
nous dirons qu'un anneau est QF3 & gauche s’il existe une famille finie de A-modules
4 gauche simples (S,);<;<,(non isomorphes) telle que le modulelségnE(Si) soit projectif

fidéle. Alors ce module contient une copie de tout idéal a gauche minimal, et est
isomorphe & un facteur direct de tout A-module a gauche fidéle: on I’appelle le
module fidéle minimal de ,9MM. (Ce n’est pas la définition usuelle des anneaux QF'3,
mais une caractérisation, due a E A Rutter [18]). K.R.Fuller [5, théoréme 3. 6] donne
la généralisation du résultat (1. 1) correspondant au cas des anneaux artiniens QF3,
et plus généralement encore établit le résultat suivant [6, théoréme 3.1]:

(1.3) Soit e un idempotent d’un anneau artinien a gauche A. Les assertions
suivantes sont équivalentes:

(1) Ae est injectif;

(2) Il existe un idempotent f tel que:

(@) Le bimodule 4y fAe .4, définit une dualité de Morita;

(b) sra(Ae)=0=r4(fA) (si M est un A-module a gauche, J une partie de A,

on note s; M) = {aedJ, aM=0} et r{J)= {xe M, Jr=0}. Et symétrique-

ment pour un module & droite)

(3) Pour tout idempotent primitif e, tel que Ae, soit facteur direct de Ae, il
existe un idempotent f, tel que S(Ae,)=T(Af,) et S(f,A)=Tl(e,A). (I'idéal
fA, les idéaux f,A sont alors injectifs)

Alors le résultat (1. 1) peut apparaitre comme un simple cas particulier du résultat

(1.3).

Ceci est-il toujours vrai sans hypothése artinienne? Ou encore, le résultat
(1. 2) peut-il étre considéré comme cas particulier d’'un résultat qui généraliserait (1. 3)
sans hypothése artinienne? Le premier but de ce travail est de repondre a cette
question, ce que fait notre théoréme (3.6), qui géneralise simultanément les résultats
(1.2) et (1. 3).

Par ailleurs on dit qu'un idempotent e d'un anneau A est primitif si I’idéal
Aelou eA) est local (un module M est dit local s’il posséde un sous-module propre
contenant tout sous-module propre de M). Des conditions équivalentes (pour qu’un
idempotent soit primitif) sont données en [17, définition (2.0)]. Si A est un anneau
artinien, ou seulement semi-parfait, cela équivaut & la définition usuelle: Ae est
indécomposable. Si un idempotent e est primitif, on dit que I’idéal Ae (rest.eA) est
primitif. Généralisant une définition de K.R.Fuller [5], on dit que:



SUR LA DUALITE DE MORITA 459

(1.4) Un idéal & gauche I d’un anneau A est antistrophique si:
(a) I est une somme directe finie d’idéaux primitifs, I= @ Ae;

1=si=n

(b) Pour tout i, 1=i=mn, il existe un idempotent primitif f, tel que S(Ae,)
=T(Af,) et S(f;A)=T(e;A). (définition symétrique pour un idéal a droite). (L’anneau
d’endomorphismes de tout idéal primitif étant local [17, (2. 0)], le théoréme de Krull-
Schmidt-Azumaya est applicable & I’idéal I, de sorte que toutfacteur direct de I est
une somme directe d’idéaux isomorphes 4 des Ae;, donc est antistrophique). Avec
cette définition, le résultat (1.3) dit quun idéal a gauche d’un anneau artinien
a gauche est injectif si et seulement s’il est antistrophique. Shématiquement,
dans la premiére partie de cet article on montre (en utilisant une méthode de T, Kato
[10]) que si un anneau (non nécessairement artinien) contient des idéaux enveloppes
injectives de simples, a gauche et a droite, alors ces idéaux sont antistrophiques,
mais réciproquement des idéaux antistrophiques ne sont pas nécessairement injectifs
(résultats (2.6) et (2.7)). (La notion d’antistrophisme est techniquement intéressante
car il est en général trés facile de vérifier si un idéal d’'un anneau artinien est
antistrophique, doncde savoir s’il est injectif. Et avec cette propriété il est également
facile de construire des anneaux artiniens contenant des idéaux injectifs, en particulier
des anneaux QF ou QF3).

La derniére partie est consacrée a quelques remarques sur les modules

projectifs (resp. injectifs) dans le cas d’une dualité de Morita,
Rappelons quelques résultats qu’on utilise dans la suite :

(1.5) LEMME (B.Osofsky [16, lemme 1]). Un A-module & gauche M est
cogénérateur de ,M si et seulelment si M contient une copie de [lenveloppe
injective de chaque A-module a gauche simple.

Soit ,Up un bimodule. Un A-module & gauche M est dit U-réflexif si le morphisme
canonique de M dans HomgHom,(M, JU),Us) est un isomorphisme. Définition
symétrique pour un B-module & droite,

(1.6) THEOREME (K.Morita [11, théoréme 2.4]). Soient A et B deux
anneaux, et Uy un bimodule, Les assertions survantes sont équivalentes :

(1) La classe des A-modules a gauche U-réflexifs contient la classe obtenue
a partir de A et ,U par prise de sous-modules, quotients, et sommes
directes finies. Et symétriquement avec les B-modules a droite;

(2) Tout quotient de A et de U est U-reflexif, tout quotient de By et de
Us est U-reflexif ;

(3) (@) Les morphismes canoniques d’anneaux de B dans End (U) et de A dans

Endp(U) sont des isomorphismes ;
(b) U est cogénérateur et injectif dans M, Up dans M.
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(1.7) THEOREME (B. Osofsky [16, théoréme 2)). Si un bimodule JUg définit
une dualité de Morita, les anneaux A et B sont semi-parfaits.

(1.8) COROLLAIRE. Soit ,Up un bimodule définissant une dualité de
Morita. Soit A= D ( & Ae;) une décomposition de ,A en somme directe
)

1=k=n 1=si=p(k
d’idéaux a gauche primitifs, ol Ae,, = Ae,; si et seulement si h==k. Alors
U= ( & )E,“), ou E,,= EHom,7T(Ae,), 2U)). Et symétriquement avec B et

1sk=n 1=sisp(k
4U (et le nombre de types d’idéaux primitifs de B est encore 7).

PREUVE. Voir [12, Lemme 1]

(.99 REMARQUE. Dans l’assertion (3)(b) du théoréme (1.6) il n’est pas
nécessaire de supposer que ,U et Up sont injectifs. En effet la preuve que (3)
implique (1) se fait alors comme celle de Morita, en utilisant le lemme suivant:

(1.10) LEMME. Soit U un A-module cogénérateur dans M. Alors pour
tout A-module a gauche X et pour tout sous-module Y de X on a: Y=Y,
ot on note Y° = {y e Hom,(Y, ,U), yY =0} et Y= {xecY,zY°=0}.

La preuve de ce lemme se fait exactement comme celle du lemme (2.1) de Morita
[11] en utilisant le lemme (1. 5).

2. Antistrophisme dans un anneau contenant des enveloppes injectives
de modules simples. Nous utiliserons dans la suite ces résultats connus :

(2.1) LEMME. Soit A un anneau, S un A-module & gauche simple. Les
assertions suivantes sont équivalentes :
(1) E(S) est isomorphe a un idéal de A;
(2) E(S) est projectif ;

(3) E(S) est sans torsion, i.e. senvoie dans un produit de copies de ,A.

PREUVE. Voir par exemple T.Kato [10, proposition 1].

(2.2) LEMME. Si e est un idempotent d’un anneau A, tel que l’idéal Ae
soit enveloppe injective d’un module simple, il est primitif.

PREUVE. B.Osofsky [16, lemme 3].

(2.3) LEMME. Soit A un anneau, et a< A, tel que Aa soit un idéal a
gauche minimal contenu dans un idéal injectif. Alors I’idéal a droite r.s.a)),
isomorphe & Homy(Aa, A), est extension essentielle de l’idéal aA, et celui-ci est
mimmal.

PREUVE. T.Kato [10, lemme 1], ou K.Sugano [19, lemme 3].
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Pour tout A-module M, on note M*=Hom,(M, A), et M la classe d’isomorphisme
de M. Si M est un A-module a gauche simple dont l’enveloppe injective est
projective, il résulte des lemmes (2.1) et (2.3) qu’il existe ac A tel que M= Aa,
et M* =r,(s4a)) qui est extension essentielle de I’idéal simple aA. Alors si (S;);cs
est une famille de modules simples dont les enveloppes injectives sont projectives, ceci

permet de définir une application ® de la famille (S;),.; dans I’ensemble des classes

d’isomorphisme d’idéaux a droite simples de A, en posant ®(S;)=classe d’isomorphisme
du sous-module simple de S}(définition de T.Kato [10, p.117]).

(2.4) LEMME. Avec les notations et hypothéses ci-dessus, Uapplication ®
est une injection. Et si e, est un idempotent tel que Ae,=E(S,;), icI, alors
D(S,)=T(eA).

PREUVE. Soient S et 7" deux A-modules 4 gauche simples dont les enveloppes
injectives sont projectives, i.e, isomorphes a des idéaux primitifs (d’aprés (2. 1) et (2. 2)),
soient Ae et Af respectivement. Alors il existe a € Ae, be Af, tels que Aa=S(Ae)
=S, Ab=S(Af)=T. Puisque a=ae, aAe+#0, dou T(€A)=aA=P(S), d’aprés
(2.3) et [17,(3.4)]. Et de méme ®(T)=T(fA). Alors si ®[S)=DT), T(eA)=T(fA),
d’ou Ae=Af, d’aprés Jacobson [8], donc S=T'. Donc & est une injection.

Si, en plus de I’hypothése que E(S;) est projectif pour tout z< I, on suppose
aussi que E(D(S;)) est projectif pour tout 7 € I, et si on note ¥ I’application de Im®
dans I’ensemble des classes d’isomorphisme d’idéaux a gauche simples de A définie

par W(I(S,))=classe d’isomorphisme du sous-module simple de (®(S,))*, on a le résultat
suivant (qui généralise le théoréme 3 de T.Kato [10], avec une preuve analogue):

(2.5) THEOREME. Soit A un anneau, et (S,),; une famille de classes
d’isomorphisme de A-modules a gauche simples tels que les modules E(S,) et
E(®(S,) soient projectifs pour tout icl, on on définit comme ci-dessus les
applications © et ¥V par BS,)= S(S¥) et V(®(S,)) = S(B(S,)*). Alors:

(a) Les applications ® et ¥ sont des bijections réciproques;
(b) Pour tout i< Iil existe desidempotents e, et f, de A tels que Ae,=E(S,), f.A
= E(®(S))), et:

S(Ae)=T(Af)= S
Sfid) = T(e,A) = P(S)).
PREUVE. (a) D’aprés le lemme (2. 4), ® est une bijection de (S;);c; dans Im®.
Soit S un A-module & gauche simple tel que S=S,, pour un certain z € I, D’aprés

les lemmes (2.1),(2.2),(2.3), il existe un élément ac A et un idempotent primitif
ec A tels que Aa=S, Ae = E(Aa), Aa=S5(Ae), et ®(Aa)=aA. Et pour des raisons
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symétriques, il existe b€ A et un idempotent primitif f< A tels que bA=aA, fA
=E(bA), bA=S(fA), et V(bA)=Ab. Puisque aA==bA, (aA)*=(bA)*, donc s(ra))
=S,(r4b): or s4(r4(a)) contient I'idéal simple Aa, et, d’aprés le lemme (2. 3), s,(r (b)) est
extension essentielle de I’idéal simple Ab, donc Aa==Ab. Mais Ab=Y(bA)=Y(P(Aa)),

donc W(P(Aa))=Aa, ou encore W(P[S))='S. Donc ¥ est la bijection réciproque de @.

(b) D’aprés le lemme (2. 4), puisque Ae== E(S), ®(S)=T/(eA), donc T(eA)=aA
=bA=S(fA). Et symétriquement, puisque fA= E(®(S)), ¥(®S))=T(ASf), donc
T(Af)=S = S(Ae).

Des résultats (2. 4) et (2.5) découle immediatement un résultat annoncé dans
Pintroduction:

(2.6) Soit A un anneau contenant un idéal Ae= @ Ae,, oi Ae, est enveloppe
1=si=n

injective d’un A-module & gauche simple, 1<i=n. Si le module E(T(e,A) est
isomorphe & un idéal de A, pour tout i, 1 =i=n (condition toujours vérifiée si
A est artinien & gauche, d’aprés (1.3)), alors Ae est antistrophique.

(2.7) On donne plus loin un exemple d’anneau A (semi-primaire, mais non artinien)
possédant des idéaux Ae et fA antistrophiques (S(Ae))=T(Af) et S(fA)=T(eA)), ou
Ae est injectif, fA ne lest pas, et E(T(eA)) n’est pas isomorphe a un idéal. Cela
montre que :

(1) La condition du résultat (2.6), suffisante pour impliquer I’antistrophisme, n’est
pas nécessaire ;
(2) Un idéal antistrophique peut n’étre pas injectif, si I’anneau n’est pas artinien.

Les corollaires suivants du théoréme (2. 5) sont en particulier valables pour un
anneau QF3 4 gauche et & droite (définition dans I’introduction), et ils sont connus
dans le cas d’un anneau artinien (Fuller [ 5 ]):

(2.8) COROLLAIRE. Soit A un anneau tel que [Denveloppe injective de
tout idéal, & gauche, et a& droite, minimal de A soit projective. Alors un idéal
a gauche (resp. a droite) est antistrophique si et seulement si il est enveloppe
injective d’un idéal minimal,

PREUVE. Si Ae est enveloppe injective d’'un idéal minimal, c’est un idéal
antistrophique, on vient de le voir. Inversement soit Ae un idéal antistrophique, i.e.
tel qu’il existe un idempotent j pour lequel S(Ae)==T(Af) et S(fA)=T(eA). 1l résulte
de I’hypothése et des lemmes (2.1) et (2.3) qu’il existe un élément a et un idempotent
& de A tels que S(Ae)=Aa= S(A8), et E(Aa)=AE. Et d’aprés (2.5), il existe un
idempotent 7 tel que nA soit injectif et S(A8)=T(An) et S(nA)=T(EA). Mais
puisque S(Ae)= S(A¢), T(Af)=T(A ), dou fA=nA. Donc S(fA)=S(nA4), dou
T(eA)=T(€& A), d’ott Ae=A &. Donc Ae (resp. fA) est enveloppe injective de son socle.
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(2.9) COROLLAIRE. Sous les mémes hypotheéses qilen (2.8) il y a bijection
entre les classes d’isomorphisme des: (1) idéaux a gauche simples; (2) idéaux
a droite simples; (3) idéaux & gauche primitifs antistrophiques; (4) idéaux &
droite primitifs antistrophiques; (5) enveloppes injectives projectives de modules
a gauche simples; (6) enveloppes injectives projectives de modules a droite
simples.

Exemple (M.Harada [7, p.23]). Un idéal antistrophique non injectif. Soient A,
A, A; des corps, ot A;=A,, et soit M;, un A;-A,-module tel que [M;,: As;]=oo,
Soit M;;=A, et M,;=Homu(M;,, M;,). Considérons ’anneau des matrices (“triangulaire
généralisé”) :

A, 0 0 1 0 O 0 0 O
A=|M,, A, O |, etnotonse=0 0 Oletf=|0 0 O
M31 M2 AS O O 0 0 0 1

M.Harada montre que A est QF3 & gauche et non QF3 4 droite, i.e. Ae est
injectif et fA ne l’est pas. Or Ae et fA sont antistrophiques: S(Ae)=T(Af)= Af
et S(fA)=T(eA)=eA. De plus si E(T(eA))était isomorphe 4 un idéal, celui-ci serait
antistrophique a Ae, d’aprés (2.5), et isomorphe a fA, d’aprés (2. 8). Or fA n’est pas
injectif, donc E(T(eA)(=E(fA)) n’est pas isomorphe a un idéal, ce qui montre (2. 7).

3. Dualité de Morita dans un anneau contenant des enveloppes injectives
de modules simples. Si ¢ est un idempotent primitif d’un anneau semi-primaire,
K.R.Fuller [6] dit que Ae et E(T(eA)) forment une paire, et montre l’intéret de
cette notion. En fait cette notion est intéressante pour tout anneau contenant des
idéaux primitifs. Nous reprenons donc pour un anneau quelconque la définition de

K .R.Fuller [6, p.117]:

(3.1) DEFINITION. Soit A un anneau, E une somme directe finie d’enveloppes
injectives de modules & gauche simples, F' un idéal a droite de A somme directe finie
d’idéaux primitifs. On dit que E et F forment une paire si les conditions équivalentes
suivantes sont vérifiées :

(1) 1l existe des décompositions FF=@ ( & e A)et E= D ( EB(k)Ekj), ou les

1=sk=m 1=si=p(k) 1=k=m 1sj=q
e;; sont des idempotents primitifs, ou e;;A=e,,A si et seulement si h==%, et
ou E; E(T(Ae)), pour tous k7,7, h, g 1=k=m, 1=i=p(k), 1=j=q(k),
l=h=m, 1=g=p(h).
(2) Pour tout facteur direct indécomposable E* de Efresp. nA de F] il existe un
facteur direct nA de Flresp. E' de E] tel que S(E)=T(A7). (I’équivalence
de ces conditions résulte simplement du théoréme de Krull-Schmidt-Azumaya)
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Les résultats suivants, énoncés par Fuller [6, lemmes (1. 1), (2. 1), (2, 2)] pour un
anneau semi-primaire, sont vrais en fait sans cette hypothése et sans modification
sensible de preuve (utiliser [17, (3. 4)] :

(8.2) LEMME. Soit f un idempotent primitif d’un anneau A, et E un
A-module & gauche injectif, tels que E et fA forment une paire (définition
(8.1)). Alors:

(@) re(J)=re(fJ) et s;4K)=s;AKE), pour tout idéal & gauche J et tout idéal

a droite K de A;

(b) 75(fA)=0 et s;(E)=0;
(€ rdfA)=s4E).

(8.3) LEMME. Soit A un anneau, et soient E et fA comme en (3.2). Alors:

(a) Pour tout A-module & gauche M, la restriction des morphismes a fM donne
un isomorphisme de groupes additifs: HomyM, E)=Hom,,{fM,fE). Si
M est de plus un A-A-bimodule, U’isomorphisme ci-dessus est un isomorphisme
de A-modules & gauche¥);

(b) lapplication ¥ définie par: [V(s)|(fx)=s(fx)s<c EndyE), fxefE, est un
isomorphisme d’anneau de End(E) dans End,,(fE);

(c) Si J et J sont des idéaux bilatéres de A, alors on a Uisomorphisme de
A-modules & gauche suivant: riJ)/r(J)=Hom,fJ/fJT, fE).

(3.4 LEMME. Soit A un anneau, et soient F= @ ( © fiA) et

1=sk=m 1=sisp(k)
E =1§éB§m( ) S?éq{%"’) Sformant une paire, et notons f= ; freirAlors fE =1§k§m(1§;2q (k)Ekj)’
ou Ek, (=SE.;s) est isomorphe a Uenveloppe injective du fAf-module a gauche
simple T(fAfrw). En particulier les fAf-modules fE et fAf forment une paire,
donc fE est cogénérateur de ;4 M.

Soient Ae et fA des idéaux sommes directes finies d’idéaux a gauche (resp. a
droite) primitifs: on dit que Ae et fA sont antistrophiques 'un & autre si tout
facteur direct indécomposable de Ae est antistrophique 4 un facteur ‘direct de fA et
inversement,

Si Ae et fA sont des idéaux antistrophiques 'un & l’autre et injectifs, il résulte
des définitions que Ae et fA forment une paire, et fA et Ae forment une paire,
Grace aux résultats du chapitre 2, on peut montrer que réciproquement si Ae et
SA (ou fA et Ae) forment une paire et sont injectifs, alors Ae et fA sont antistrophiques

I’'un & lautre:

%) Soient A et B deux anneaux, M un A-B-bimodule, N un A-module & gauche, Alors
I'opération de B dans Hom4(M, N) définie par (bf)(m)=f (mb) confére & Hom4 (M, N)
une structure de B-module 4 gauche. C'est de cette facon qu’en (3.3) (a) on définit la
structure de A-module a gauche sur Hom (M, E) et Homysar (fM, fE), lorsque M est un
A-A-module. Et pareillement en (3.6)(2)(b), ou on utilise aussi une version a droite de cela.
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(8.5) LEMME., Soient Ae et A des idéaux sommes directes finies d’idéaux a
gauche (resp. & droite) qui sont enveloppes injectives de modules simples. Les
conditions suivantes sont équivalentes :

(1) Ae et fA sont antistrophiques lun & Dautre;
(2) Ae et fA forment une paire;
(3) fA et Ae forment une paire.

PREUVE. 1l suffit de montrer que (2) implique (1 )(( 3 ) implique (1) par raison
de symetrie), Soient Ae et fA sommes directes d’enveloppes injectives de modules
simples et formant une paire. Soit A& un facteur direct indécomposable (i.e. idéal primitif)
de Ae: alors il existe un facteur direct 7A de fA tel que S(A&) =T (A7). Puisque nA
est enveloppe injective d’un module simple, et E(T(A 7)) isomorphe & I’idéal A& de
A, A& et nA sont antistrophiques d’aprés (2. 6). On montre symétriquement que si 74
est un facteur direct indécomposable de fA, il existe un facteur direct A& de Ae tel
que A€ et nA soient antistrcphiques.

Alors nous pouvons établir le résultat qui généralise le résultat (1.3) de K.R.
Fuller [6]:

(3.6) THEOREME. Soient ¢ et f deux idempotents d’un anneau A. Les
assertions suivantes sont équivalentes :
(1) (a) Ae et fA sont des sommes directes d’enveloppes injectives de modules
simples
(b) Ae et fAlou: fA et Ae) forment une paire;
(2) (@) Le bimodule ;4.fAe., définit une dualité de Morita;
(b) Ae=Hom,,(tA, fAe), et fA=Hom,,(Ae, fAe), isomorphismes de
A-modules, & gauche et & droite respectivement,

PREUVE. (1) implique (2 ). Supposons la condition (1) remplie, Puisque Ae et
SfA forment une paire, le fAf-module fAe est cogénérateur et injectif dans ,, M,
d’apres (3. 4). D’aprés (3.5), fA et Ae forment aussi une paire, donc symétriquement
le eAe-module fAe est cogénérateur et injectif dans M, 4. Donc la condition (3 )(b)
du théoréme (1.6) est remplie pour le bimodule ,,.fAe... Et daprés (3.3)b),
End,,/(fAe)=End (Ae)=eAe. Et symétriquement End,,.(fAe)=End,(fA)=fAf.
Donc la condition (3 )a) du théoréme (1.6) est aussi remplie, et ainsi le bimodule
rarfAe,, définit bien une dualité de Morita. Quant & la condition (b), elle est obtenue
en prenant M=A et E=Ae dans le lemme (3.3)@a): alors Ae=Hom,A4, Ae)
=Hom,,/(fA,fAe), et cest bien un isomorphisme de A-modules 4 gauche, Avec la
version & droite de ce lemme, on a symétriquement fA = Hom,(Ae, fAe).

(2) implique (1). Remarque préliminaire: si f est un idempotent d’un anneau
A, il résulte immédiatement de [17, (2. 0)] qu’un idempotent contenu dans l’anneau
SAf y est primitif si et seulement s’il est primitif dans A. On parlera donc
d’idempotents primitifs sans préciser dans quel anneau. Et si ¢ fAf et ne fAf sont
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des idempotents primitifs, les A-modules A& et An sont isomorphes si et seulement
si les fAf-modules fAE et fAn sont isomorphes, toujours d’aprés [17,(2.0)].

Supposons la condition (2 ) remplie. (La preuve de cette implication est la méme
que celle de Fuller [6,p.125]). Alors 'anneau fAf est semi-parfait, d’aprés (1.7).
Soit f= > > fi; une décomposition de f en somme d’idempotents primitifs

1=k=n 1=isp(k)

orthogonaux, ot Af,;=Af,; si et seulement si A==% Alors d’aprés (1.8), fAe
=@ ( ® )EM), ot E,,=E(T(fAf.) pour tout j, 1=j=g(k). Maintenant

1=k=n 1=j=q(k

définissons E= @ ( @ )Ek,), ou on prend E,;=FE(T(Af:)) pour tout j, 1=7=gq(k).

1sk=n 1sj=q(k

En particulier il résulte de cette définition de E que E et fA forment une paire,
Et d’aprés (3.4), fE=fAe. Alors, en appliquant cela et le lemme (3.3)c) avec
J=0et J=A4, on en déduit E=Hom,,(fA,fAe), ot E=Ae, d’aprés notre
hypothése (b). Donc Ae est une somme directe d’enveloppes injectives de modules
simples, et symétriquement pour fA; et on a vu que Ae(=E) et fA forment une
paire, ce qui achéve la preuve,

Alors I’équivalence des conditions (2) et (3) du résultat (1.2) peut étre
considérée comme un cas particulier et un corollaire immédiat du théoréme ci-dessus,
En effet si le bimodule ,A, définit une dualité de Morita, il suffit d’appliquer ce
théoréme avec e=f=1 (la condition ( 2 )(b) de (3. 6) est alors évidente) pour en déduire
que ,A(resp. A,) est une somme directe d’enveloppes injectives de modules a gauche
(resp. & droite) simples, Réciproquement si on suppose remplie cette derniére condition,
4A et A, sont antistrophiques I'un & lautre d’aprés (2.6), donc le bimodule ,A,
définit une dualité de Morita, en appliquant encore le théoréme (3. 6) avec e =f=1.

On peut appeler anneau QF 3~ A gauche un anneau ayant un nombre fini de types
d’idéaux & gauche minimaux, et tel que I’enveloppe injective de chacun d’eux soit
projective. (Un anneau QF3 est donc QF3~) Alors, comme corollaire de notre théoréme
(3.6), le résultat suivant généralise le théoréme (3.6) de K.R.Fuller [5]:

(3.7) COROLLAIRE. Les assertions suivantes sont équivalentes pour un
anneau A:
(1) A est un anneau QF3~ a gauche et a droite;
(2) I existe des idempotents e et f de A tels que:
(a) Le bimodule . fAe.., définit une dualité de Morita;
(b) sAe=Hom,,/fA,fAe), et fA,=Hom,,(Ae,fAe);
(c) Aelresp.fA) contient une copie de chaque idéal a gauche (resp. & droite)
minimal de A.

PREUVE (2) implique (1). Il suffit d’appliquer le théoréme (3. 6).

(1) implique (2). Soit A un anneau QF3~ & gauche, et (S;);<;s, une famille
compléte d’idéaux 4 gauche minimaux non isomorphes, et soit e, un idempotent tel
que Ae,=E(S,), 1=:i=n (on montre facilement que les e, sont deux a deux
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orthogonaux). Supposons maintenant que A est QF 3~ 4 droite : il résulte du
théoréme (2.5) que (P(S,))<;=n est une famille compléte d’idéaux a droite minimaux
non isomorphes. Soit f; un idempotent tel que fLA=E®D(S,;), 1=:i=n (les
J, sont deux & deux orthogonaux): Ae, est antistrophique & f,A(2.5). Alors si
onnote e= Y e, f= f, Ae et fA sont antistrophiques 'un a l'autre, La

1si=n 1=i=n

condition (1) de (3.6) étant donc remplie, il suffit d’appliquer ce théoréme,

REMARQUE : Dans le résultat (3. 7), on peut remplacer QF3~ par QF'3, pourvu
qu’on remplace aussi la condition (2)(c) par celle-ci: Ae (resp. fA) est fidéle.

La section 4 est une application des résultats (3.6) et (3.7). On vient de voir
que la présence d’enveloppes injectives de modules simples dans un anneau équivaut
a lexistence d’une dualité de Morita entre deux sous-anneaux. On va montrer
réciproquement que si un bimodule Uz définit une dualité de Morita, il existe un
sur-anneau D de A et B contenant des enveloppes injectives de modules simples
telles que la dualité de Morita quelles impliquent soit justement la dualité de ,Us.

4. Une bijection entre dualités de Morita et certains anneaux QF3. Un
morphisme d’un bimodule Uz dans un bimodule ,U'p est un triple (v, %, w) ol v
(resp.w) est un morphisme unitaire d’anneaux A—A’(resp. B—B’), et # un morphisme
de groupes additifs tel que w(axb)=v(a)u(x)w(d). Celd définit sur la classe B des
bimodules une structure de catégorie (la composition des morphismes est évidente).

Soit A la classe des triples (f, D, e) o D est un anneau, f et e des idempotents
de D. Un morphisme (f; D,e)—(f’,D,€’) est un morphisme d’anneaux ®: D—D' tel
que O(f)=f", dle)=¢". Cela définit sur la classe A une structure de catégorie. (Soit
® un morphisme D—ID), et soit XC D; on note ®|X la restriction de ® a X).

On vérifie facilement qu'on définit un foncteur H de U dans B en posant:
H(f, D, e))= spsfDe.p., et, si ® est un morphisme (f, D, e)—=(f, D, ¢€):

H(®) = (®|fDf, ®|fDe, ®|eDe).

Si ,Up est un bimodule, on note (A, U, B) I’'anneau défini sur le groupe additif
produit A XU x B en posant (a,z,b)a,x,b’)=(aa’,ax’ +zb’,bb’). On vérifie
facilement qu’on définit un foncteur K de B dans U en posant :

K(Usg) = (145 0,0), (A,U, B), (0,0,15)),
et, si (v, %, w) est un morphisme ,Uz— Uz :
K((v, u, w))a, x, b) = (v(a), ¥z), w(d)), pour (a, x,d)c (A,U,B).

Alors HK(,Uz) = 4,000, U, 0)¢.0.5, €t le morphisme (v4, %y, ws) défini par
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via)=(a,0,0), uy(x)=(0,x,0), wsd)=(0,0,b) est un isomorphisme de ,Ujp sur
HK(,Ug). Donc HK=Id(B), ot on désigne ainsi le foncteur identité sur B. Par
contre KH n’est pas isomorphe & Id(¥): en effet tout objet (f,D,e) appartenant &
KH() vérifie la condition suivante :

(1) e+f=1p eteDf =0.

Par ailleurs, pour tout objet(f, D,e) de ¥ considérons les morphismes de groupes
additifs suivants :

my: D—{fDf, fDe, eDe), défini par m,(d) = (fdf,fde,ede), ot d e D;
my: (fDf, fDe, eDe)— D, défini par m,(a,x,b) = a+x+b,ol ac fDf, x< fDe, b< eDe.

(4.1) LEMME. Les conditions suivantes sont équivalentes pour un objet
fiD,e)de U:
1) e+f=1p, et eDf =0;
2) (fs D, e) est isomorphe a un objet de K(B);
3) Le morphisme m,, défini ci-dessus, est un isomorphisme d’anneaux :
4) Le morphisme m,, défini ci-dessus, est un isomorphisme d’anneauz.

PREUVE. Elle est élémentaire,

(4.2) 1l en résulte que si on note A’ la sous-catégorie pleine de U dont la classe
des objets est la classe des objets isomorphes aux objets de K(B), et H  la restriction
du foncteur H a W', alors KH = Id(W')et H K= Id(B)), donc les foncteurs H et
K définissent une équivalence naturelle entre les catégories W et B.

(4.3) Soit 4Up un bimodule, Un élément & de A est idempotent si et seulement
si ’élément (&, 0, 0) de (A, U, B) est idempotent. Et comme (&, 0, 04, U, B)(&, 0, 0)
=(EAE,0,0), & est primitif dans A si et seulement si (&0, 0) est primitif dans
(A, U, B)[17, (2. 3)]. Et deux idempotents & et 7 de A sont orthogonaux si et seulement
si (& 0,0) et (n,0,0) sont orthogonaux dans (A4, U, B).

(4.4) LEMME. Soit Uz un bimodule. L’anneau (A, U, B) est semi-parfait
si et seulement si A et B sont semi-parfaits.

PREUVE. Supposons (A, U, B) semi-parfait. Alors les idempotents (14 0,0) et
(0,0,15) sont sommes d’idempotents primitifs orthogonaux, donc d’aprés (4.2),
1,(resp. 15) est somme d’idempotents primitifs orthogonaux, donc A(resp. B) est
semi-parfait (B.J.Muller [13, théoréme 1]). Dans ’autre sens, si A et B sont semi-
parfaits, 1, et 1z sont sommes d’idempotents primitifs orthogonaux, donc aussi
Leavm[= (1450,0)+(0, 0, 15)], puisque (14 0,0)0,0,15)=0. Donc (A4, U, B) est semi-
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parfait,

(4.5) THEOREME. Soit Uz un bimodule définissant une dualité de
Morita. L’anneau (A,U, B) est semi-parfait et QF3 & gauche et 4 droite.

Plus précisément, si on note f=(1,,0,0), e=(0, 0, 15), et D l’anneau (A, U, B), alors
I’idéal De(resp. fD) est fidéle et somme directe d’enveloppes injectives d’idéaux a
gauche (resp. 4 droite) minimaux (le module & gauche[resp. & droite] fidéle minimal

est “I’idéal de base” de De[resp. de fA)).

PREUVE. D est semi-parfait d’aprés le lemme (4. 4). On a vu que le bimodule
rosrfDe.p, = HK(,Ujp) est isomorphe au bimodule ,Us donc définit une dualité de
Morita: ainsi la condition (2 )(a) du résultat (3.7) est remplie. Puisque e+f=1,,
on a un isomorphisme de fDf-modules & gauche fD = fDe®fDYf, d’ot1 I'isomorphisme
de eDe-modules & droite Hom,p (D, fDe) = Hom,p/(fDe, fDe) ® Hom;p, (fDf, fDe)
=eDe®fDe=De. Et finalement, en considérant de plus les structures de D-modules &
gauche, on a pDe,p,=Hom;,(fD, fDe); et symétriquement ,j, f Dp=Hom, 4.(De, fDe):
ainsi la condition (2 )(b) de (3.7) est remplie.

Soit f= 3" > fw une décomposition de f en somme d’iempotents primitifs,
1=k=n 1=i=p(k)

ol fri~Fns si et seulement si h=~k. Alors De;ls,c@n ](< @UCE"") ou E.;= ET(Dfw)),
1=j=q(k). (voir théoréme (3.6), preuve que (Q):irﬁf)ﬁque (1)).

Enfin montrons que De est fidéle. De=(0,U, B): si (0,0, 0)=(a, z, b)0, y, ¢)
= (0, ay+zxc, bc) pour tous ye U, ce B, on en déduit, en prenant ¢ =0, que aU = 0,
donc a=0 puisque U est fidéle dans M, ; puis en prenant c=1 on obtient x=0=2,
donc (a, x, b)=(0, 0, 0). Et symétriquement fD est fidéle, ce qui achéve la preuve.

De plus on peut remarquer que De(resp.fA) est la somme de tous les idéaux
enveloppes injectives d’idéaux simples de A : en effet soit I un idéal & gauche qui est
enveloppe injective d’un idéal simple. Alors I=DE&, ot € est un idempotent primitif,
d’aprés (2. 2), et est isomorphe & un facteur direct de De, d’aprés ce qu’on vient
de voir. Comme D = De®Df,DE= DE,PDE,;, ou on note &, et &, les projections
respectives de & sur De et sur Df. Donc DE=DE, ou DE=DE,. Mais DE, n’est pas
isomorphe & un facteur_direct de De, donc D& = DE,C De.

(4.6). Maintenant soit D un anneau semi-parfait QF 3 a gauche et a droite, et

soit D= @ De, une décomposition de D en somme directe d’idéaux primitifs. Soit
1=sisr

e=Y e, ou JC(1,2,+-+,7), et ou les idéaux De; sont ceux des De, qui sont
jed

enveloppes injectives de modules simples. Il résulte du théoréme de Krull-Schmidt-
Azumaya que e est bien défini de facon unique, i.e. indépendant de la décomposition
choisie de D en somme direct d’idéaux primitifs. On définit symétriquement un
idempotent f avec les idéaux a droite primitifs de D. Nous dirons que l'objet (f; D, e)
ainsi obtenu est [’objet (semi-parfait) QF3 associé a D. Alors le théoréme
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(4.5) montre que, si un bimodule Uz définit une dualité de Morita, I’anneau
(A,U, B) est semi-parfait QF3 & gauche et & droite, et que lobjet K(,Us)
=((140,0), (4,U, B), (0,0,15)) est justement l’objet QF3 associé a [’anneau
(A,U, B) par le procédé ci-dessus.

D’autre part si D est un anneau semi-parfait QF3 a gauche et a droite, et
(f, D, €) 'objet QF3 associé & D, alors le bimodule ,,.fDe.,, = H(f, D,e) définit
une dualité de Morita, d’aprés (3.6), et si e+f =1, et eDf =0, alors K(;prfDe.p.)
=(f, D, e), d’aprés (4. 2).

(4.7) EN RESUME: les foncteurs K et H’ définissent des bijections
réciproques entre les classes d’isomorphisme de dualités de Morita et les
classes d’isomorphisme d’objets semi-parfaits QF3 appartenant a W, i.e. les
classes d’isomorphisme d’anneaux D semi-parfaits QF3 a gauche et a droite
tels que les idempotents e et f associés @ D (définis en (4. 6) vérifient la condition :
e+f=1p et eDf =0).

Ce résultat met en évidence une relation précise entre ces deux généralisations
des anneaux QF que constituent les dualités de Morita et les anneaux QF3,
généralisations dans des directions 4 premiére vue trés différentes.

5. Remarques sur les modules projectifs (resp. injectifs) dans le cas
d’une dualité de Morita. Soit .Uz un bimodule, M un A-module a4 gauche. On
note M* = Hom,M, U), et on ’appelle le U-dual de M.

Si le bimodule ,Uz définit une dualité de Morita, Morita [11, théoréme 2. 5]
montre que le U-dual de tout A-module & gauche projectif et U-reflexif est injectif.
Plus précisément on a le résultat suivant :

(5.1) PROPOSITION. Soit Uz un bimodule définissant une dualité de
Morita. Alors:
(1) Le U-dual de tout A-module & gauche projectif est injectif ;
(2) Les assertions suivantes sont équivalentes pour un A-module & gauche
projectif P:

(@) P est U-reflexif;

(b) P est de type fini.

PREUVE. Soit P un A-module & gauche projectif. Comme A est semi-parfait,
P=@ P, ou P, est projectif indécomposable, i.e. isomorphe a un idéal primitif
ter

(B.J.Miiller [13, théoréme 3]). Alors P*;iHIP:'f est injectif (puisque isomorphe

4 un facteur direct de A¥*=Uj), donc P* est injectif dans Mpz. Comme aucune



SUR LA DUALITE DE MORITA 471

somme directe infinie n’est U-reflexive (B.Osofsky [16, lemme 13]), si P est U-
réflexif, I est fini. Et réciproquement, si I est fini, P est U-réflexif, puisque P,
Pest, pour tout ¢ I.

Pour les modules injectifs, on a seulement le résultat suivant :

(5.2) PROPOSITION. Soit Uz un bimodule définissant une dualité de
Morita. Les assertions suivantes sont équivalentes pour un A-module a gauche E :

(a) E* est projectif et U-réflexif

(b) E* est projectif et E est U-réflexif ;

(c) E est somme directe finie d’enveloppes injectives de A-modules a gauche

simples.

PREUVE. (a) implique (c). Soit E* projectif et U-réflexif. Alors d’aprés
(5.1), E* =1<§2 P, ot P, est isomorphe & un idéal & droite primitif de B. Puisque
le bimodule ,U; définit une dualité de Morita, E = Ev= @ Pr=@® E((T(P))"),
et (T(P,)* est bien un module simple. i o

(c) implique (b). Soit E= @ E,, ou E, est enveloppe injective d'un A-module

1=sisn

a gauche simple, donc E; est isomorphe a4 un facteur direct indécomposable de
4U. Alors E; est U-reflexif, 1 =i =n, donc E est U-reflexif. Et E} est isomorphe
4 un facteur direct indécomposable de (,U)* = Bj, donc & un idéal & droite primitif
de B. Alors E* est projectif dans M.

(b) implique (a). Si un module E est U-reflexif, E* aussi.
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