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Soit G un groupe de Lie cΓalgebre de Lie g. L'action co-adjointe
de G definit une structure de Lie-Poisson sur g* (cf. [11]). Supposons G
muni d'une metrique pseudo-riemannienne bi-invariante, c'est a dire,
invariante par les translations a gauche et a droite de G. La metrique
de G definit un isomorphisme entre les representations adjointe et co-
adjointe de G, par consequent la variete g est munie d'une structure de
Lie-Poisson transportee de g* par cet isomorphisme.

Dans cet article nous etudions des liens entre la structure du groupe
G, la nature de la metrique et la structure de Lie-Poisson sur g associee
a la metrique. Dans ce travail une metrique pseudo-riemannienne est
appelee simplement une metrique.

La classe des groupes de Lie qui admettent une metrique bi-invariante
est assez large. Dans une publication interne a Montpellier (cf. [6]) nous
avons fourni les idees essentielles pour le devissage de ces groupes. Pour
que Γetude qui va suivre soit complete et illustree par des exemples,
nous reprenons ici quelques une des resultats de la reference citee,
presentes sous un angle different.

1. Introduction. Supposons G muni d'une metrique bi-invariante et
identifions Γalgebre de Lie g a Γensemble des champs de vecteurs inva-
riants a gauche sur G.

La metrique de G induit sur g une metrique pour laquelle Faction
adjointe de G sur g se fait par des isometries. Par consequent si (ada)(b) =
[α, 6] designe le produit sur g, pour tout a, b et c dans g on a Γidentite
suivante:

( * ) <(ad α)(6), c> + <δ, (ad α)(c)> = 0 .

Reciproquement soit < , > une metrique sur la variete g. Si pour tout g
dans G, Ad(flr): g —> g est une isometrie alors < , > definit, par transport
suivant les translations a gauche, une metrique sur G; cette metrique qui
est invariante a gauche est aussi invariante a droite.

Si la metrique de g verifie seulement (*), elle definit une metrique
bi-invariante sur la composante connexe de Γidentite de G (2.2). Soit
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P'-β^Q*, a\-*φ(ά) = <α, —>, Γisomorphisme lineaire canonique defini par
une metrique bi-invariante de G. Si A, A sont deux formes lineaires sur
fl, Γidentite

{/if AKa) = <α> [%ι> #2]> , α e g

ou A = <p(xt), i = 1, 2, definit une structure de Lie-Poisson sur g (voir [11]).
Ainsi Γorbite 0{a) de αeg, suivant la representation adjointe de G est
une variete symplectique sur laquelle G agit par des symplectomorphismes.
Si la metrique de g induit une metrique sur O(α), Faction de G sur O(a)
se fait aussi par des isometries. Celui-ci est le cas si et seulement si
O(a) est un espace homogene reductif (Theoreme 6.2). Nous etudions les
orbites voisines d'une orbite reductive. En general il exists sur O(a) un
feuilletage G-in variant, pour que ce feuilletage soit fait par des points il
faut et il suffit que O(a) soit reductive.

Le contenu des differentes sections est le suivant: Les paragraphes
2 a 5 traitent de Γexistence d'une metrique bi-invariante. Les para-
graphes 6 et 7 etudient respectivement les orbites sous Faction adjointe
et la structure de Lie-Poisson sur g, G etant muni d'une metrique bi-
invariante.

2. Conditions necessaires pour Γexistence d'une metrique bi-invar-
iante. Voyons d'abord quelques interpretations de la donnee cΓune
metrique bi-invariante sur un groupe de Lie.

LEMME 2.1. Soit G un groupe de Lie d'algebre de Lie g. Les pro-
positions suivantes sont equivalentes:

(1) Le groupe G admet une metrique bi-invariante.
(2) La variete g est munie d'une metrique pour laquelle Γaction

adjointe de G se fait par des isometries.
(3) II exists un isomorphisme ψ: g —> g* entre les representations

adjointe et co-adjointe de G tel que ψ(a)(b) = ψ(b)(a) pour tout a et b
dans g.

DEMONSTRATION. Compte tenu de ce qui a ete dit dans Γintroduction,
il suffit de prouver Inequivalence de (2) et (3).

Soit < , > une metrique sur g telle que <α, 6> = <Ad(g)(α), Ad(flf)(6)>
pour tout a et b dans g et tout g dans G. Pour αeg posons <p(a) =
<α, — > et soit #—>Ad(#)* la representation co-adjointe de G. Des defini-
tions il resulte:

(9>oAd(flr))(α)(δ) - <Ad(flf)(α), b) et (Ad(^)*(^(α)))(δ) - <α, Ad(g)-\b)) .

Or d'apres Γhypothese, les deux membres de droite sont egaux. Recipro-
quement soit ψ comme dans (3). Si Γon pose <α, b) = ψ(a)(b), Γhypothese
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se traduit par Γegalite, <Ad(flO(α), ί>> = <α, Ad(g)-\b)}. De plus < , > est
bilineaire symetrique et non degeneree. Par consequent (3) implique (2).

COROLLAIRE 2.2. Si G est connexe, les trois propositions du lemme
sont aussi equivalentes a Γassertion suivants. II existe une forme biline-
aire symetrique non degeneree ( , > sur g telle que pour tout a,betc
dans g on ait,

( 1 ) <(adα)(6),c> + <6,(adα)(c)>=0.

Inequivalence de (1) et de Γassertion, dans le cas oύ G est connexe,
resulte d'un argument analogue a celui de la preuve du lemme 7.2 de [7]
et de ce qui a ete remarque dans Γintroduction.

Une forme < , > sur g comme celle du corollaire sera dite une metrique
bi-invariante sur g. De (1), ou bien de (2) de 2.1, il est immediat que
Γorthogonal I 1 d'un ideal I de g est lui-meme un ideal. Noter aussi que
les ideaux de g sont des sous-espaces stables par Faction adjointe.
Designons par Cr(g) et Cr(g) respectivement les ideaux des suites centrales
descendante et ascendante de g; on a:

LEMME 2.3. Si G admet une metrique bi-invariante, son algebre de
Lie g verifie les conditions suivantes:

( 1 ) Pour tout entier positif r, C'Xg)1 = Cr(g).
( 2 ) Un sous-espace J de g est un ideal de g si et seulement si le

centralisateur de J contient J1.
( 3 ) Tout ideal de g de dimension 1 est contenu dans le centre de g.
( 4 ) La metrique de g induit une metrique bi-invariante sur toute

sous-algebre de Car tan de g.

DEMONSTRATION. La premiere affirmation resulte de (1) par un simple
argument de recurrence.

Soit J un ideal, ZΛ(J) = {x e g; [xf y] = 0 yy e g} sont centralisateur et
x e J1. Si y e J et z e g, [yf z]eJ et (x, [y, z]> = 0 et done <[a, y], z) = 0.
Comme z est arbitraire dans g on a [x, y] = 0 et x est dans ZΛ(J). La
reciproque est evidente.

Maintenant soit I = Rz un ideal de g. Comme ZjJ) contient Γidea]
maximal I 1 , il suffit de montrer que Zq(I) ne peut etre egal a I1. En
effet cela signifierait qu'il existe c e g tel que (z, c) et [z, c] sont tous
deux non nuls. Comme I est un ideal, [z, c] — λz, λ reel non nul et
{[z, c], c> = X(z, c) est non nul. Ceci est impossible car ([zf c], c> =
<z, [c, c]> = 0, d'ou la contradiction. Ceci montre (3). Soient Tiy 1 <; i ^
pf p endomorphismes antisymetriques de Γespace g. Pour x et y quel-
conques dans g nous pouvons ecrire:
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E n p a r t i c u l i e r si Tt = T e t l ^ i ^ n on a u r a {Tnx, y) = (-l)n(x, Tny).

Decomposons g comme g = Ker(Γn) 0Im(Γ n ) oύ n est la dimension de g.
De Γidentite qui precede xeKer(Tn) si et seulement si x est orthogonal
a Im(Γn). Ainsi si T n'est ni nilpotent ni un isomorphisme alors Ker(Γn)
et lm(Tn) sont des sous-espaces non degeneres. Appliquons ces observations
a Γendomorphisme T = ad a oύ a e g est choisi de faςon que C = Ker(ad a)n

ait la plus petite dimension possible: C est done une sous-algebre de
Car tan non degeneree de g. Toute sous-algebre de Car tan de g peut etre
obtenue de cette faςon (cf. [3]).

Le lemme 2.3 est utile pour reconnaitre des algebres qui n'admettent
pas de metrique bi-invariante. Par exemple, d'apres (1), pour qu'il ait
une telle metrique sur g il f aut que dim Z(Q) + dim ^(g) = dim g oύ Z(Q)
et ^(g) sont respectivement le centre et Γideal derive de g. Ainsi une
algebre dΉeisenberg de dimension quelconque ou une algebre resoluble
de centre reduit a {0} n'ont pas de metrique bi-invariantes. Nous dirons
qu'un ideal / de g est degenere (ou isotrope) si I n I 1 Φ {0}; I est totale-
ment degenere si Id1. Ceci etant on a:

LEMME 2.4. Soit g une algebre de Lie munie d'une metrique bi-
invariante et soit I un ideal minimal de g.

(1) Si I est non degenere, e'est un ideal simple ou abelien de
dimension 1.

(2) Si I est degenere, I est totalement isotrope et commutatif.
(3) Uideal I1 est un ideal (propre) maximal de g.

Dans la premiere hypothese, g est produit direct des ideaux / et I1

et tout ideal de / est un ideal de g, done / est simple puisque minimal.
Si J = If]IL Φ {0} alors J est un ideal de / et done I = J et I a I1. De
plus, comme ILaZJ[J), d'apres 2.3, I est commutatif. L'assertion (3) est
evidente.

En particulier si la metrique de g est definie positive (ou negative)
g est produit direct d'un ideal commutatif par un ideal compact i.e. a
forme de Killing definie negative (voir [6] et [7]).

Les consideration precedentes amenent a distinguer trois types d'alge-
bres de Lie munie d'une metrique bi-invariante: les algebres simples
munies de la forme de Killing, les algebres de dimension 1 et enfin les
algebres non simples de dimension plus grande que 1, telles que tout ideal
propre est degenere. On a en fait:

PROPOSITION 2.5. Toute algebre de Lie munie d'une metrique bi-
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invariante se decompose en produit d'ideaux orthogonaux de Γun des
trois types ci-dessus.

La demonstration se fait par recurrence sur la dimension de Γalgebre
g; si g est de dimension 1, le resultat est clair. Si la dimension de g
depasse 1, g est ou bien du premier type, ou bien du troisieme type ou
bien g contient un ideal propre I non degenere. Dans ce dernier cas, g
est somme orthogonale des ideaux / et I1 auxquels Γhypothese de recur-
rence s'applique.

D'apres la proposition il nous faut etudier les algebres des types 1
et 3 pour completer ce travail.

3. Metriques bi-invariantes sur les groupes simples. Ici le groupe
G est suppose connexe. Un argument analogue a celui de Γintroduction
montre qu'il y a une bisection entre les tenseurs de type (0, 2) symetriques
bi-invariants sur G et les formes bilieaires symetriques sur g qui verifient
la condition (1). Supposons G simple, la forme de Killing fc(α, b) =
tr(adα°adb) de g definit une metrique bi-invariante sur G. Soit B une
forme bilineaire sur g, alors il existe une application lineaire u: g —> g
unique telle que B(a, b) — k(u(a), b) quels que soient α et 5 dans g. Si B
est symetrique, le noyau de u est le radical de B. Ce noyau est un
ideal de g si B satisfait (1). Si le corps sous-jacent a Γalgebre g etait
algebriquement clos, un argument analogue au lemme de Schur montre
que B est proportionnelle a k. Dans notre cas on a:

LEMME 3.1. Uensemble des applications lineaires u: g —»g telles que
(α, b) H-> k(u(a), b) est symetrique et verifie (1) est un sous-corps commutatif

de Γanneau EndΛ(g) des endomorphismes de Vespace g.

DEMONSTRATION. Que fc(g) soit forme d'elements inversibles et de
Γendomorphisme nul provient de ce qui a ete dit. Le fait que k(u(a), b)
satisfait (1) equivaut a la condition:

(C) u([a, b]) = [u(a), b] = [α, u(b)] v α, b e g .

De plus si u et v verifient (C), u°v et v°u la verifient egalement et ces
deux applications coincident sur £^(g):

(uov)([a, b]) = u([v(a), b]) = [uov(a)y b]

mais aussi

(uov)(la, b]) = u([a, v(b)]) = [u(a), v(b)]

= [v(a), u(b)] = (vou)([a, b])

REMARQUE 3.2. Si g est une algebre de Lie telle que £^(g) = g qui
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possede une metrique bi-invariante k, le raisonement precedent est valable:
fc(g) est alors un sous-anneau commutatif de EndΛ(g). C'est done un anneau
semi-local complet, produit fini d'anneaux locaux complete (de dimension
finie). La decomposition de Γ unite 1 en somme d'idempotents indecompo-
sables correspond a la decomposition de g en somme orthogonal d'ideaux
indecomposables Is chacun d'eux verifiant £&{IS) = Ij. Revenons au cas
simple, on a:

3.3. Soit G un groupe de Lie simple et connexe. L'espace des
tenseurs sur G de type (0, 2) symetriques bi-invariants est de dimension
au plus 2. II est de dimension 1 si G est de dimension impaire.

En effet k(Q) ne peut etre que R ou C; de plus si la dimension de g
sur R est impaire, tout endomorphisme de g a au moins une valeur propre
et par suite tout element de fc(g) est un multiple de la forme de Killing
de g.

Etudions de plus pres le cas oύ jfe(g) = C. Alors g a une structure
naturelle de C-espace vectoriel et la condition (C) signifie que le crochet
est C-bilineaire si bien que g est en fait une C-algebre de Lie, simple
puisqu'elle Test en tant qu'algebre de Lie reelle. Soit alors kc:QXQ-^C
la forme de Killing de g sur C; pour toute forme U-lineaire / : C —• Λ,
Γapplication (α, 6) —> f(k(a, &)) est une forme bilineaire symetrique verifiant
(1), sur Γalgebre de Lie reelle g. On voit done puisque fc(g) est de di-
mension 2, que toute forme bilineaire symetrique bi-invariant sur g est
de la forme f°kc. L'espace de ces formes admet par exemple pour base
Re°kc et Imokc oύ Re et Im designent respectivement les projections reelle
et imaginaire. Soit maintenant g' une forme reelle de Γalgebre de Lie

simple complexe g; alors g' ®RC ^> g en tant que R et que C-algebre de Lie.
La forme de Killing de g sur C est Γextension de la forme de Killing
(reelle) de g\ Soient gx et g2 les sous-espaces reels de g formes respec-
tivement des vecteurs reels, g', et des vecteurs imaginaires pures i g\
Pour la forme Reokc, gx et g2 sont orthogonaux et les formes quadratiques
y sont opposees car kc(ix9 iy) = —kc(x, y). Ainsi la forme Reokc est done
de signature (m, m) oύ m est la dimension de g'; les autres metriques
bi-invariantes sur g ont toutes la meme signature (m, m), en particulier
la forme de Killing kRy car sur fc(g) — {0}, la fonction signature est con-
tinue done localement constante.

Par consequent les algebres de Lie reelles simples g telles que fc(g) ̂  C
ne sont autres que les algebres de Lie complexes simples, considerees
comme algebres sur R. Celle de plus petite dimension est §I2(C) qui en
tant qu'algebre de Lie reelle est Γalgebre ft>8,iCR), algebre du groupe de
Lorentz.
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4 Groupes avec metrique de Lorentz bi-invariante. Pour une metri-
que de Lorentz on entend une metrique d'indice 1. Etudions les groupes
de Lie qui ont des metriques de Lorentz bi-invariantes. D'apres la section
3, si un groupe simple a une metrique comme ci-dessus, sa forme de
Killing est d'indice 1; aussi son groupe complexifie est simple. Soit
(G, < , » un groupe de Lie muni d'une metrique bi-invariante; nous dirons
qu'il est indecomposable si son algebre g n'est pas produit orthogonal
d'ideaux non triviaux. Compte tenu de 2.5, pour connaϊtre les groupes
dont il est question dans ce paragraphe il suffit de connaϊtre ceux qui sont
indecomposables.

Soit H2m+1 = RxCm muni de sa structure usuelle de variete differen-
tiable reelle. Avec des notations evidentes, le produit sur H2m+1 defini
par:

(α, (*,))(«', (*;)) = (α + a! + (1/2) Σ UΛ (*, + *i))

fait de H2m+1 un groupe de Lie; c'est le groupe dΉeisenberg de dimension
2m + 1. Soient λx ^ λ2 ^ ^ λm > 0, m nombres reels, Faisons agir le
groupe additif R sur H2k+1 par Faction:

At)(a, (zj)) - (α, (βiλ*%))

Designons par G(\u , λm), ou simplement Gm(X), le groupe produit semi-
direct de R par H2m+1 suivant /. Les groupes Gm(λ) sont caracterises par
le fait suivant:

THέORέM 4.1. Les groupes Gm(λ), meN*, sont les seuls groupes de
Lie connexes, simplement connexes et non simples qui peuvent etre munis
d'une metrique de Lorentz-invariante pour laquelle Us soient indecom-
posables.

DEMONSTRATION. D'abord construisons sur GTO(λ) une metrique comme
celle de Γenonce. Pour cela soit gm(λ) = Q(\19 * ,λn) Γalgebre de Lie de
Gm(λ). Celle-ci est un produit semi-direct de Γalgebre dΉeisenberg ϊj2m+1

par Γalgebre R. De faςon precise, il existe une base {e0, elf , e2m, e2m+1}
de gm(λ) dans laquelle le crochet s'exprime comme:

[e0, βi] = 0 , [e2j_lf e2j] = e0

( 2 ) l>2m+i, ^ i - i ] = λ, e 2 i ,

[β2m+i, #2j] = —\-e2j-i

pour i > 0, j = 1, 2, , k tous les autres crochets etant nuls ou deduits
de ceux par antisymetrisation. On remarquera que {eQ, elf , e2m} est une
base de §2m+1. Considerons sur Cm = C2m le produit scalaire usuel; etendons
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celui-ci en une forme bilineaire symetrique < , > sur gm(λ) de faςon que le
plan determine par e0 et e2m+1 soit hyperbolique et orthogonal a R2m = Cm.
Evidemment cette forme est non degeneree et d'indice 1; de plus un calcul
direct montre que pour tout α, b et c dans g on a:

<(adα)(6), c> + <6, (ad α)(c)> = 0 .

Ainsi < , > est une metrique de Lorentz bi-invariante sur Gm(λ) d'apres 2.2.
Pour prouver Γassertion reciproque, remarquons d'abord les faits

suivants, pour une algebre de Lie g munie d'une metrique bi-invariante:
Si I est un ideal totalement isotrope de g, on a les deux suites, canoni-
ques d'algebres de Lie suivantes

O-P-β-S/^-O.

L'algebre quotient W — I1/I est munie, par restriction a I1 puis par
passage au quotient, d'une metrique bi-invariante deduite de celle de g.
Si I est de dimensions 1, la premiere suite est determinee par un 2-
cocycle ω:WxW"-> / = R tandis que la seconde est deίinie par une
derivation D de Γ algebre I 1 .

Dans ce qui suit nous ferons les identifications suivantes:

Ceci etant nous avons le:

LEMME 4.2. Soit g une algebre de Lie non simple munie d'une
metrique de Lorentz bi-invariante < , >. Si tout ideal de g est non dege-
nere alors:

(1) Le centre I = Z(Q) est de dimension 1 et totalement degenere.
(2) L'algebre quotient W = I1/1 est commutative et la metrique

induite sur W est d'indice 0.
(3 ) II existe une derivation D de Γalgebre I 1 , nulle sur I, induisant

une derivation inversible sur W = IL\I et telle que g = I1 φ RD.

DEMONSTRATION. Montrons d'abord que Z(Q) Φ {0}. Pour ceci soit J
un ideal minimal de g. D'apres Γhypothese J(Ί JL Φ {0} et par suite
J c J \ dim J = 1 et JaZfa) d'apres (3) de 2.3. Par ailleurs soit zeZ(o),
z Φ 0; alors Rz est un ideal minimal de g et Γ argument qui precede
assure qu'il est totalement degenere. Done Z(Q) est totalement isotrope
et puisque la metrique est d'indice 1, Z(Q) est de dimension 1.

Posons Z(Q) = Ret = I et ecrivons g = I1 φ RD en choisissant D dans
g tel que (D, ex> = 1 et (D, D) — 0. Evidemment on pourra regarder D
comme une derivation de Γalgebre I1. Designons par P le plan hyperbo-
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lique RD@I. On a, PL(zIL et P1Γ\I = {0} car P n P 1 = {0}. Ceci impli-
que, pour des questions de dimension, que I1 = PL 0 I et done les espaces
vectoriels W et P1 sont isomorphes. Si [x, y\ denote le crochet sur g,
pour x et y dans P1 nous pouvons ecrire [x, y\ = [cc, τ/]P± 0 α>(a?, y)βi oύ
ω(xf y) 6 β. D'autre part, [D, βj = D(βύ = 0 et [D, x] = A(#) + λίa?)^ pour
ίueP 1 avec Dt(x) eP1 et x(x) eR. Or comme <[D, α], D> = 0, d'apres (1),
on a done {Dx(x) + λ(x)βx, D> = 0 ce qui implique X(x) = 0. Ainsi D peut
etre vue comme une derivation de W.

Cependant pour x et y dans P1 on a les identites:

<JD, [a?, y]) = <D, [a?, 2/]PI + α>(a?, ̂ e ^ = ω(a?, y)

<A [a?, »]> = <[A a?], »> = <Dx, y)

autrement dit,

(4) ω(x, y) — (Dx, y) pour tout x et y dans W.

Supposons W commutative et considerons la seconde suite exacte de
(3). Puisque QIIL = RD,§ est un produit semi-direct de Γideal J 1 par
Γalgebre RD et pour x et y dans J 1 nous pouvons ecrire:

[(x, XD), (y, μD)] = (XD(y) - μD(x), 0)

oύ X et μ sont quelconques dans R. Cette formule jointe au fait que
^(g) = I1 — IφW nous permet d'afϊirmer que D, en tant que derivation
de W, est surjective.

Reste a montrer que W est commutative. II est evident que la
metrique induite sur W est d'indice 0; par consequent W est produit
orthogonal d'un ideal commutatif X par un ideal semi-simple S, d'apres
2.5. La derivation D de W etant antisymetrique, elle laisse stables Xet
S. Or si S Φ {0}, alors S est un ideal non degenere de Γalgebre g. Ainsi
W = X est commutative. Ceci acheve la preuve du lemme.

Revenons a la demonstration du theoreme. Soit G un groupe de Lie
connexe et simplement connexe. Si G est muni d'une metrique de Lorentz
bi-invariante, il en sera de meme de g. Soit < , > cette metrique; appli-
quons a g le lemme precedent. Alors Γalgebre commutative W possede
une derivation antisymetrique inversible D, le crochet sur I1 = Z(Q) 0 W
est defini par un 2-cocycle ω, et D et ω sont lies par la relation (4). Or
D etant antisymetrique et inversible il existe une base orthonormee
{βi, , e2m} de W et des scalaires non nuls Xlf , λw pour lesquels

D(e2i_^ = Xte2i, D(e2i) = — Xtf^

pour 1 5* i ^ m.
Par ailleurs, la suite exacte 0 —> I = /?e0 -> Z1 —>ΐ^-> 0, definie par le
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cocycle non degenere α>, permet cΓexprimer le crochet de Γalgebre IL

dans la base {e0, elf , e2m} comme:

[e2i-u e2ί] = λiβ0 , [ek, et] = 0 aut rement

et done I1 est isomorphe a Γalgebre dΉeisenberg de dimension 2m + 1.
Par consequent si on pose D = e2m+1 et on utilise la seconde suite de (3),
le crochet de g est donne par:

l>2t-i, e2i] = λ<β0 , 1 ^ i ^ m

Evidemment g est isomorphe a une algebre comme celles definies par (2).
Ceci montre le theoreme.

5. Applications. Voici quelques consequences du theoreme 4.1 ou
de sa preuve. Soit W une algebre de Lie munie d'une metrique bi-
invariante. Supposons donnes une forme bilineaire ω:Wx W-+R et un
endomorphisme D de Γespace W lies par la relation:

ω(x, y) = (D(x), y) x, y quelconques dans W .

II est banal que D est antisymetrique si et seulement si il en est ainsi
de a). En outre pour que D soit une derivation il faut et il suffit que
pour tout x,yetz dans W on ait:

ω([x, v], z) + ω([y, z], x) + ω([z, x], y) = 0 .

De plus ω est un cobord si et seulement si D est interieure. Considerons
une derivation antisymetrique D de W. Le 2-cocycle ω deίini comme ci-
dessus determine une extension centrale notee I1 de Wpar R. L'algebre
g produit semi-direct de Γideal I1 par RD est dite Γalgebre double
extension de W suivant D (ou α>). On a:

LEMME 5.1. Soient Dί9 D2 deux derivations antismetriques de W.
Si A — D2 = ad z ou ze W, alors les doubles extensions definies par Dt et
D2 sont isomorphes.

DEMONSTRATION. Designons par V1 et V2 Γespace vectoriel V — Reφ
W muni respectivement des crochets de Lie definis par:

[ae + x, βe + y\ = (D&, y)e + [x, y]w ,

[ae + x, βe + y]2 = φzx, y)e + [x, y]w ,

pour α, β dans R et x et y dans W. Compte tenu du fait que ((D1 — D2)(x)f

y) = <(ad z)(x), y) il resulte que Γisomorphisme 7] de Γespace V defini par:
7]{e) — e, η(x) = x — (z, x)e pour x e W, est un isomorphisme de Γalgebre
V, sur Γalgebre V2. Soit gx = RD1@V1 (resp. g2 = RD2φV2) Γalgebre de
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Lie produit semi-direct de Γideal V1 (resp. V2) par JRA (resp. RD2).
Etendons Γisomorphisme rj de Vx dans V2, en un isomorphisme lineaire
note encore η de Q1 dans g2, en posant J?(A) = A + z. Un calcul direct
montre que η est un isomorphisme d'algebres de Lie.

Par ailleurs Γargument donne dans la preuve du theoreme implique le:

LEMME 5.2. Soit W une algebre munίe d'une metrique bί-invariante
et D une derivation antisymetrique de W. Alors, Γalgebre de Lie g
double extension de W suivant D est munie d'une metrique bi-invariante
deduite de celle de W.

En effet la metrique sur Q=Re1φRD^W est construite en decidant que
Rex 0 RD est un plan hyperbolique orthogonal a W. Remarquer que la
notion de double extension joue un role capital dans notre theorie.

Le corollaire qui suit est une consequence immediate du theoreme et
de Γ etude faite au paragraphe 3.

COROLLAIRE 5.3. Soit G un groupe de Lie connexe. Si G est muni
d'une metrique de Lorentz bi-invariante pour laquelle son algebre g est
indecomposable alors, G est simple et sa forme de Killing est dyindice 1
ou bien le revetement universel de G est isomorphe a un groupe de la
forme Gm(λ).

Remarquer que ce corollaire et la proposition 2.5 permettent de decrire
les groupes de Lie connexes qui ont des metriques de Lorentz bi-invari-
antes. II suffit pour cela d'utiliser un argument analogue a celui du
lemme 7.5 de [7],

Regardons Γespace de Minkowski M, de dimension 4, comme un groupe
de Lie muni d'une metrique de Lorentz bi-invariante. Ce groupe a une
structure d'espace-temps au sens de [9] et il en est de meme de G^λ).
Cependant G^X) et G^l) sont isomorphes. Par consequent, compte tenu
du theoreme, on a:

COROLLAIRE 5.4. Let groupes Gx(l) et M sont les seuls groupes de
Lie resolubles connexes et simplement connexes a etre munis d'une struc-
ture d'espace-temps dont la metrique est bi-invariante.

Noter que le groupe des isometries d'un plan hyperbolique est aussi
muni d'une metrique de Lorentz bi-invariante. En effet ce groupe est la
composante connexe de Γelement neutre de 0(1, 2) et la forme de Killing
de ce dernier groupe est d'indice 1.

Pour Γetude des proprietes de courbure, des varietes Lorentziennes
Gm(λ) le lecteur est renvoye a [6].
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6. Orbites suivant la representation adjointe. Interessons nous aux
orbites de g par G. Soit 0(α) Γorbite passant par a. II est evident que
Γalgebre d'isotropie en a est le noyau Ker(adα) de Γendomorphisme adα de
g et que Γespace tangent a O(a) au point a est Γespace affine α + Im(adα).
D'autre part il est connu, pour une algebre de Lie quelconque g, que
Ma = Ker(ad α) Π Im(ad α) est une sous-algebre de g et que [Ker(adα),
Im(adα)]£lm(adα) (cf. [1], Ch. 8 page 160).

Transportons Ma sur O(a) par Faction de G de faςon a definir une
distribution. De ce qui precede cette distribution est integrable. De
plus si g est munie d'une metrique bi-invariante, le sous-espace Ma de g
est totalement degenere puisque d'apres (1), Ker(adα) et Im(ada) sont
orthogonaux entre-eux. Nous avons done:

LEMME 6.1. Si G est muni d'une metrique bi-invariante alors Γorbite
O(a) d'un point quelconque a de g par Γaction adjointe est munie d'un
feuilletage J?~a totalement isotrope defini par Γalgebre Ma.

Voici deux conditions pour que le feuilletage ^~a soit trivial, e'est a
dire fait par des points.

THEOR^ME 6.2. Soit G un groupe de Lie dy algebre de Lie g muni
d'une metrique bi-invariante. Pour Γorbite O(a) de a e g, suivant la
representation adjointe de G, les conditions suivantes sont equivalentes:

(1) Le feuilletage J?~a de 0{a) est trivial.
( 2 ) La restriction de la metrique de g fait de O(a) une variete

pseudoriemannienne.
( 3 ) Uespace homogene O(a) est reductif.

Nous dirons que a est reductif s'il verifle Γune des conditions du
theoreme.

DEMONSTRATION. Inequivalence de (1) et (2) resulte du fait que
Ker(ad a) et Im(ad a) sont orthogonaux pour toute metrique bi-invariante.
Identifions O(a) avec la variete quotient G/Is(α) oύ Is(α) est le groupe
d'isotropie de a. Si 0{a) est reductif, il existe un sous-espace S supple-
mentaire de Ker(adα) dans g stable par les Ad(#), g e Is(α) (cf. [5]). Par
consequent [Ker(adα), S]dS.

D'autre part la restriction de Γendomorphisme adα de g a Ker(adα)
est nilpotent tandis que sa restriction a S est inversible car sinon SfΊ
Ker(adα) Φ {0}. Par suite g = Ker(adα)φS n'est autre que la decom-
position de Fitting de g relative a adα et done S = Im(adα) ([3], page
171). Ainsi (3) implique (2) ou (1). 1/assertion reciproque est une evidence.

Remarquer que pour que O(a) soit la seule feuille du feuilletage
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quel que soit a dans g, il faut et il suffit que g soit plate. Le theoreme
fournit des indications sur la nature de Γensemble des points reductifs.
On a par example:

COROLLAIRE 6.3. Soit G un groupe de Lie d'algebre de Lie g. Si
G est muni d'une metrique bi-invariante alors

(1) Si g set nilpotente, a est reductif si et seulement si a appartient
an centre de g.

(2) Si g est semi-simple, les points reductifs de g forment un
ensemble dense de g qui contient les elements semi-simples de g. De plus,
tout element nilpotent non nul de g est non reductif.

DEMONSTRATION. Supposons g nilpotente. Si α e Z(Q) alors Ker(ad α) =
g et a est reductif. Reciproquement si a est reductif, g = Ker(adα)φ
Im(adα) d'apres 6.2 et cette decomposition est celle de Fitting relative
a adα. Puisque la restriction de adα a Im(adα) est inversible necessaire-
ment Im(adα) = {0}.

Faisons Γhypothese que g soit semi-simple. Rappelons que αeg est
semi-simple (resp. nilpotent), si Γendomorphisme ad α de g est semisimple
(resp. nilpotente) et observons que ad a laisse stable Ker(adα). Done si
adα est semi-simple, il existe un sous-espace S supplemental de Ker(adα)
dans g stable par ad α. Ainsi la restriction de ad α a S est inversible et
done S = Im(ad α) comme dans la preuve du theoreme. Par ailleurs,
Γ ensemble des elements reguliers de g est un ouvert dense et si a est
regulier, il est semi-simple ([4], [10]).

Finalement si a Φ 0 est nilpotent, il suit d'un resultat de Jacobson-
Morozov ([1], Ch 8, page 162) que a e Ker(ad a)2 Π Im(ad α)2. Ainsi a n'est
pas reductif.

COROLLAIRE 6.4. Soit G un groupe de Lie connexe d'algebre de Lie
g. Pour que G admette une metrique bi-invariante pour laquelle tout
point de g est reductif il faut et il suffit que g soit produit direct d'une
algebre commutative par une algebre compacte.

DEMONSTRATION. Soit g = Q1 φ g2 comme dans Γenonce avec Qλ com-
mutative. Quelle que soit la metrique bi-invariante sur g, gx et g2 sont
orthogonales (2.5). La forme de Killing de g2 etant definie negative nous
pouvons munir g d'une metrique bi-invariante ayant la meme propriete
et qui etend cette forme. Or pour αeg il est alors facile de voir que
x 6 Ker(ad α) Π Im(ad α) si et seulement si x = 0.

Supposons que Ker(adα)ΠIm(adα) = {0} pour tout αeg. Ceci veut
dire que les conditions α e g, b e g, [[α, 6], 6] = 0 impliquent [α, b] = 0. Dans
ce cas g se decompose comme g = gx φ g2 oύ gx (resp. g2) est un ideal



418 A. MEDINA

commutatif (resp. semi-simple) de g ([1], Ch. 1, page 130, exercice 10). De
plus gx et g2 sont orthogonales. Par consequent si g2 n'etait pas compacte,
g2 et done g aurait des points non reductifs d'apres (2) de 6.3.

7. Structure de Lie-Poisson associee. Supposons toujours G muni
d'une metrique bi-invariante et soit a e g. Si ξ19 ζ2 sont deux vecteurs
tangents a Γorbite O(a) au point α, alors ξt = [α, x^ + a oύ xte$ pour
i = 1, 2 et Γexpression <α, [xlf x2]) est independante des xt choisis. Ainsi,

definit une forme bilineaire alternee non degeneree sur Γespace tangent
en a a la variete O(a). De plus la 2-forme differentielle ωa sur O(a)
obtenue par transport de ω par Faction de G est fermee. En fait si f19 f2

sont deux formes lineaires sur g, il existe des xt9 i = 1, 2, uniques dans g
tels que ft = <^, — > = φ(xt) et Γidentite

definit une structure de Lie-Poisson sur g (voir par exemple [11] pour la
definition de structure de Lie-Poisson). Cette structure est simplement la
structure transportee par φ de la structure de Lie-Poisson sur g* definie
par Γaction co-adjointe de G. Par consequent chaque orbite O(α) munie
de sa forme ωa est une variete symplectique sur laquelle G agit par des
symplectomorphismes. Analysons maintenant les orbites voisines d'une
orbite; pour ceci faisons la construction suivante:

Considerons G comme fibre principal sur O(a) de groupe Is(α). Faisons
agir Is(α) sur la variete produit GxKer(adα) par (glf ξ) g = {g^g, Ad^"1)^)
et designons par Ea la variete quotient par Γaction; Ea est un fibre vec-
toriel sur O(α) dont la fibre au dessus de x = g-a = Ad(g)(a) est Γalgebre
Ker(ad#). II est immediat de voir que Γapplication ψa: Ea —> g definie par
ψa(%) = x + ξx, oύ ξx est le hamiltonien de la forme lineaire x sur g*, est
equivariante. De plus, on a:

7.1. Si a est reductif alors ψa est un diffeomorphisms local de Ea

sur la sous-variete ouverte Im(ψ»β) de g et reciproquement. Dans ce cas
Im(fα) est reunion d'orbites et Ea est un fibre pseudo-riemannien pour la
metrique induite sur Ker(adα) par celle de g. En outre, puisque chaque
orbite de G dans Ea est un fibre sur O(α) de fibre type une orbite de la
representation adjointe de Is(α) alors, a des revetements pres, les orbites
de Im(fα) auront la meme propriete (comparer avec [8] et 3.2 de [11]).

D'autre part, relativement a la structure de Lie-Poisson sur g on a:
7.2. Si a est redutif, la structure de Lie-Poisson de g induit une

structure de Lie-Poisson sur Γalgebre Ker(adα) et une structure de Poisson
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sur le fibre Ea pour lesquelles ψa est un morphisme.
Concernant la structure de Poisson transverse a O(α) au sens de A.

Weinstein (voir [11]) nous avons:
7.3. Si a est reductif, la structure de Poisson transverse a O(α) est

isomorphe a celle de Ker(adα). En effet α + Ker(adα) est une variete
transverse a O(a) et pour f19 f2 formes lineaires sur Ker(ad a) on a:

avec fi = ftoπ, π etant la projection orthogonale de g sur Ker(ad a) (com-
parer avec Th. II de [8]).

Supposons g semi-simple. Le fait que tout element nilpotent non nul
de g soit non reductif (6.3) explique pourquoi A. B. Givental a choisit a
nilpotent pour fournir un contre-exemple a un resultat conjecture par A.
Weinstein (Th. 3.1 de [11]).

7.4. Soit § Γalgebre de Lie d'un groupe de Lie connexe et simple-
ment connexe H. Nous appellerons P-rang de ί) la dimension maximale r
des orbites de ίj par Faction adjointe de H. Cette notion differe de celle
classique de rang d'une algebre de Lie; les deux notions coincident si ί)
est semi-βimple. Si Γorbite O(b) de b e ί) est de dimension r, nous dirons
que b est P-regulier. Ceci etant on a:

LEMME 7.5. Soit ί) une algebre de Lie et soit Ω Γensemble de ses
points P-reguliers. Alors:

( 1 ) IS ensemble Ω est un ouvert dense de ί).
( 2 ) Si § est munie dfune metrique bi-invariante, Ker(ad b) est

commutative quel que soit b dans Ω.

En effet, la maximalite du rang se traduit par un nombre fini d'ine-
galites algebriques; ainsi Ω est un ouvert dense de §. La seconde asser-
tion decoule du theoreme de Duflo-Vergne (cf. [2]).

EXEMPLE 7.6. Etudions les points reductifs et les points P-reguliers
suivant Faction adjointe d'un groupe de la forme Gm(λ) comme ceux definis
en 4.

Regardons Γalgebre de Lie g de Gm(λ) comme une double extension.
Alors g s'ecrit comme g = Ue o ©FφJ£.D oύ V est un espace vectoriel de
dimension m et D:V-^V est un isomorphisme antisymetrique par rapport
a un produit scalaire sur V. De plus le crochet sur g est defini essen-
t i e l l e m e n t p a r [D, x] = D(x); [x, y] = ω(xf y)e0 o ύ x , y e V e t ω(x, y) =
(Dx, y) la forme < , > etant telle que Re0 0 RD est un plan hyperbolique
orthogonal a V. On a evidemment Z(Q) = Re0 et ^(g) = ReQ 0 V. Mon-
trons que tout point a de g n'appartenant pas a ^(g) est reductif et
P-regulier.
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Soit a = Xe0 + x + ηD, avec λ et η reels, η Φ 0 et x dans V.
Si 6 = ae0 + 2/ + ΎD est un point quelconque de g on a:

[α, b] = ω(x, y)eQ + ηD(y) - ΎD(x) .

Par consequent 6 6 Ker(ad a) si et seulement si y = Ύ(x/η) ou ce qui est
de meme b = ae0 + y((x/i}) + D) oύ a et 7 sont quelconques dans Λ. Ainsi
dimlm(adα) = dimg — 2 = dimF ce qui veut dire que a est P-regulier.

Maintenant soit 2;eKer(adα)nIm(adα). Alors

z = ae0 + 7 ( ( ^ ) + D) = [α, α'e0 + 2/' + 7'Z>]

= ω(a;, i/')e0 + D(ηy' - 7'a?)

et done 7 = 0. Par suite,

z = ae0 = ω(x, y')e0 + D(ηy' - Yx)

ce qui signifie y' — Y(xfη), a = ω(x, y'). Or d = ω(x, yr) = 0 et done z = 0.
Aussi nous avons:

Si a e ί^(g) — Z(Q) alors a est non reductif, en outre a est non P-
regulier si d i m F = m > 2 . Si dimF = 2 et α est quelconque dans g = g2(λ),
alors a est P-regulier si et seulement si αeg — Z(Q). En effet si ae
&(Q) - Z(β) et » e F alors [α, D + y] = [ae0 + x, D + y] = ω(x, y)e0 - D(x);
par suite Im(adα) est degeneree et dimlm(adα) = 2. Supposons dimg = 4.
Si αeg est P-regulier, dimlm(adα) = 2 et done αίZ(g). Reciproquement
soit α = αe0 + £C + μD avec un au moins parmi x et μ non nuls. Si
μ = 0, Γargument ci-dessus montre que α est P-regulier. Si μ Φ 0 et
a? = 0 alors [α, Z) + jy] = j«X>(ί/) et done Im(ad a) est de dimension 2.

Des arguments de meme nature montrent que pour que a e g, dim g =
4, soit reductif il faut et il suffit que αeZ(g)U(g —

Nous terminons ce travail par Γobservation suivante:
7.7. Tous groupe de Lie connexe peut etre considere comme un sous-

groupe d'un groupe de Lie connexe muni d'une metrique bi-invariante.
En effet, soit Γ*G le fibre cotangent de G. La variete Γ*G a une struc-
ture canonique de groupe de Lie pour laquelle G est un sous-groupe. II
suffit pour ceci de regarder Γ*G comme le groupe produit semi-direct du
groupe commutatif g* par G suivant la representation co-adjointe. Si
gχ = g* x g designe Γalgebre de Lie de T*G il est immediat de con-
stater que la forme bilineaire sur gx definie, avec des notations evidentes,
par:

Λ, a), (Λ, 6)> = ΛΦ) + /2(α)

verifie la condition (1).
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