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Abstract. This article is devoted to the study of foliations for which the notion of
transverse direction has a global and intrinsic meaning. These foliations are said to be
transversally conformally parallelizable (TCP). This work is a part of the analysis of
bihamiltonian systems defined on odd dimensional manifolds. The dynamics of such a
system is linked to the dynamics of a TCP foliation naturally associated with the
bihamiltonian system.

Firstly it will be proved that a connection is canonically attached to a TCP foliation.
Thus the situation can be locally linearized. However, this connection is geodesically
non-complete. Our study allows this difficulty to be overcome and a precise description
of TCP foliations is obtained on closed manifolds in every dimension and codimension
greater than 1. In particular, this leads to a classification of the TCP flows.

I. Introduction. En analysant d'un point de vue local les systemes bihamiltoniens
en dimension impaire 2n-\-1, Gelfand et Zakharevitch [GZ] ont relie leur dynamique a
celle de feuilletages de codimension n +1 munis d'une structure transverse de tίssu de
Veronese. Leur article est le point de depart de notre travail qui consiste a mieux
comprendre la geometrie globale de tels systemes dynamiques.

L'objectif est de mettre en evidence des contraintes topologiques imposees a toute
variete fermee de dimension impaire munie d'un systeme bihamiltonien, puis d'obtenir
des descriptions precises en petite dimension. L'etude des feuilletages transversalement
conformέment parallelίsables, dont les feuilletages transversalement de Veronese sont
des cas particuliers, est une etape intermediate. Nous en donnons les resultats principaux
dans cet article.

Dans la suite, les donnees geometriques sont lisses, les varietes sont connexes,
orientables et les feuilletages sont transversalement orientables.

DEFINITION 1. Soit une variete M de dimension quelconque. Un feuilletage 3F de

codimension n+l, n^l sur M est transversalement conformέment parallέlίsable (TCP)

s'il existe n + 2 feuilletages de codimension n, J*°, . . . , ^ n + 1, contenant 3F et tels que les

n + 2 directions transverses associέes dans TxM/TxϊF en forment un repere projectίf et

ce pour tout x de M.

Observons qu'un feuilletage TCP est transversalement parallelisable si et seulement
s'il est riemannien. En effet, dans ce cas, il existe une metrique g sur le fibre normal

invariante par Γholonomie du feuilletage [Mo]. Un parallelisme transverse
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adapte (v°,..., υn) est determine en imposant que υj soit tangent a 3F\ j = 0,...,n+l,
que vn + 1 = v°+ +vn et que vn + 1 soit unitaire pour g.

D'autres exemples de feuilletages TCP sont donnes par des feuilletages trans-
versalement affines dont la partie lineaire de Γholonomie est formee d'homotheties.

Dans cet article, on montre que ces deux situations sont les seules possibles, queues
que soient la dimension du feuilletage TCP et sa codimension (strictement superieure a 1).

THEOREME. Soit 3F un feuilletage TCP sur une variete fermέe. Alors, deux cas (non
exclusifs) se presentent:

- 3* est riemannien.
- 3F est transversalement affine et la partie lineaire de son holonomie est formee

d'homotheties.

Lorsque J^ est de dimension 1, ce theoreme permet de decrire tous les flots TCP.
En codimension 2, le resultat est deja connu: il s'agit des tissus feuίlletέs, entierement
classifies [Gh]. En codimension superieure, seule une description partielle etait obtenue
[A] [N]. Nous indiquons ici le resultat general. II sera detaille ulterieurement.

Lorsque $F est transversalement parallelisable, les adherences de ses feuilles sont
des tores sur lesquels !F est conjugue a un ίiot lineaire [Ca].

Lorsque 3F est transversalement aifine, les arguments utilises dans [Gh] en
codimension 2 pour un flot transversalement affine dont le pseudo-groupe d'holonomie
est forme de similitudes se generalisent en toute codimension avec des flots dont le
pseudo-groupe d'holonomie est forme d'homotheties et de translations. On observe
alors que seuls trois cas se presentent (a conjugaison pres). Dans le premier, 3F est
transversalement parallelisable. Dans le deuxieme cas, ses orbites sont toutes compactes
et la variete M est une fibration en cercles au-dessus d'une variete munie d'une structure
affine dont la partie lineaire est formee d'homotheties. Celle-ci ne peut etre que le tore
Tn + 1 muni de la structure plate usuelle (et Γon retrouve Γun des cas precedents)
ou la variete S1 xSn vue comme quotient de /?n + 1\{0} par un groupe monogene
d'homotheties directes [F]. Le troisieme cas correspond au flot suivant ϊF sur S1 x Sn+ *:
comme precedemment, on considere S1 x Sn+1 comme quotient de Rn + 2 \{0} par le
groupe engendre par une homothetie directe non triviale. Le flot !F est alors le quotient
du feuilletage de Rn + 2 par les droites verticales.

Lorsque 3F est de dimension strictement superieure a 1, le theoreme ne donne pas
une classification de tous les cas possibles. Neanmoins, la premiere situation correspond
aux feuilletages transversalement parallelisables dont la geometrie est bien connue: les
adherences des feuilles de 3F sont les fibres d'une fibration localement triviale au-dessus
d'une variete fermee. Sur chaque fibre, 3F induit un feuilletage de Lie a feuilles denses
[Mo]. Par contre, concernant les feuilletages transversalement affines, on peut difficile-
ment esperer obtenir des resultats plus precis sans conditions supplementaires sur 3F.

L'article se divise en trois parties.
Dans la premiere, on montre que la structure transverse de £F est rigide. La
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demarche est analogue a celle utilisee pour les varietes (pseudo)-riemanniennes: des
conditions ad hoc determinent une connexion canonique sur un fibre principal
naturellement associe a (M, J*).

Precisement, la definition 1 peut etre formulee en termes de G-structures.
Considerons le fibrep: BT^>M des reperes transverses a 3F'. Un point zx de Bτ au-dessus
de x dans M est un isomorphisme lineaire de Rn + 1 sur TxMjTx!F. On rappelle que Bτ

est muni d'un feuilletage 3FΎ invariant par Faction a droite du groupe structural. Ce
feuilletage se projette sur 3F et ses feuilles sont des revetement des feuilles de $F = p*(^τ)
(cf. [Mo]). Le feuilletage J^ est TCP lorsqu'en chaque point x de M, une famille de
reperes transverses adaptέs de TxM/TxϊF est privilegiee: deux d'entre eux different par
une homothetie directe. Ainsi, J* est TCP si et seulement s'il existe un sous-fibre principal
Eτ, de groupe structural le groupe des homotheties directes de Rn+1, c'est a dire (R + , x)
et feuillete par le feuilletage invariant J*γ.

Quel que soit zx dans le fibre Eτ, il existe une notion intrinseque d'espace vertical
VZχ dans TZχEτ, a savoir, Γespace tangent a la fibre passant par zx. La donnee d'une
connexion lineaire sur Eτ equivaut a celle d'une distribution d'hyperplans horίzontaux
supplementaires, invariante par Faction a droite de (R%, x). Cela revient a definir une
1-forme ω sur Eτ. Dans la premiere partie, on determine une telle 1-forme ω projetable
le long du feuilletage horizontal #"Γ.

L'existence de la connexion ω entraϊne celle de geodesiques (transverses). Les
"geodesiques" dans une direction D correspondent aux projection sur M des trajectoires
(parametrees) de certains champs de vecteurs YD definis sur Eτ. Comme le groupe
structural R% n'est/?<zs compact, ces champs ne sont a priori pas complets. Ainsi, une
difficulte essentielle que Γon ne peut eviter est celle de la non complέtude (geodesique)
de la connexion ω. Les exemples precedents de flots sur SxxSn+1 en sont des
illustrations.

A partir des geodesiques on peut ensuite construire une application exponentielle
(transverse). Les diffeomorphismes transverses qui laissent invariante la structure
transverse TCP de £P sont precisement ceux qui commutent avec Γexponentielle. S'ils
fixent un point, ils sont entierement caracterises par leur diίferentielle en ce point. Celle-ci
preserve n+ 1 directions independantes, done est une homothetie. D'oύ la:

PROPOSITION 1. L'holonomie d'un feuilletage TCP est dέterminέe par sa partie
lineaire qui est formee d'homothέties.

Parmi les feuilletages TCP, les feuilletages transversalement affine pour leur structure
TCP sont caracterises par le fait que la connexion lineaire associee ω est plate (sans
courbure ni torsion).

Lorsque 3F n'est pas partout transversalement affine, il existe done un ouvert °U
non vide sature par $F sur lequel la courbure ou la torsion est non nulle. Une
normalisation convenable permet alors de construire une metrique riemanienne sur %
constante le long des feuilles de BF. D'oύ le theoreme si % coincide avec toute la variete.
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Le cas intermediaire oύ °li est un ouvert propre et non vide de M est plus delicat. Son

analyse occupe le reste de Γarticle.

Dans la deuxieme partie, on prouve que °U est sature non seulement par les feuilles

de # ; mais aussi par les adherences de ses feuilles. Celles-ci sont des sous-varietes

compactes et sont les fibres d'une fibration de ^ au-dessus d'une variete W (cf. [S]).

Apres avoir observe que cette propriete equivaut a l'existence d'une feuille Fτ de 3FΎ

relativement compacte dans Eτ, on constate que Γadherence Fτ est diffeomorphe a

p(Fτ), done est une sous-variete compacte de Eτ. On est ainsi conduit a montrer la:

PROPOSITION 2. Solent un feuilletage TCP J^ sur une variete fermέe connexe

orίentable et 3FΎ le feuilletage relevέ dans Eτ. Si ^ τ possede une feuille relativement

compacte dans Eτ, 3F est un feuilletage transversalement parallέlίsable sur M.

La premiere assertion du theoreme 1 en est alors une consequence.

Cette proposition s'interprete comme la stabilite globale des adherences des feuilles

de tout feuilletage TCP. II en decoule en particulier le

COROLLAIRE 1 (stabilite globale). SoitZF un feuilletage TCP sur une variete fermee

connexe orientable. Alors, si !F possede une feuille compacte sans holonomie, toutes ses

feuilles sont compactes sans holonomie.

II. Rigidite des feuilletages TCP.

1. Notations. Soit J* un feuilletage TCP de codimension n+ 1 sur une variete

M. La feuille de #" passant par un point x est notee Fx. On designe par p: ET^>M be

fibre principal des reperes transverses adaptes. Son groupe structural est (/? + , x) . Un

point de Eτ est note zx si p(zx) = x. Quel que soit Γouvert U de M. £F\υ designe la trace

de & a U et ET(U) est le sous-fibre principal p~\U) de Eτ.

La variete feuilletee (M, J^) est la donnee d'un recouvrement de M par un nombre

fini d'ouverts (Uk)keK dont les intersections sont connexes et simplement connexes et

d'une famille d'applications distinguees (nk)keK verifiant:

-πk: Uk^>Wk est une submersion au-dessus d'un ouvert Wk de Rn+1.

- La structure transverse de ^Uk correspond a la donnee de n + 1 formes de degre

1 (ω fc°,..., ωk) sur Wk. Leurs images inverses par πk sont des 1-formes basiques sur Uk.

On les note aussi (ωk, . . . , ωk).

- S i Ukn C/fc'/0, le diffeomorphisme φkk> de Wk n Wk, tel que τtk> = φkk^πk verifie

Ψkk>ωi' —fkw " ωl o u fkk' e s t u n e fonction lisse.

Les ouverts Uk sont des ouverts trivialisants pour la fibration p: ET^M. Sur chaque

Uk9 la section sk = (ωk, . . . , ωk) de Eτ(Uk) est feuilletee pour J* r.

2. Connexion canonique associee ά un feuilletage TCP. S'il existe une connexion

ωk sur le sous-fibre principal/?~ 1(Uk) dans Eτ, sa torsion est une 2-forme Γk, equivariante

pour Faction a droite de R% et a valeurs dans Rn + 1. Elle est determinee dans la section
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*cok/\ω{ j = 0 , . . . , n .

La 1-forme sk*ωk est alors caracterisee de maniere unique si l'on impose:

- la nullite de la torsion lorsque 3F est de codimension 2. Dans ce cas la structure

TCP induit un tissu en dimension 2 sur chaque Wk. La 1-forme skωk est precisement

la connexion usuelle associee a un tissu [B].

- les conditions

(*) sjfTlΛω® A - Λ ώ f 1 ΛώjJΛ Λω£ = 0 7 = 0,..., n ( m o d « + l )

lorsque la codimension de J* est strictement superieure a 2.

Si deux sections feuilletees sk et sk. sont definies au-dessus d'un meme ouvert, alors

sk, =fkk> sk pour une fonction fkk. lisse, strictement positive, basique pour J* Un tel

changement de section locale se traduit par la relation

Jkk'

Qui correspond exactement a Γexistence d'une connexion ω globale sur Eτ telle que

sfc*ω soit Γunique 1-forme verifiant (*) . Par construction meme, ω est basique pour le

feuilletage J*v dans Eτ. Rappelons que J*γ est dans ce cas un feuilletage transversalement

parallelisable sur Eτ (cf. [Mo]).

3. Feuίlletages TCP transversalement affines. La structure TCP determine une

structure transversalement affine si, au voisinage de tout point, il existe une section

locale sk de la forme (dx°,..., dxn). La propriete suivante decoule des definitions meme

de la connexion ω et de sa torsion:

PROPOSITION 3. La connexion ω est plate si et seulement si la structure TCP de ϊF

correspond a une structure affine.

En codimension 2, cela revient a dire que la courbure de ω est nulle.

En codimension superieure, il suffit que la torsion soit nulle. Dans ce cas,

dω{ = ω{ A ωk pour tout/ D'oύ le fait que ωk soit fermee. Comme sa courbure est egale

a dω, elle est nulle. Si sk*ω s'identifie (localement) a df, les 1-formes e~fω{ sont localement

exactes et definissent bien une structure affine transverse adaptee a la structure TCP.

4. Directions transverses. La structure TCP de J^ correspond a la donnee d'un

repere projectif transverse dans chaque espace TXM/TX^. II existe ainsi une notion

intrinseque de direction transverse globale sur la variete. DΌύ une famille (a n

parametres) de feuilletages !FΌ qui pivotent autour de J^:

DEFINITION 2. Soit une direction D transverse a 3F. Alors, !FΏ est le feuilletage

de codimension n, tangent a la distribution integrable SΌ donnee en tout point x par

Soit D une direction transverse et XD un champ de vecteurs sur M transverse a
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et tangent a ̂ D. Son groupe a un parametre (Φu)ueR ne preserve a priori pas le feuilletage

3F. Cependant, Γexistence de la connexion ω va permettre de definir une nouvelle

parametrisation locale φf de ses trajectoires. Ce parametrage sera feuillete au sens oύ

Γimage d'un ouvert Ux d'une feuille Fx est un ouvert de la feuille FφD{x).

5. Parametrage gέodέsique dans la direction D. La donnee de Xx et d'un releve

zx au-dessus de x dans Eτ determine un unique champ de vecteurs YD sur Eτ, horizontal

pour ω et feuillete pour 3FΊ.

Notons Xx le representant transverse de Xx dans TxMjTx!F et ΫD celui associe a

YD dans TET/T^T. Alors, le champ YD est caracterise par:

- ΫZy = zyoz~ι(Xx) en tout point zy de Eτ.

Comme le fibre Eτ n'est pas compact, YD n'est a priori pas complet et l'on note

φf son groupe local a un parametre. Par construction, celui-ci preserve le feuilletage J*γ.

Soit un ouvert distingue Uk contenant x. La structure TCP (M, J^) correspond a

un fibre principal Ek de groupe structural (Rf, x ) au-dessus de la base locale Wk. Le

diagramme commutatif

Eτ(Uk) — Ek

p\ \P

permet alors de justifier Γexistence d'une petite sous-variete 9~Zχ dans Eτ, contenant zx

transverse au champ YD ainsi qu'a la fibration p et tangente a BF. Restreint a 3~Zχ, p est

un diffeomorphisme sur une sous-variete J x d e M tangente a J^Γ et transverse a XD.

Les trajectoires (non parametrees) de YD partant de (€Zχ se projettent sur celles de XD

partant de ZΓX. L'application lisse definie par φ(irx = poφ\^z determine un parametrage

feuillete φt

D des trajectoires de XD au voisinage de x.

DEFINITION 3. Ce parametrage est appele le parametrage geodesique dans la

direction D.

III. Feuilletages TCP non transversalement affines. Dans ce paragraphe, on

suppose que ̂  n'est pas transversalement affine. Le but est de montrer que 3F verifie

les hypotheses de la proposition 2.

On raisonne en codimension strictement superieure a 2. En codimension 2, les

arguments sont analogues, en remplaςant la torsion de la connexion par sa courbure.

1. Mέtήque quasi-fibrέe sur M associee a 3F. Soient un point x de M au-dessus

duquel la torsion de ω est non nulle (II.3) et un ouvert distingue Uk pour $F contenant

x. II existe une direction transverse D = (oco, ..., ocn) telle que la 1-forme ωk =

αoωΛ°+ +oinωk soit non integrable sur un voisinage de x. Comme deux 1-formes
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(non nulles) proportionnelles sont simultanement integrables ou non, Γensemble des

points de Men lesquels dωD A ωD est non nulle est bien defini. C'est un ouvert non vide,

sature pour le feuilletage £F. On note °lίD Γune de ses composantes connexes. Dans tout

ouvert distingue Uk qui rencontre <JUτ>, on ecrit poury</<ra:

dωj? A a)? Λ Λώ/Λώ^ΛώfΛ Λ ω ^ φllm ωk° Λ Λ ω£ ,

oύ les φllm sont des fonctions basiques pour $F et non toutes nulles. Le tenseur g

symetrique et basique pour 3F

g=φ2t(<»l)2, Ψ2= Σ (Ψίlm)2

i = 0 j<l<m

est non degenerέ et invariant par changement de carte. D'oύ un parallelisme transverse

adapte (v0, ...,vn) defini sur %D en imposant

Lorsque °UD coincide avec M, le theoreme est demontre.

On suppose done dans la suite que ΰl/D est un ouvert propre de M et Γon note JΓ

son complementaire. Comme g s'annule sur le bord de °UL\ on le prolonge par continuite

sur M en Γidentifiant a 0 sur Jf! On fixe une metrique riemannienne h sur M. Que Γon

remplace par h definie comme suit: quel que soit x dans M,

TXM= TXFX® T^FX , hx\TχFχ = hx \TχFχ , hx \nFχ = g .

Par construction, /Test une metrique riemannienne quasi-fibree sur °UΏ. Par contre, bien

que non nulle le long des feuilles de J* h est degeneree sur X.

2. Distance a Jf. Soient x et y dans M et c£xy Γensemble des chemins %>ι par

morceaux γ: [0, l]->Λf d'extremites x, y. La longueur V de γ est JI *Jhy{t)(y(t\ y(t))dt et

Γon definit une application d: M x M-+R+ par

φ , j ; ) = inf /^.

On verifie aisement que d est une pseudo-distance continue sur M.

DEFINITION 4. La (pseudo) distance a JΓ est Γapplication ά#: M-*R+ definie par

djr(x) = mfyeJrd(x,y).

Par construction, ί/̂  est nulle sur JΓ et coincide avec la distance riemannienne

associee a h sur ^ D .

LEMME 1. Pour tout x de %D, il exίste un chemin γ: [0, 1]->M vέήfiant: γ(Q) = x

et 7(1) esί ί/β^ s Jf, ? | [ 0 l f est contenu dans tf/D et y\[0 χ [ est une gέodέsique de longueur

dχr(x) pour h, perpendiculaire a 3F.

PREUVE DU LEMME 1. Soit un chemin γ: [0, 1]-+M d'origine x et tel que γ(l) soit

dans Jf. En particulier, γ rencontre dtf/D. Quitte a restreindre le domaine de definition
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de y puis a faire un changement de parametre, on peut supposer que y | [ 0 n est contenu

dans %D et que y(l) se trouve dans d<%D.

Construction de la gέodέsίque γ: par construction de dχ , quel que soit ra>0, il

existe un chemin y™\ [0, 1]->M de classe #*, tel que:

yT\[0,n^®D> y?W = z?edWD et rfjr(x)</y7'<ί/jr(χ) + l .

Soit >>m le milieu de γj":

φ , y m K ( ^ ( x ) + l / m ) / 2 et d(j,w, z?)< (<**(*) + l/m)/2 .

Notons 7(1/2) un point d'accumulation de (ym)meN dans le compact °UΌ et zx un point

d'accumulation de (z™)meN dans dtfίD. La continuite de d entraϊne que d(x, y(l/2)) =

dχ{x)j2 et d3r(γ(l/2)) = d3r(x)/2. On reitere ce procede. Pour tous p et n avec

on obtient ainsi par induction un point y(p/2n) verifiant:

pour tous p, p', n, n' avec 0 ^ p ^ 2 " et

d(y(p/2nX γ(p'/2»)) = \p/2n-p'/2n' \d^x).

Puisque {pβq}pqeN est dense dans [0, 1], il existe un unique chemin continu γ reliant

x a z e t passant par tous les x%. Par construction, pour tous Xι=ytί et x2 = yt2> h>

ί 2 e[0, 1[, d{xux2) = \t1 — t2\djr(x). Cette condition entraϊne que y | [ 0 1 [ est une

geodesique pour g dans °UD, reliant x1 et x2. En particulier, y est Ή1 par morceaux.

y est orthogonal a 3F en tout point. Puisque y | [ 0 l f est une geodesique pour la

metrique quasi-fibree h sur tf/D, si elle est orthogonale en un point a 3F^ elle Test en tout

point [Mo]. On constate alors aisement qu'une courbe y qui n'est perpendiculaire en

aucun point ne peut etre de longueur minimale, d'oύ le lemme. •

Comme d# est localement constante le long de chaque feuille de $F dans tf/D, on

ale:

COROLLAIRE 2. d# est strictement positive sur %D, continue et basique sur M.

On en deduit aussi le:

COROLLAIRE 3. L 'adherence de toute feuille de J* contenue dans WD est aussi incluse

dans qiD.

Alors, $F satisfait bien Γhypothese de la proposition 2. En effet, dans ce cas, les

feuilles incluses dans ΰi/j=π~ι{ΰlίD) sont relativement compactes dans tflj . Γouvert °UΏ

etant sature par les adherences des feuilles de #", la section feuilletee de Eτ associee au

parallelisme transverse adapte etablit un diffeomorphisme entre les adherences des feuilles

de ^ et celles de &τ restreint a %?.

IV. Existence d'un parallelisme transverse adapte. Cette partie est consacree a la

demonstration de la proposition 2.

1. Notions prέlίminaίres—esquisse de preuve. Dans la suite, J^ designe un
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feuilletage TCP verifiant les hypotheses de la proposition 2. Puisque # τ est trans-
versalement parallelisable, s'il existe une feuille de 3FΎ relativement compacte dans
Eτ il existe aussi un ouvert connexe Ωτ constitue de feuilles relativement compactes et
sature par leurs adherences qui sont des sous-varietes de Eτ (cf. [S]). Ces adherences
sont les fibres d'une fibration localement triviale au-dessus d'une variete connexe
orientable Wτ. De plus, Γadherence d'une feuille Fτ de Ωτ se projette par π sur Γadherence
de la feuille projetee F=π(Fτ). Comme 3FΎ est invariant par Faction a droite de R%,
Fτ est un sous-fibre de Eτ au-dessus de F de groupe structural un sous-groupe compact
de (R%, x), c'est a dire {1}. Par consequent, Fτ est diffeomorphe a F qui est une
sous-variete de M. L'ouvert Ω = π(Ωτ) est un ouvert connexe sature par les adherences
de ses feuilles qui sont les fibres d'une fibration propre p: ί2-> ̂ au-dessus d'une variete
connexe W. Ce feuilletage vertical par les adherences des feuilles de 3F sur Ω est note
# et ses feuilles sont appellees les adherences rέgulieres. Par ailleurs, Wτ est in fibre
oriente en droites au-dessus de W, done admet une section globale σ. Puisque π est un
diffeomorphisme de chaque adherence Fτ sur π(FΓ), σ induit une section globale feuilletee
de Ω dans Ωτ. Ce qui signifie que J* est transversalement parallelisable sur Ω. Restreint
a une adherence reguliere F, le feuilletage (F, ϊF) reste alors transversalement
parallelisable [Mo].

Le theoreme est trivialement verifie si le bord dΩ est vide. Dans la suite, on raisonne
par Γabsurde en supposant que dΩ est non vide. II existe ainsi une direction transverse
D et une feuille F dans Ω telles que la feuille FD de ^D contenant F rencontre le bord
deΩ.

Soient Fune telle feuille et XD un champ de vecteurs sur M, tangent a #"D, transverse
a J2^ de flot (φu)ueR- A priori, seules certaines de ses trajectoires partant de F atteignent
aussi dΩ en des temps que Γon suppose positifs quitte a inverser Γorientation de XD.
Observons toutefois que ces trajectoires se projettent toutes sur le meme chemin de
W=Ω/β, d'oύle

LEMME 2. Les trajectoires de XD partant de F rencontrent toutes les memes

adherences regulieres incluses dans Ω.

Soit x un point de F dont la trajectoire (φu(x))ueR rencontre dΩ. On fixe arbi-
trairement une mέtrique riemanienne h sur M. On choisit un reel strictement positif
R inferieur au rayon d'injectivite de h tel que la boule fermee B* de centre x et de rayon
R soit incluse dans Ω. II existe un temps uy > 0 et un point y = φ?(x), pour lesquels la
boule fermee Bf rencontre dΩ, son interieur est contenu dans Ω et B*uix) est incluse
dans Ω pour tout u de [0, wy[. Soient x0 un point de Γintersection Bf n dΩ et Vτ l'ouvert
de directions transverses dont les representants ne sont pas tangents au bord de B* en
xo Quelle que soit D' dans Vτ, les feuilles F£o rencontrent Ω et dΩ. Quitte a changer
de feuille, on suppose dans la suite que F contient un point x de Bf de sorte que la
trajectoire de XD partant de x atteigne precisement x0.

II s'agit alors de montrer Γexistence d'une sous-variete $XQ passant par x0 et verifiant
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les proprietes suivantes: 08 XQ est la limite du feuilletage # de Ω par les adherences

regulieres. Elle est saturee par le feuilletage J^ et la feuille FXo contenue dans 08Xo n'est

pas relativement compacte dans 08 Xo. Si z est un point de FXo\FXo on montre Γexistence

d'un ouvert de F? (pour sa topologie de feuille) contenant z et inclus dans dΩ quelle

que soit la direction D de Γouvert Vτ. Le bord dΩ est done d'interieur non vide, d'oύ

la contradiction cherchee.

2. Paramέtrage geodesique a partir d'une adherence rέgulίere. Dans la suite, Fτ

represente une feuille relevee de la feuille F. On note encore φ t

D le groupe a un parametre

local associe au champ de vecteurs YD sur Eτ (II.5). Par compacite de Fτ il existe un

ouvert maximal U de R x Fτ dans Eτ sur lequel φD est bien defini. II existe aussi un

reel ε > 0 tel que φD soit defini sur ] — ε, ε[ x Fτ et que son image reste dans Ωτ. Puisque

π est un diffeomorphisme de Fτ sur F, le parametrage geodesique φD = π°φD dans la

direction D (II.5) est defini sur les trajectoires de XD qui partent de F. Avec un

raisonnement analogue a celui deja utilise, on observe en fait qu'il est defini sur un

voisinage de F sature par les adherences regulieres.

Par construction, la trajectoire de YD d'origine zx rencontre dΩτ, d'oύ Γexistence

de reels / (positifs par hypothese) pour lesquels φ?{zx) est dans dΩτ. Notons s le plus

petit d'entre eux, s>0. Observons que φf n'est pas defini sur Fτ, par construction de

Ωτ. Les proprietes du flot geodesique jointes au fait que les trajectoires de XD partant

de F rencontrent toutes les memes adherences de feuilles dans Ω entraϊnent alors

LEMME 3. // existe s reel strictement positif tel que:

- pour tout t<s, φf est defini sur F et φt

D(F) est inclus dans Ω.

- pour tout point y de Fpour lequel φf(y) est defini, φf(y) est dans dΩ.

De plus, si φf est defini en y, φf Vest aussi sur un voisinage Vy de y dans F et pour des

temps t strictement superieurs a s.

3. Limite &xo des adherences regulieres en x0. D'apres le lemme precedent,

Γensemble 38D = {yeF\ φ®(y) existe} est un ouvert de F. C'est meme un ouvert strict

de F. Sinon, φf serait defini sur F et φf{F) serait une adherence reguliere contenue

dans Ω, d'oύ une contradiction.

On note 08x la composante connexe de 08D contenant x et 08x*
im le sous-ensemble

de dΩ forme des points atteints a partir de 08x au temps s. Par construction, x0 = <pf(x)

et 08χ*im est diίfeomorphe a 08%, done est une sous variete plongee contenue dans dΩ

et de meme dimension que F. A priori, 08%*im ne depend que de x0 et de la direction

transverse D.

On appelle feuille limite dans la direction D toute feuille de J^ passant par un point

LEMME 4. La sous-variete 0$x"
m est une reunion de feuilles limites dans la direction D.

Sa preuve se fait a l'aide du lemme 2.

LEMME 5. Pour toutes directions transverses D et D' de Vτ, 08%^im = 08^im.
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PREUVE DU LEMME 5. Quelle que soit la direction transverse D de Vτ, le point

x 0 est un point limite φfΌ{yD) oύ yD se trouve dans une adherence reguliere FD incluse

dans Ω. Comme le parametrage geodesique est en fait defini sur un voisinage de FD

sature par # , x0 se trouve dans un ouvert i^D connexe maximal qui est la composante

connexe contenant x 0 de la reunion des traces des orbites de XD. On note ifjy son

intersection avec Ω. En transportant par φt

D, t^sD, le feuilletage # restreint a un

voisinage de yD sumsamment petit, on constate qu'il existe sur ^ un prolongement

continu du feuilletage de # ^ par # dont la feuille en x0 est un ouvert de 38x*
im.

Puisque la restriction de # a # ^ n # ^ admet au plus un prolongement continu

sur son bord, les feuilletages prolonges dans les directions D et D' ont memes plaques

en les points de 3ί2n f^n f^: 38x*
im et 38X^™ ont meme germe en x0. Par consequent,

les orbites negatives de XD> partant des points voisins de x 0 dans 38x*
im rencontrent les

memes adherences regulieres car elles se projettent toutes sur un meme chemin dans

W=Ω/βr. Par connexite de 38x^
im, les orbites negatives de XD> partant de 38x£

m ont

toutes la meme projection. Elles rencontrent done une meme adherence reguliere Fx..

Ainsi, les feuilles de 38x*
im sont des feuilles limites dans la direction D' provenant de

Fx,9 d'oύ Γinclusion 38x^
im c 38x*

im. De maniere analogue 38xg
m <= 38x

ι

o

im, d'oύ le resultat.

D

On note a present 38XO au lieu de 38x^
im.

LEMME 6. Le feuilletage (38 Xo, 3F} ίnduίt par SF sur la sous-varietέ 38Xo est trans-

versalementparallelisable et aucune de sesfeuilles nest relativement compacte dans 3$XΌ.

PREUVE DU LEMME 6. Puisque (F, IF) est transversalement parallelisable, que

38XQ = φ?(38x) et que le flot local φt

D est feuillete, on deduit le premier point.

S'il existe une feuille Fz relativement compacte dans 38XO, Fz est une sous variete

compacte de 38Xo, saturee de feuilles de $F (cf. [S]). Sans perte de generalite (38z = 38Xo),

on suppose que z = x0. Alors, (φ?)'1^^) est une sous variete compacte de F, saturee

par 3F done coincide avec F: 38x s'identifie a F, 38Xo a FXQ et φf est defini sur F toute

entiere. D'oύ une contradiction. •

On choisit alors un point z de FXo\FXo en dehors de 38Xo. Soient (zn)neN une suite

de points de FXo qui tend vers z et D une direction transverse de Vτ. On ecrit que

zn = Φun(
xn) o u xn e s t dans F et un dans R.

LEMME 7. La suite (un)neN est non bornέe.

PREUVE DU LEMME 7. Par compacite de F, la suite (yn)neN peut etre supposee

convergente vers y dans F. Si (un)neN est bornee, on en extrait une sous suite (vn)neN

convergeant vers un reel u. La suite (φ^n(yVr))neN tend alors vers le point φu(y) de 38Xo.

Et ceci est exclu par hypo these. •

Avec les notations de la demonstration precedente:
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LEMME 8. La trajectoire (φ-u(z))u^0 est ίncluse dans dΩ, quelle que soit la direction

transverse D de Vτ.

PREUVE DU LEMME 8. Soient un reel positif t et (xln = {φ^u(zn),t^u^0} la
trajectoire de XD d'origine φ-t(zn) et d'extremite zn.

Soit (Km)meN une suite exhaustive de compacts de la variete W=Ω/β. On note Km

Γ adherence du complementaire de Γimage reciproque de Km dans M. Les compacts Km

sont satures pour # et forment un systeme fondamental de voisinages du complementaire
Jf de Ω. Comme toutes les trajectoires de XD partant de F rencontrent Km, le temps
mis pour atteindre Km a partir de F est borne. Ainsi, quel que soit ra, les (xl

Zn sont tous
contenu dans Km pour n assez grand puisque la suite (un)neN n'est pas bornee. Ce
raisonnement entraϊne que le point d'accumulation φ^t(z) = \imn^QOφ-t(zn) se trouve
dans Km quels que soient m et t. Par consequent, φ-t(z) est dans dΩ puisque simultanement
dans Ω et dans X = f| m Km. Π

Le sature pour IF de la trajectoire (φ-u(z))u^0 passant par z est done un ouvert de
F? inclus dans dΩ pour toute direction transverse D de Vτ. On en deduit que dΩ a un
interieur non vide, d'oύ la contradiction cherchee, ainsi que la proposition. Et le theoreme
qui en est un corollaire.
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